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第 一 章 ”事件 的 概率 

1.1 概率 是 什么 

概率 ,又 称 或 然 率 ,几率 ,是 表示 某 种 情况 (事件 ) 出 现 的 可 能 

性 大 小 的 一 种 数量 指标 , 它 介 于 0 与 1 之 间 . 

这 个 概念 笼统 地 说 起 来 很 容 多 理解 ,但 各 从 理论 或 者 说 从 哲 

学 的 禹 度 去 分 析 ,就 可 以 提出 一 大 堆 的 问题 .虽然 在 本 课程 范围 内 

我 们 不 必 去 六 讨论 这 些 问 题 的 各 个 方面 ,但 仍 希望 ,通过 下 文 的 

叙述 ,使 谈 者 对 "什么 是 概率 这 个 问题 ,有 一 个 较为 全 面 的 理解 . 

1.1.1 主观 概率 

申 、 乙 内 .本 四 人 一 早 进 城 去 办 事 , 要 傍晚 才能 回来 .为 了 决 
定 是 否 带 伞 , 各 自在 出 发 前 ,对 

= 1 今天 下 午 6 时 前 不 会 下 两 
这 个 情况 或 事件 发 生 的 可 能 性 大 小 作 个 估计 . 设 根据 个 人 的 经 验 
和 自信 , 甲 . 忆 丙丁 分 别 把 这 一 可 能 性 估计 为 0,0.2,0.7 和 1. 

这 意味 着 甲 认为 事件 A 不 可 能 出 现 , 丁 认为 必然 出 现 , 乙 认为 A 

出 现 的 可 能 性 是 有 的 ,但 很 小 , 而 丙 认 为 A 有 相当 大 的 可 能 性 出 

现 ,但 并 非 必 然 . 这 些 数 字 反 映 了 他 们 四 个 人 对 一 种 情况 的 主观 估 

计 , 故 称 为 主观 概率 .其 实际 后 果 是 ,例如 ,甲乙 决定 带 锌 而 两 .了 

则 否 . 

主观 概率 可 以 理解 为 一 种 心态 或 倾向 性 . 究 其 根 由 大 抵 有 二 : 

一 是 根据 其 经 验 和 知识 . 拿 上 例 来 说 , 若 某 人 在 该 城市 住 了 30 年 ， 
又 是 一 个 有 些 气 象 知识 的 人 ,他 在 作出 可 能 性 大 小 的 估计 时 ,多 半 
会 使 用 这 些 经 验 和 知识 ,这 将 会 使 他 的 估计 较 易 为 人 所 相信 .从 这 
一 点 次 ,所 谓 主 观 概率 也 可 有 其 客观 背景 ,终究 不 同 于 信和 口 峻 黄 . 
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二 是 根据 其 利害 关系 . 拿 上 例 来 说 , 知 对 某 人 而 言 下 雨 闪 不 会 造成 

多 大 问题 而 带 企 又 增加 不 少 麻烦 , 则 其 心态 将 倾向 于 去 把 A 的 可 

能 性 高 佑 一 些 . 

主观 概率 的 特点 是 : 它 不 是 在 坚实 的 客观 理由 基础 上 为 人 们 

所 公认 的 ,因而 看 来 应 被 科学 所 否定 (科学 是 以 探讨 客观 真理 为 任 

务 的 ). 本 池 作 者 说 不 清楚 这 问题 该 如 何 全 面 地 去 理解 ,但 不 同意 

简单 的 全 盘 和 否定 的 态度 . 理由 有 三 :中 这 个 概念 有 广泛 的 生活 基 

础 .我 们 几乎 无 时 不 在 估计 种 种 情况 出 现 的 可 能 性 如 何 , 而 不 同 的 

人 很 少 能 在 “客观 的 基础 上 达成 一 致 . 包 这 可 能 反映 认识 主体 的 

一 种 倾向 性 ,而 有 其 社会 意义 .例如 ， 若 问 三 年 后 经 济 形 势 会 得 到 

根本 改善 的 可 能 性 大 小 怎样 , 则 不 同 经 济 状况 .社会 地 位 以 至 政 

治 倾 问 的 人 ,会 作出 有 差异 的 估计 .就 个 别 估 计 而 言 可 能 谈 不 上 多 

大 道理 ,但 从 总 体 而 言 , 则 反映 了 社会 上 广大 群众 对 长 远 发 展 的 信 
心 如 何 . 对 社会 学 家 万 至 决策 者 来 说 ,这 是 很 有 用 的 资料 .四 在 涉 
及 利益 (经 济 和 其 他 的 ) 得 失 的 决策 问题 中 ,处 于 不 同 地 位 和 掌握 

情报 多 少 不 同 的 人 ,对 某 事件 可 能 性 大 小 要 参照 这 些 情 况 及 可 能 

的 后 采 去 作 衡量 .适合 于 某 人 的 决策 , 虽 则 风险 较 小 ,不 必 适 合 于 
邦 一 个 人 , 因 对 他 而 言 , 这 一 决策 可 能 风险 仍 太 大 .因此 ,主观 概率 

这 个 概念 也 有 其 实用 基础 .事实 上 ,许多 决策 都 难免 要 包含 个 人 判 

断 的 成 分 ,而 这 就 是 主观 概率 . 

1.1.2 试验 与 事件 

表面 我 们 已 经 提 到 了 “事件 "这 个 名 词 .事件 是 什么 ?” 在 通常 
的 意义 下 , 它 往 往 是 指 一 种 已 发 生 的 情况 ,例如 某 某 空难 事件 ， 
1941 年 日 本 偷袭 珍珠 港 的 事件 之 类 .在 概率 论 中 则 不 然 ,事件 不 
是 指 已 发 生 了 的 情况 ,而 是 指 某 种 (或 某 些 ) 情 况 的 “陈述 ”. 它 可 能 
发 生 ,也 可 能 不 发 生 ,发 生 与 否 , 要 到 有 关 的 “试验 "> 有 了 结果 以 后 ， 
才能 知晓 . 

拿 前 例 而 言 ,事件 A “陈述 " 了 这 样 一 种 情况 :下 午 6 时 前 不 
会 下 雨 .我 们 当然 并 未 说 这 已 发 生 了 . 它 是 否 发 生 ,要 等 试验 结果 ， 
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这 个 试验 ,就 是 对 到 下 午 6 时 前 的 天 气 情况 进行 观察 . 

推 而 广 之 ,我 们 就 不 难 明白 :在 概率 论 中 ,事件 ”一 词 的 一 般 
含义 是 这 样 的 : 

1. 有 一 个 明确 界定 的 试验 .试验 一 词 ,有 人 为 主动 的 意思 ,而 
像 上 例 那 样 ,人 只 处 在 被 动 地 位 ,只 是 记录 而 并 不 干预 气象 过 程 . 

这 类 情况 一 般 称 为 “观察 ”. 在 统计 学 中 ,这 一 分 别 有 时 有 实际 含 
义 , 但 对 目前 的 讨论 不 重要 ,可 以 把 试验 一 词 理解 为 包含 了 观察 . 

2. 这 个 试验 的 全 部 可 能 结果 ,是 在 试验 前 就 明确 的 , 拿 上 例 
来 说 ,试验 的 全 部 可 能 结果 只 有 两 个 :其 一 是 A, 另 一 是 及 = | 今 
天 下 午 6 时 前 会 下 雨 上 .为 此 ,可 把 这 试验 写 为 (4,A). 不 必 等 到 
试验 完成 (不 必 到 下 午 6 时 ) 就 知道 : 非 4A 即 有 , 必 居 其 一 . 又 如 ， 
投掷 一 个 赌博 用 的 骨 子 这 个 试验 , 虽 无 法 预 仆 其 结果 如 何 , 但 总 不 
外 乎 是 “出 现 1 点 ”,……,“ 出 现 6 点 ”这 6 个 可 能 结果 之 一 ,因而 
不 妨 把 这 试验 简 记 为 (1,2,…,6)， 

在 不 少 情况 下 ,我 们 不 能 确切 知道 一 试验 的 全 部 可 能 结果 ,但 
可 以 知道 它 不 超出 某 个 范围 .这 时 ,也 可 以 用 这 个 范围 来 作为 该 试 
验 的 全 部 可 能 结果 . 如 在 前 例 中 , 若 我 们 感 兴趣 的 不 止 在 于 下 午 6 
时 前 是 否 下 两, 而 需要 记录 下 午 6 时 前 的 降雨 量 (如 以 毫米 为 单 
位 ) , 则 试验 结果 将 是 非 负 实数 <. 我们 无 法 确定 z 的 可 能 取 值 的 
确切 范围 ,但 可 以 把 这 范围 取 为 [0, co) , 它 总 能 包含 一 切 可 能 的 试 
验 结果 ,尽管 我 们 明知 , 某 些 结果 ,如 z >10000 ,是 不 会 出 现 的 .我 
们 甚至 可 以 把 这 范围 取 为 ( - co ,co ) 也 无 妨 .这 里 就 有 了 -一定 的 数 
学 抽象 , 它 可 以 带 来 很 大 的 方便 ,这 一 点 在 以 后 会 更 清楚 ， 

3. 我 们 有 一 个 明确 的 陈述 ,这 个 陈述 界定 了 试验 的 全 部 可 能 
结果 中 一 确定 的 部 分 . 这 个 陈述 ,或 者 说 一 确定 的 部 分 ,就 叫做 一 
个 事件 . 如 在 下 十 的 例 中 ,A 是 全 部 可 能 结果 (A ,去 ) 中 确定 的 一 
部 分 .在 掷 仍 子 的 例 中 ,我 们 可 以 定义 许多 事件 ,例如 

已 = | 掷 出 偶数 点 | = (2,4,6) 
五 : = | 掷 出 素数 点 | = (2,3,5) 

FE3 = }| 掷 出 3 的 倍数 点 | = (3,6)



  

等 等 ,它们 分 别 明确 地 界定 了 全 部 试验 结果 的 集合 (1,2,…,6) 中 

的 -- 个 相应 的 部 分 . 

如 果 我 们 现在 把 试验 做 一 次 , 即 把 这 骨 子 投掷 一 次 . 则 当 投掷 

结果 为 2, 或 为 4, 或 为 6 时 ,我 们 说 事件 下 1 发 生 了 ,不 然 就 说 事 

件 天 ”不 发 生 ”. 因 此 ,我 们 也 可 以 说 :事件 是 与 试验 结果 有 关 的 一 
个 命题 ,其 正确 与 否 取决 于 试验 结果 如 何 . 

在 概率 论 上 ,有 时 把 单一 的 试验 结果 称 为 一 个 “基本 事件 ”. 这 

样 ,一 个 或 一 些 基本 事件 并 在 一 起 ,就 构成 一 个 事件 , 而 基本 事件 

本 身 也 是 事件 .在 掷 骨 子 的 例 中 ,有 1,2,…,6 等 6 个 基本 事件 . 事 
件 : 则 由 2,3,S 这 三 个 基本 事件 并 成 . 

设想 你 处 在 这 样 一 种 情况 :投掷 一 个 仍 子 , 若 出 现 素数 点 , 则 

你 将 中 奖 . 则 在 货 子 投掷 之 前 你 会 这 样 想 :我 能 否 中 奖 ,取决 于 机 

遇 . 因 此 ,在 概率 论 中 , 常 称 事 件 为 “随机 事件 "或 “偶然 事件 "“ 随 

机 的 意思 无 非 是 说 ,事件 是 否 在 某 次 试验 中 发 生 ,取决 于 机 遇 . 其 
极 交情 况 ,是 “必然 事件 “在 试验 中 必然 发 生 的 事情 ,例如 ,} 掷 一 
个 仍 子 ,其 出 现 点 数 不 超 过 61 和 "不 可 能 事件 ”( 在 试验 中 不 可 能 
发 生 的 事件 ). 这 两 种 情况 已 无 机 遇 可 言 ,但 为 方便 计 ,不妨 把 它们 
视 为 随机 事件 的 特例 ,正如 在 微 积分 中 ,常数 可 视 为 变量 的 特例 . 

可 以 把 必然 事件 和 不 可 能 事件 分 别 等 同 于 概率 为 1 和 概率 为 
0 的 事件 .从 严格 的 理论 角度 而 言 这 二 者 有 所 区 别 , 但 这 种 区 别 并 
无 实际 的 重要 性 . 

本 段 讲 的 概念 虽 很 浅显 ,但 是 很 重要 ,特别 提醒 读者 区 别 “ 事 
件 一 词 的 日 常 及 在 概率 论 中 的 不 同 含义 . 

1.1.3 古典 概率 

承接 上 一 段 .假定 某 个 试验 有 有 限 个 可 能 的 结果 el ,ez,…， 
eN. 假 定 从 该 试验 的 条 件 及 实施 方法 上 去 分 析 ,我 们 找 不 到 任何 
理由 认为 其 中 某 一 结果 ,例如 e; , 比 任 一 其 他 结果 ,例如 e ,更 具有 
优势 ( 即 更 倾向 于 易 发 生 ), 则 我 们 只 好 认为 ,所 有 结果 el ……，,eN 
在 试验 中 有 同等 可 能 的 出 现 机 会 , 即 1ZN 的 出 现 机 会 .常常 把 这 
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样 的 试验 结果 称 为 “等 可 能 的 

拿 掷 仍 子 的 例子 而 言 ,如 果 四 假 子 质料 绝对 均匀 .局 骨 子 是 绝 

对 的 正六 面体 . @ 掷 贷 子 时 离 地 面 有 充分 的 高 度 , 则 一 般 人 都 会 同 

意 , 其 各 面 出 现 的 机 会 应 为 等 可 能 . 当然 ,在 现实 生活 中 这 只 能 是 

一 种 近似 ,何况 ,在 货 子 上 刻 上 点 数 也 会 影响 其 对 称 性 . 

在 “等 可 能 性 "概念 的 基础 上 ,很 自然 地 引进 古典 概率 的 定义 ， 

定义 1.1 设 一 个 试验 有 六 个 等 可 能 的 结果 ,而 事件 瑟 恰 包 

售 其 中 的 M 个 结果 , 则 事件 五 的 概率 , 记 为 已 () ,定义 为 
P(E) = MLN (1.1) 

本 定义 所 根据 的 理由 很 显然 . 按 前 面 的 分 析 ,由 等 可 能 性 的 含 

义 , 每 个 结果 的 概率 同 为 1[N. 今 事件 瓦 包含 M 个 结果 ,其 概率 

理应 为 1[N 的 M 倍 , 即 MAN .古典 概率 是 “客观 "的 .因为 ,如 果 

等 可 能 性 是 基于 客观 事实 (例如 在 货 子 绝对 均匀 且 为 严格 正六 面 

体 时 ) 而 非 出 于 主观 设想 , 则 看 来 除 按 (1.1) 式 外 , 别 无 其 他 的 合理 

定义 法 .因此 在 等 可 能 性 的 前 担 下, (1.1) 式 应 为 大 家 所 公认 . 这 

样 ,关键 就 在 于 保证 这 等 可 能 性 成 立 无 误 . 在 开奖 时 要 设计 适当 的 

方法 并 设置 公证 人 ,这 些 措施 都 是 为 了 保证 所 用 方法 导致 等 可 能 
的 结果 . 

设 有 一 个 坛子 ,其 中 包含 N 个 大 小 和 质地 完全 一 样 的 球 , M 

个 为 日 球 , N - M 个 为 黑 球 .将 这 N 个 球 彻底 扰乱 , 蒙 上 眼睛 ,从 

中 抽出 一 个 . 则 人 们 都 能 接受 :" 抽 到 和 白 球 " 这 个 事件 的 概率 ,应 取 

为 MLN .这 个 坛子 模型 看 起 来 简单 却 很 有 用 : 它 是 在 一 切 概 率 

的 讨论 中 ,唯一 的 一 个 易于 用 形象 的 方法 加 以 体现 的 情况 .日 常 习 
用 的 按 抽签 来 保证 机 会 均等 的 做 法 ,就 是 基于 这 一 模型 .有 了 这 
一 模型 ,我 们 可 以 把 一 些 难于 理解 的 概率 形象 化 起 来 而 获得 感性 . 
如 在 “下 雨 那个 例 中 ,说 乙 估 计 事 件 4A 的 概率 为 0.20, 这 上 听 起 来 
不 其 了 然 和 不 好 理解 .但 如 乙 说 “我 认为 4 发 生 的 机 会 ,正如 在 4 

哇 球 革 日 球 中 ,抽出 白 球 的 机 会 ", 则 人 们 就 感到 顿时 领悟 了 他 的 
意思 . 

古典 概率 的 计算 主要 基于 排列 组 合 ,将 在 下 一 节 举 一 些 例子 
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来 说 明 . 这 个 名 称 的 来 由 是 远 自 16 世纪 以 来 ,就 有 一 些 学 者 研究 

了 使 用 从 子 等 赌 具 进 行 赌博 所 引起 的 “机 会 大 小 ”的 问题 ,由 此 结 

晶 出 概率 论 的 一 些 最 基本 的 概念 ,如 用 (1.1) 式 定义 的 概率 (赌博 

中 各 种 结果 自 应 公认 为 等 可 能 的 ) 及 数学 期 望 ( 见 下 章 ) 等 .其 中 一 

个 著名 的 问题 是 “分 赌 本 问题 ”在 下 面 已 简化 了 的 例 中 ,我们 来 看 

看 ,使 用 古典 概率 的 概念 ,如 何 使 这 个 问题 达到 一 个 公正 的 解决 . 

例 1.1 甲 . 乙 两 人 赌 技 相同 ,各 出 赌注 S00 元 .约定 : 谁 先 胜 

三 局 , 则 谁 拿 走 全 部 1000 元 . 现 已 赌 了 三 局 , 甲 二 胜 一 负 而 因 故 要 

中 止 赌 博 , 问 这 1000 元 要 如 何 分 , 才 算 公平 ? 

平均 分 对 甲 欠 公平 ,全 归 甲 则 对 乙 欠 公平 .合理 的 分 法 是 按 一 

定 比例 而 甲 拿 大 头 .一 种 看 来 可 以 接受 的 方法 是 按 已 胜局 数 分 , 即 

甲 拿 2/3 , 乙 拿 173. 仔 细 分 析 ,发 现 这 不 合理 ,道理 如 下 :设想 继续 

赌 两 局 , 则 结果 无 非 以 下 四 种 情况 之 一 ; 

甲 甲 ,甲乙 , 乙 甲 , 乙 乙 ， (1.2) 

其 中 “甲乙 ”表示 第 一 局 甲 胜 第 二 局 乙 胜 , 余 类 推 .把 已 赌 过 的 三 局 

与 (1.2) 中 这 四 个 结果 结合 ( 即 甲乙 赌 完 五 局 ) ,我 们 看 出 :对 前 三 

个 结果 都 是 甲 先 胜 三 局 ,因而 得 什 元 ,只 在 最 在 一 个 结果 才 由 乙 得 

什 元 .在 赌 技 相 同 的 条 件 下 ,(1.2) 中 的 四 个 结果 应 有 等 可 能 性 . 因 

此 , 甲 . 乙 最 终 获 胜 可 能 性 大 小 之 比 为 3:1. 全 部 赌 本 应 按 这 上 比例 
分 , 即 甲 分 750 元 , 乙 分 250 元 , 才 算 公正 合理 . 

这 个 例子 颇 给 人 启发 , 即 表面 上 看 来 简单 自然 的 东西 ,经 过 深 
和信 一 层 的 分 析 而 揭示 了 其 不 合理 之 处 .这 个 例子 还 和 重要 的 “数学 
期 望 的 概念 相关 , 见 第 二 章 . 

古典 概率 的 局 限 性 很 显然 : 它 只 能 用 于 全 部 试验 结果 为 有 限 

个 , 且 等 可 能 性 成 立 的 情况 .但 在 某 些 情况 下 ,这 概念 可 稍稍 引申 
到 试验 结果 有 无 限 多 的 情况 ,这 就 是 所 谓 “ 几 何 概率 ” 举 一 个 例 

子 . 

例 1.2 甲乙 二 人 约定 1 点 到 2 点 之 间 在 某 处 碰头 ,约定 先 
到 者 等 候 10 分 钟 即 离 去 .设想 甲乙 二 人 各 自 随意 地 在 1 一 2 点 之 
间 选 一 个 时 刻 到 达 该 处 , 问 “ 甲 乙 二 人 能 碰 上 ”这 事件 五 的 概率 是 
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多 少 ? 

以 1 点 钟 作 原 点 ,一 分 为 单位 ， 

把 甲 、. 乙 到 达 时 间 zy，,y 构成 的 点 (z， 

y) 标 在 直角 坐标 系 上 . 则 图 1.1 中 的 ic 六 8B 

正方 形 O4ABC 内 每 个 点 都 是 一 个 可 有 G 

能 的 试验 结果 ,而 这 个 正方 形 就 是 全 YY 

部 可 能 的 结果 之 集 .“ 甲 、. 乙 二 人 各 自 10 AAA 
随意 地 在 1 一 2 点 之 间 选 一 个 时 刻 到 “ o 

达 该 处 ”一 语 ,可 以 理解 为 这 正方 形 

内 任 一 点 都 是 等 可 能 . 按 约定 ,只 有 图 1.1 

在 点 (z,y) 落 在 图 中 的 多 边 形 . 

OFGBFT 内 时 ,事件 刁 才 发 生 . 因 正方 形 内 包含 无 限 个 点 ,古典 概 

率 定 义 (1.1) 无 法 使 用 .于 是 ,我们 把 “等 可 能 性 "这 概念 按 本 问题 

特点 引申 一 下 :正方形 内 同样 的 面积 有 同样 的 概率 .全 正方 形 的 面 

积 为 60: =3600 , 而 易 算 出 上 述 多 边 形 的 面积 为 1100. 按 上 述 引 申 

了 原则 ,算出 事件 五 的 概率 为 P(E)=1100/3600= 11736. 

这 样 算出 的 概率 称 为 “几何 概率 ”, 因 它 是 基于 几何 图 形 的 长 

度 面积 .体积 等 而 算出 的 .就 本 例 而 言 ,重要 之 点 在 于 把 等 可 能 性 

解释 或 引申 为 “等 面积 ,等 概率 ". 其 他 一 些 可 用 几何 概率 处 理 的 问 

题 ,都 需要 作 类 似 的 引申 .在 某 些 较 复 杂 的 问题 中 , 几 种 引申 看 来 

都 可 接受 ,由 此 可 算出 不 同 的 结果 . 这 并 无 矛盾 可 言 , 因 为 每 一 种 

不 同 的 引申 ,意味 着 对 ”等 可 能 性 ”的 含义 作 不 同 的 解释 .问题 在 于 

哪 一 种 解释 最 符合 你 的 问题 的 实际 含义 . 

1.1.4 概率 的 统计 定义 

从 实用 的 角度 看 ,概率 的 统计 定义 无 非 是 一 种 通过 实验 去 佑 

计 事 件 概率 的 方法 . 拿 " 掷 骨 子 这 个 例子 来 说 ,在 仍 子 并 非 质 地 均 

匀 的 正方 体 , 则 投掷 时 各 面 出 现 的 概率 不 必 相 同 . 这 时 ， 出 现 么 

点 "这 个 事件 FE; 的 概率 有 多 大 ,已 无 法 仅 通 过 一 种 理论 的 考虑 来 
确定 .但 我 们 可 以 做 实验 :反复 地 将 这 锅 子 投掷 大 量 的 次 数 ,例如 

.7 . 

  

 



1 次 . 若 在 这 ?2 次 投掷 中 么 共 出 现 m; 次 , 则 称 mi 是 已; 这 个 

事件 在 这 7) 次 试验 (每 次 投掷 算 作 一 个 试验 ) 中 的 "频率 ”. 概 率 的 

统计 定义 的 划 旨 是 说 ,就 拿 这 个 频率 mi 作为 事件 玉 ; 的 概率 

PC(EID) 的 估计 . 这 个 概念 的 直观 背景 很 简单 :一 事件 出 现 的 可 能 性 

大 小 ,应 由 在 多 次 重复 试验 中 其 出 现 的 频繁 程度 去 刻画 . 

一 般 的 情况 与 此 毫 无 区 别 ,只 须 在 上 文 的 叙述 中 ,把 " 掷 骨 子 ” 

改换 成 某 个 一 般 的 试验 ,而 把 “出 现 么 点 "这 事件 刁 1; 改换 成 某 个 

指定 的 事件 即 可 .要 点 在 于 :该 试验 必须 能 在 同样 条 件 下 大 量 次 数 

重复 施行 ,以 便 我 们 有 可 能 观察 该 事件 的 频率 . 

读者 人 恕 怕 已 注意 到 上 述 定 义 中 的 不 足 之 处 , 即 频率 只 是 概率 

的 估计 而 非 概率 本 身 . 形 式 上 可 以 用 下 面 的 说 法 来 解脱 这 个 困难 . 

把 事件 到 的 概率 定义 为 具有 如 下 性 质 的 一 个 数 户 : 当 把 实验 重复 
时 ,五 的 频率 在 户 的 附近 摆动 , 且 当 重复 次 数 增 大 时 ,这 摆动 愈 来 
愈 小 .或 者 于 脆 说 :概率 就 是 当 试验 次 数 无 限 增 大 时 频率 的 极限 . 

要 这 样 做 ,就 必须 回答 下 述 问题 :你 怎样 去 证 明 具 有 上 述 性 质 的 数 
六 存在 ,抑或 户 的 存在 只 是 一 个 假定 ? 

依 本 书 作 者 的 观点 ， 概 率 的 统计 定义 ”的 重要 性 ,不 在 于 它 提 
供 了 一 种 定义 概率 的 方法 一 一 它 实际 上 没有 提供 这 种 方法 ,因为 
你 永远 不 可 能 依据 这 个 定义 确切 地 定 出 任何 一 个 事件 的 概率 . 其 
重要 性 在 于 两 点 :一 是 提供 了 一 种 估计 概率 的 方法 ,这 在 上 文 已 谈 
到 了 ,这 种 应 用 很 多 .例如 在 人 口 的 抽样 调查 中 ,根据 抽样 的 一 小 
部 分 人 去 估计 全 部 人 口 的 文盲 比例 ;在 工业 生产 中 ,依据 抽取 的 一 
些 产 品 的 检验 结果 去 估计 产品 的 废品 率 ; 在 医学 上 依据 积累 的 资 
料 去 估计 某 种 疾病 的 死亡 率 等 .二 是 它 提 供 了 一 种 检验 理论 正确 
与 否 的 准则 .设想 根据 一 定 的 理论 .假定 等 等 算出 了 某 事件 A 的 
概率 为 户 , 这 理论 或 假定 是 否 与 实际 相符 ? 我 们 并 无 把 握 . 于 是 我 
们 可 诉 诸 实验 , 即 进行 大 量 重复 的 试验 以 观察 事件 A 的 频率 加 / 
2. 右 m]za 与 户 接 近 , 则 认为 实验 结果 支持 了 有 关 理 论 , 若 相 去 较 
远 , 则 认为 理论 可 能 有 误 . 这 类 问题 属于 数理 统计 学 的 一 个 重要 分 
文 一 一 假设 检验 ,将 在 本 书 第 五 章 中 讨论 . 
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1.1.S 概率 的 公理 化 定义 

数学 上 所 说 的 “公理 ” ,就 是 一 些 不 加 证 明 而 承认 的 前 提 . 这 些 

前 提 规 定 了 所 讨论 的 对 象 的 一 些 基本 关系 和 所 满足 的 条 件 , 然 后 

以 之 为 基础 ,推演 出 所 讨论 的 对 象 的 进一步 的 内 容 .几何 学 就 是 一 

个 典型 的 例子 . 

成 功 地 将 概率 论 实现 公理 化 的 ,是 现代 前 苏联 大 数学 家 柯 尔 

葛 哥 洛 夫 , 时 间 在 1933 年 . 值得 赞赏 的 不 止 在 于 他 实现 了 概率 论 

的 公理 化 ,还 在 于 他 提出 的 公理 为 数 很 少 且 极 为 简单 ,而 在 这 么 一 
个 基础 上 建立 起 了 概率 论 的 宏伟 大 厦 . 

在 第 1.1.2 段 中 我 们 曾 指出 :事件 是 与 试验 相连 ,试验 有 许多 

可 能 的 结果 ,每 个 结果 叫做 一 个 基本 事件 . 与 此 相应 ,在 柯 氏 的 公 

理 体 系 中 引进 一 个 抽象 的 集合 2 ,其 元 素 w 称 为 基本 事件 .我 们 

又 曾 指出 :一 个 事件 是 由 若干 基本 事件 构成 .如 在 掷 仍 子 的 试验 

中 多 掷 出 素数 点 "这 个 事件 ,由 2,3,$ 这 三 个 基本 事件 构成 . 与 此 

相应 ,在 柯 氏 公理 体系 中 考虑 由 2 的 子 集 ( 包 括 2 本 身 及 空 集 

他) 构成 的 一 个 集 类 性 子 不 必 包 括 2 的 一 切 可 能 的 子 集 , 且 必 须 

满足 某 种 我 们 在 此 不 必 仔细 说 明 的 条 件 .六 中 的 每 个 成 员 就 称 为 

“事件 .事件 有 概率 ,其 大 小 随 事 件 而 异 , 换 名 话说 ,概率 是 事件 的 

困 数 .与 此 相应 ,在 柯 氏 公理 体系 中 ,引进 了 一 个 定义 在 乡 上 的 函 

数 已 .对 了 中 任 一 成 员 A,P(A) 之 值 理解 为 事件 4 的 概率 . 柯 氏 

公理 体系 对 这 个 函数 已 加 上 了 几 条 要 求 ( 即 公 理 ):@D0 迄 P(A) 迄 
1 对 多 任何 成 员 A ,这 相应 于 要 求 概率 在 0,1 之 间 .@P(O)=1， 

P( 玫 )=0. 这 相应 于 说 必然 事件 有 概率 1, 不 可 能 事件 有 概率 0. 

雹 加 法 公理 .这 一 条 将 在 1.3 节 中 解释 . 

我 们 举 一 个 简单 例子 来 说 明 柯 氏 公理 的 实现 ,就 是 那个 “ 掷 骨 

子 "的 例子 .在 本 例 中 ,集合 2= 11,2,3,4,5,61 ,由 6 个 元 素 构 成 ， 

反映 掷 货 子 试验 的 6 个 基本 结果 .作为 允 在 本 例 中 包含 2 的 一 切 

可 能 的 子 集 , 故 歹 一 共有 64 个 成 员 . 至 于 概率 函数 已 的 定义 , 则 

要 考虑 骨 子 的 具体 情况 , 若 般 子 是 均匀 的 正 立 方 体 , 则 已 定义 为 
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P(A)= A 中 所 含 点 数 上 6 

者 仍 子 非 均匀 , 则 每 面 的 出 现 概率 2 …, z6 可 不 同 .这 时 , 先 定 

出 上 面 这 6 个 数 ,然后 对 每 个 A ,把 其 中 所 含 点 相应 的 训 值 加 起 

来 作为 P(A) .例如 , 若 A=12,3, 引 , 则 P(A)= zs+b3+Dz 力 5. 
由 这 个 例子 我 们 也 看 出 : 柯 氏 公理 只 是 介 定 了 概率 这 个 概念 

所 必须 满足 的 一 些 一 般 性 质 , 它 没有 也 不 可 能 解决 在 特定 场合 下 

如 何 定 出 概率 的 问题 . 拿 后 一 例子 而 言 , 如 何以 足够 的 精确 度 定 出 

pzp6, 那 是 要 作 大 量 艰苦 的 工作 的 . 柯 氏 公理 的 意义 在 于 它 

为 一 种 普遍 而 严格 的 数学 化 概率 理论 葛 定 了 基础 .例如 ,刚才 讨论 

过 的 这 个 例子 可 用 于 任何 一 个 只 有 6 个 基本 结果 的 试验 ,而 无 须 

过 问 这 试验 是 掷 仍 子 或 其 他 .这 就 是 数学 的 抽象 化 . 正如 我 们 可 说 

1+2=3, 而 不 必要 去 讨论 一 只 牛 加 二 只 牛 等 于 三 只 牛 之 类 的 东 

西 . 

1.2 古典 概率 计算 
1.2.1 排列 组 合 的 几 个 简单 公式 

按 公 式 41.1), 喜 典 概 率 计算 归 结 为 计算 两 个 数 M 和 六 .这 种 

计算 大 多 涉及 排列 组 合 .二 者 的 区 别 在 于 ,排列 要 计较 次 序 而 组 合 

不 计较 :ca 和 a 是 不 同 的 排列 ,但 是 是 相同 的 组 合 . 

1.2 个 相 异 物件 取 > 个 (1 委 r 委 2 ) 的 不 同 排列 总 数 ,为 

Pz = 一 1l)(2z -2)…2 一 > 二 1) (2.1) 

因为 ,从 ”个 中 取出 排列 中 的 第 1 个 ,有 ”种 取 法 .在 剩 下 的 

2 -工人 个 中 取出 一 个 ,作为 排列 中 的 第 2 个 ,有 -1 种 取 法 …… . 

最 后 ,在 剩 下 的 2--+1l 个 中 取出 一 个 作为 排列 中 的 第 > 个 ,有 

2 -+l 种 取 法 .因此 不 同 的 取 法 数目 为 wm,2 一 1,…,2 -+1l 

这 > 个 数 之 积 , 从 而 得 出 公式 (2.1). 

例如 ,从 a,p,c,d 这 4 个 文字 中 取 两 个 作 排 列 , 有 4x3=12 
种 : 

cb,paacycayaa ,da ,pc cp ,pa doca drc， 

-10 .



  

特别 , 知 交 =, 由 (2.1) 得 

Pr = rr 一 1)…1 = 7 (2.2) 

r! 读 为 “> 阶乘 ,是 前 ~ 个 自然 数 之 积 . 人 们 第 约定 把 0!1 作为 

1. 当 > 不 是 非 负 整数 时 ,记号 r! 没有 意义 . 

2.7 个 相 异 物件 取 > 个 (1 委 r 委 2”) 的 不 同 组 合 总 数 ,为 

C2 = Perl = mLrl0a 一 六 )1) (2.3) 

因为 ,每 一 个 包含 > 物件 的 组 合 ,可 以 产生 >! 个 不 同 的 排列 . 故 

排列 数 应 为 组 合 数 的 ~! 倍 , 由 此 得 出 公式 (2.3). C7? 常 称 为 组 合 

系数 . 

例如 ,从 c,b,c,d 这 4 个 文字 中 取 2 个 作 组 合 . 有 41 / 

(21 21)=6 种 , 即 cb,acyaa ,pc ,pa ,ca . 

在 有 些 书籍 中 把 记号 C2 写 为 C. C? 的 一 个 更 通用 的 记号 是 

(7 我 们 今后 将 用 |{ ” ] 取 代 C?. 当 -= 0 时 , 按 01 = 1 之 约定 ,由 

(2.3) 算出 | ， ] = 1, 这 可 看 作 一 个 约定 .对 组 合 系数 另 一 党 用 的 
约定 是 : 按 公式 

(= -Dr+DAl 
矿 

只 要 r 为 非 负 整 数 ,?” 不 论 为 任何 实数 ,都 有 意义 . 故 ”可 不 必 限 

制 为 自然 数 .例如 , 按 上 式 , 有 
人- (1(-2)…( ~yr)mrl= (~-1y， 广 

3. 与 二 项 式 展 开 的 关系 

组 合 系数 | ”] 又 党 称 为 二 项 式 系数 ,因为 它 出 现在 下 面 娄 知 
的 二 项 式 展开 的 公式 中 ; 

了 (ab 二 > je (2.4) 
2Z 

这 个 公式 的 证 明 很 简单 :因为 ,at+6)7=(a+p) (aa+B)…(a+ 
ee 11 本



  

站 ). 为 了 产生 ab2" :这 一 项 ,在 这 宛 个 (e+p) 中 ,要 从 其 中 的 :个 

取出 c , 另 assavepmaasmaaa 人 

这 也 就 是 ct" -这 一 项 的 系数 
利用 关系 (2. -可 得 出 许多 有 用 的 组 全 公式 全 姐 .在 (2 人 

令 a=6=1, 得 

3 
令 a=--1,5=1, 则 得 

人 -人 的 -ce 人 
另 一 个 有 用 的 公式 是 

人 .5 
过 )m(1+Z) 即 

F 7 =0 

它 是 由 人 恒等式 (1+Zz)” ”=(1+ 

S 小- j=0 

比较 两 边 的 项 的 系数 得 到 的 

4.72 个 相 异 物件 分 成 上 堆 , 各 堆 物 件数 分 别 为 ri ，, 关 的 分 

法 是 

了 一 

11A 人 Cr rel y) (2.6) 

此 处 六 1] 。” ”97 大 都 是 非 负 整数 ,其 和 为 2 ,又 这 里 要 计较 堆 的 次 序 . 

就 是 说 ,和 若 有 5 个 物体 a ,bo,c,d,e 分 成 3 堆 , 则 (ac),(&),(ec) 

和 (pe),(ac),(&) 是 算 作 两 种 不 同 分 法 . 

1 

证 明 很 简单 : 先 从 w 个 中 取出 个 作为 第 1 堆 , 取 法 有 | ， 
| 

种 .在 余下 的 ， -ri 个 中 取出 /个 作为 第 2 堆 , 取 法 有 | ”| 
7 六 2 

种 ,以 此 类 推 , 得 到 全 部 不 同 的 分 法 为 
。 ]12 。
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六 12 7 ] 估 

利用 公式 (2.3) 并 注意 了 一 1 一 -1 一 和 , 即 得 (2.6) 

(2.6) 常 称 为 多 项 式 系数 ,因为 它 是 (zl+…+ 妈 关 的 展开 式 

中 ,z…z& 这 一 项 的 系数 . 

1.2.2 古典 概率 计算 举例 

例 2.1 一 批 产 品 共 N 个 ,其 中 废品 有 M 个 . 现 从 中 随机 
(或 说 随意 ) 取 出 个 , 问 “其 中 恰好 mm 个 废品 "这 个 事件 已 的 林 
率 是 多 少 ? 

按 1.2.1 所 述 , 从 N 个 产品 中 取出 7 个, 不同 的 取 法 有 

| 种 .所 谓 “ 随 机 * 或 “随意 " 取 , 是 指 这 人 种 取 法 有 等 可 能 
1 天 

性 .这 是 古典 概率 定义 可 以 使 用 的 前 提 . 所 以 ,从 实际 的 角度 言 , 问 

题 在 于 怎样 保证 抽取 的 方法 能 满足 等 可 能 性 这 个 要 求 .以 下 各 例 
中 “随机 ”一 词 也 都 是 作 这 种 理解 . 

使 事件 五 发 生 的 取 法 ,或 者 说 “有利 "于 事件 厂 的 取 法 ,计算 

如 下 :从 M 不 废品 中 取 广 个 , 取 法 有 [种 .从 其 余 N -MA 个 合 

后 品 中 取 ” - mm 个 ,到 法 有 | ，”， | 种 . 故 有 利于 事件 忆 的 取 

法 ,共有 | ， |， ， | 种 . 按 公 趟 (1.1), 得 事件 巨 的 概率 为 

人 人。 er 
这 里 要 求 胺 AM, -mm 和 近 六 - M, 否 则 概率 为 0( 因 巨 为 不 可 能 
事件 ). 

例 2.2 7 双 相 异 的 娃 共 272 只 ,随机 地 分 成 如 堆 ,每 堆 2 只. 

问 “各 堆 都 自 成 一 双 鞋 "这 个 事件 下 的 概率 是 多 少 ? 

把 22 只 鞋 分 成 ， 堆 每 堆 2 只 的 分 法 , 按 公 式 (2.6), 有 N = 
。 13 ，



  

(22)! 2" 种 .有 利于 事件 巨 的 分 法 可 计算 如 下 :把 每 双 童 各 自 
绑 在 一 起 看 成 一 个 物体 ,然后 把 这 相 异 的 ” 个 物体 分 成 堆 ,每 

堆 1 件 . 按 公 式 (2.6) ,分 法 有 M=72! 种 .于 是 
P(E)= MLN = ?4127[(272)1 = 1A(27 -1)0 

af 这 个 记号 对 奇 自 然 数 定义 :a!f1 =1:3.3$…a , 即 所 有 不 超过 

a 的 奇数 之 积 . 

另 一 种 算法 如 王 : 把 这 22 只 鞋 自 左 至 右 排 成 一 列 ( 排 法 有 

(27)1! 种 ), 然 后 ,把 处 在 1,2 位 置 的 作为 一 堆 ,3,4 位 置 的 作为 一 

堆 ,等 等 . 为 计算 使 事件 五 发 生 的 排列 法 ,注意 第 1 位 置 可 以 是 这 

272 只 鞋 中 的 任 一 只 ,其 取 法 有 272 种 .第 1 位置 取 定 后 ,第 2 位 置 

只 有 一 种 取 法 , 即 必 须 取 与 第 1 位 置 的 鞋 配 成 一 双 的 那 一 只 . 依 此 

类 推 , 知 奇 数位 置 依 次 有 22 ,272 -2,272 -4,…,2 种 取 法 ,而 偶数 

位 置 则 都 只 有 1 种 取 法 .所 以 ,有 利于 事件 刁 的 排列 总 数 为 27 

(27 一 2)…2 一 227 1 ,而 

忆 ( 五 ) = 2 1X(27 1 

与 前 面 用 另外 的 方法 算出 的 相同 . 

例 2.3 个 男孩 ,ma 个 女孩 (产妇 2 + 1) 随 机 地 排 成 一 列 . 
问 ”任意 两 个 女孩 都 不 相 邻 "这 个 事件 五 的 概率 是 什么 ? 

把 交 + 产 个 孩子 随意 排列 ,总 
共有 NM=(z+z)1 种 不 同 的 排 

玫 | 3 法 .有 利于 事件 下 发 生 的 排 法 可 计 
算 如 下 : 先 把 ”个 男孩 子 随意 排 成 

一 列 ,总 共有 2! 种 方法 . 排 定 以 后 ,每 两 个 相 邻 男孩 之 间 有 一 位 

置 , 共 有 ?2 -1 个 ;加 上 头 尾 两 个 位 置 , 共 ?+1 个 位 置 (图 1.2 画 

出 了 2=3 的 情况 ，x ?表示 男孩 ,4 个 “oo?” 表 示 刚 才 所 指出 的 7+ 

1I=4 个 位 置 ). 为 了 使 两 个 女孩 都 不 相 邻 ,必须 从 这 7 +1 个 位 置 

中 取出 六 个 放 女孩 , 取 法 有 ( 上 种 . 取 定位 置 后 ,mm 个 女孩 
子 尚 可 在 这 六 个 取 定 位 置 上 随意 排列 ,方法 有 六 1 种 .由 此 推出 ， 

9 一 X 一 0 一 X 一 一 0 一 一 X 一 0 

香 T4 生



  

7 十 芋 
有 利于 事件 下 发 生 的 排列 数 为 M = zi jn 1 ,因此 

es 
如 果 这 2 + 关 个 孩子 不 是 排 成 一 直线 而 是 排 在 一 图 图 上 , 则 

同一 事件 捷 的 概率 是 多 少 ?” 初 一 看 以 为 无 所 区 别 , 其 实 不 然 .看 

图 1.2, 若 以 "X “和 ”"c 分 别 表 男 .女孩 , 则 在 一 直线 上 首尾 两 女孩 

并 不 相 邻 .但 若 把 这 直线 弯 成 一 个 圆圈 , 则 首尾 两 女孩 成 为 相 邻 

了 ,因此 算法 略 有 不 同 .我 们 留 给 读者 去 证 明 : 答 案 为 

(7 J/ 十 772 本 

办 / 7227 

例 2.4 一 个 人 在 口袋 里 放 2 盒 火柴 ,每 盒 支 .每 次 抽烟 时 
从 口袋 中 随机 拿 出 一 盒 ( 即 每 次 每 盒 有 同等 机 会 被 拿 出 ) 并 用 掉 一 

支 . 到 某 次 他 迟早 会 发 现 :取出 的 那 一 盒 已 空 了 . 问 :“ 这 时 另 一 盒 
中 恰好 有 和 支 火柴 ”的 概率 是 多 少 ? 

解法 1 我 们 来 考察 最 初 22 +1- 7 次 抽 用 的 情况 ,每 次 抽 
用 时 有 2 种 方法 (抽出 甲 盒 或 乙 盒 ). 故 总 的 不 同 抽 法 ,有 22?+1-” 
种 . 有 利于 所 述 事 件 的 抽 法 可 计算 如 下 : 先 看 “最 后 一 次 ( 即 第 27 
+1 一 六 次 ) 是 抽出 甲 盒 * 的 情况 .为 使 所 述 事件 发 生 ,在 前 2 - 
广 次 中 ,必须 有 ， 次 抽 用 甲 盒 ,实现 这 一 点 不 同 的 抽 法 为 

[ ”“ 上 类 伺 地 “最 后 一 次 是 抽出 乙 念 "的 抽 法 也 有 这 么 多 ， 
好 1 

777 

77 十 ] 7 十 1 

  

故 有 利于 所 述 事件 的 全 部 抽 法 为 :| “””” } , 而 事件 的 概率 为 
刀 

2 人 国 ”jar 一 妆 本 j/2 (2.8) 

刘 ?2 | 

解法 2 ” 因 每 盒 中 只 有 7 支 , 最 晚 到 第 2z + 1 次 抽取 时 ,或 

在 此 之 前 , 必 发 现 抽出 的 盒子 已 空 .故我 们 不 管 结果 如 何 , 总 把 试 

验 做 到 抽 完 第 22 + 1 次 为 止 ,不 同 的 抽 法 有 2 所 ”种 . 

现在 计算 有 利于 所 述 事件 的 抽 法 . 仍 如 前 , 先 考虑 * 先 发 现 甲 
由 14 。



盒 为 空 "的 抽 法 有 多 少 .这 必然 是 对 某 个 rr 三 0,1;, ,7 一 7 ， 以 

下 情况 同时 出 现 : 

1” 第 ?2+r 次 抽取 时 抽出 甲 盒 ,而 这 时 申 盒 已 是 第 z 次 被 

抽出 ; 

2” 前 2z+r-li 次 抽取 时 , 乙 盒 被 抽出 - 次 (这 不 同 的 抽 法 
7 机 有 和) 

3"” 紧 接 着 的 -和 -> 次 全 是 抽出 乙 盒 ; 

4” 第 22 -zi+1 次 抽取 时 抽出 甲 盒 (这 时 发 现 它 已 空 , 且 乙 

盒 恰 有 2a 文 ); 

$ 最 后 2 次 抽取 结果 可 以 任意 (这 不 同 的 抽 法 有 27” 种 ). 

一 1 广 综合 上 述 , 对 固定 的 >, 抽 法 有 7 j2” 种 因此， 有 
利于 事件 发 生 , 且 先 发 现 甲 盒 为 空 "的 抽 法 ,有 

站 2 or 

Fr 一 0 六 

种 .类 似 地 ， 有 利于 事件 发 生 , 且 先 发 现 乙 盒 为 空 " 的 抽 法 ,也 有 a 

种 , 故 总 数 为 2a ,概率 为 

2a AD2nt+l 一 2 人 一 工 十 /2 (2.9) 

六 / r=0 

两 种 方法 算出 的 结果 ,只 能 有 一 个 . 故 比 较 (2.8) 和 (2.9) ,我 

们 得 到 一 个 组 合 恒等式 

2 7) 三 一 ”| 

7r=0 扩 32 

当然 ,你 也 可 以 怀疑 ,这 两 个 解法 中 有 一 个 不 对 ,因而 上 式 也 可 能 

错 了 .但 此 式 可 另行 证 明 . 为 方便 计 , 将 式 中 的 z 改 为 一 关 , 而 

将 该 式 写 为 

> ”站 ): (= 人” 

r 一 0 了 737 7 

而 因 式 易 用 数学 归纳 法 证 明 : 当 和 =0,1 时 ,直接 计算 可 知 其 成 
人 16 较 

各



  

立 , 然 后 用 易 证 之 等 式 

十 773 
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”去 完成 归纳 证 明 . 

这 个 例子 给 人 的 启发 是 :适当 的 考虑 得 出 的 简洁 解法 .第 二 种 

解法 ,把 试验 做 到 必然 能 见 分 晓 的 地 步 , 较 为 自然 易 懂 ,但 结果 则 

繁复 :要 不 是 有 (2.8) 对 照 ,我 们 可 能 停留 在 (2.9) ,而 得 出 不 理想 

的 形式 .前 一 解法 抓 住 了 这 一 点 :要 使 所 设 事件 发 生 ,抽取 必 然 是 

272 十 1- 7 次 .这 一 简单 的 观察 导致 了 远 为 简洁 的 解 (2.8). 

例 2.$5 有 21 本 不 同 的 书 ,随机 地 分 给 17 个 人 . 问 “ 有 6 人 

得 0 本 ,$ 人 得 1 本 ,2 人 得 2 本 ,4 人 得 3 本 "这 个 事件 乓 的 概率 

是 多 少 ? 

因为 每 本 书 都 有 17 种 可 能 的 分 法 , 故 总 的 不 同 分 法 ,有 1741 

种 . 为 计算 有 利于 事件 巨 的 分 法 ,得 分 两 步 分 析 :个 按 得 书本 数 不 

同 把 17 人 分 成 4 堆 , 各 堆 分 别 含 6(0 本).5(1 本 )、. 2(2 本 )、.4(3 

本 ) 人 .这 不 同 的 分 法 按 公 式 (2.6), 有 171 /(6!1 $!1 21 41) 种 .@ 

把 21 本 书 按 17 人 得 书 数 情况 分 为 17 堆 ,各 堆 数 目 依次 为 

0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1;,2,2,3,3,3,3 

不 同 分 法 有 

211[(016115212314) = 2114(242314) 

二 者 相 乘 ,得 出 有 利于 事件 五 的 分 法 总 数 , 进 而 得 出 五 的 概率 为 

171 211《M(17221331441 3S1 61) 

以 上 举 的 例子 都 有 一 定 的 代表 性 .古典 概率 计算 实质 上 就 是 

排列 组 合计 算 . 但 在 分 析 问 题 时 ,怎样 去 选 定 一 个 适当 的 实现 随机 

化 的 机 制 (如 例 2.4, 例 2.5) ,怎样 去 正确 计算 公式 (1.1) 中 的 M， 

N ,以 保证 既 不 重 算 也 不 漏 算 , 则 需要 细心 .尤其 是 :你 所 设想 的 机 

制 是 否 真 的 实现 了 等 可 能 性 ? 有 时 表面 上 看 想当然 对 ,其 实 是 似 

是 而 非 的 .如 例 2.3 中 ,圆圈 的 情况 和 直线 有 所 不 同一 一 在 直线 上 

正确 地 体现 了 等 可 能 的 做 法 ,在 圆圈 上 却 没有 .再 看 下 例 . 

例 2.6、 7 本 书 随机 给 分 甲 . 乙 二 人 , 问 * 甲 . 乙 各 至 少 得 到 1 

. 17 .



  

本 ”这 事件 巨 的 概率 是 多 少 ? 

7 本 书 随 机 地 分 给 2 人 , 甲 得 的 本 数 无 非 是 0,1,……,?2 ,一 其 

有 72+1 种 可 能 性 ,其 中 0 和 7? 两 种 是 “全 归 一 人 ”, 剩 下 7? -1 种 

有 利于 瓦 , 故 P(E)=(2 一 11) 人 ar+T)， 

这 个 解法 是 否 对 ? 不 对 .问题 在 于 :0,1,…，,? 这 ?+1 种 结果 

不 具有 等 可 能 性 . 赁 常识 可 以 推 想 : 若 ” 较 大 , 则 甲 得 zj]2 本 左右 

的 机 会 ,应 比 他 全 得 或 全 不 得 的 机 会 大 一 些 .正确 的 解法 如 下 :7 

本 书 分 给 2 人 ,不同 的 分 法 有 2” 种 .其 中 仅 有 两 种 是 使 事件 瓦 不 

发 生 的 , 故 已 ( 瓦 ) 应 为 (2 一 2)[22=1 -172271. 

1.3 事件 的 运算 、 条 件 概 率 与 独立 性 

在 实用 上 和 理论 上 ,下 述 情 况 常 见 : 问 题 中 有 许多 比较 简单 的 
事件 ,其 概率 易于 算出 或 是 有 了 理论 上 的 假定 值 ,或 是 根据 以 往 的 
经 验 已 对 其 值 作 了 充分 精确 的 估计 . 而 我 们 感 兴趣 的 是 一 个 复杂 
的 事件 瓦 , 它 通过 种 种 关系 与 上 述 简 单 事件 联系 起 来 . 这 时 我 们 
想 设法 利用 这 种 联系 ,以 便利 用 这 些 简 单 事 件 的 概率 去 算出 瓦 的 
概率 .正如 在 微 积 分 中 , 直接 利用 定义 可 算出 若干 简单 函数 的 导 
数 ,但 利用 导数 所 满足 的 法 则 ,可 据 此 算出 很 复杂 的 函数 的 导数 

例如 ,向 一 架 飞 机 射击 ,事件 巨 是 “击落 这 架 飞 机 ”. 设 这 哥 飞 
机 有 一 名 驾驶 员 ,两 个 发 动机 G; 和 G,. 又 假定 当 击 中 驾驶 员 ,或 
同时 击 中 两 个 发 动机 时 ,飞机 才 被 击落 ,记事 件 

FE = 击 中 驾驶 员 ,天 = 击 中 Gi = 1，,2 
则 匹 与 无 o, 尼 ,天 有 关 , 确 切 地 说 ,下 即 由 开 0,Ei,E, 决定 .其 关 
系 可 通过 文字 表达 如 下 : 

歼 = |Eo 发 生 或 者 开 ; ,都 发 生 | 
这 种 表述 很 累 赣 ,我 们 希望 通过 一 些 符号 来 表达 ,这 就 是 本 节 要 讨 
论 的 事件 的 关系 和 运算 . 对 事件 进行 运算 ,如 同 对 数字 作 运 算 一 
样 : 对 数字 进行 运算 得 出 新 的 数 , 而 对 事件 作 运 算 则 得 出 新 的 事 

件 . 
。 18 。



1.3.1 事件 的 蕴含 .包含 及 相等 

在 同一 试验 下 的 两 事件 4 和 吕 ,如果 当 A 发 生 时 吾 必 发 生 ， 

则 称 A 蕴含 已 ,或 者 说 吾 包含 A , 记 为 ACEB. 若 A,B 互相 列 含 ， 

即 ACB 且 BCA, 则 称 A,B 两 事件 相等 , 记 为 4A= 也 . 

例如 , 搓 两 粒 仍 子 . 记 

A =:}| 掷 出 的 点 数 之 和 大 于 10|! 

甩 =| 至少 有 一 粒 骨 子 掷 出 6| 

若 事 件 4 发生, 易 见 中 非 发 生 不 可 , 故 4 草 含 巨 . 一 个 形象 的 看 
法 如 图 1.3. 向 一 个 方形 靶 面 射击 ,以 

A4, 忆 分 别 记 ”命中 图 中 所 标 出 的 闭 曲 线 

内 部 的 事件 , 则 命中 A 自 意 味 着 命中 

总 .这 个 图 形 也 说 明了 ” 吾 包含 人 ”这 个 

说 法 的 来 由 . 因 从 图 中 明白 看 出 , 忆 这 

一 块 包 含 了 A 这 一 块 . 

拿 事件 是 试验 的 一 些 结果 ”( 见 
1.1.2 段 ) 这 个 观点 去 看 ,如 果 A 列 含 

中 , 那 只 能 是 :4 中 的 试验 结果 必 在 也 四 ] 3 

中 , 即 吾 这 个 集合 (作为 试验 结果 的 集 

合 ) 要 大 一 些 ， 包 含 " 一 词 即 由 此 而 来 .实际 含义 是 : 若 AC 电 (也 

与 为 B 二 A), 则 A 和 已 相 比 ,更 难 发 生 一 些 , 因 而 其 概率 就 必然 

小 于 或 至 多 等 于 如 的 概率 “两 事件 4 , 忆 相等 无非 是 说 ,A, 忆 

由 完全 同一 的 一 些 试验 结果 构成 , 它 不 过 是 同一 件 事 表面 上 看 来 
不 同 的 两 个 说 法 而 已 . 

例如 , 掷 两 个 仍 子 ,以 4 记事 件 “ 两 吉 子 掷 出 点 数 奇偶 不 同 ”， 
吾 记事 件 “ 掷 出 点 数 之 和 为 奇数 ”. 这 两 个 事件 ,说 法 不 同 , 其 实则 
一 .对 复杂 情况 则 不 必 如 此 一 目 了 然 . 证 明 两 事件 A,B 相等 的 一 
般 方 法 是 : 先 设 事件 A 发 生 , 由 此 推出 妃 发 生 , 再 反 过 来 ,由 假定 

瑟 发 生 推 出 4 发 生 . 这 将 在 后 面 举例 说 明 . 
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1.3.2 事件 的 互 太 和 对 立 

若 两 事件 A,B 不 能 在 同一 次 试验 中 都 发 生 ( 但 可 以 都 不 发 

生 ) , 则 称 它们 是 互 斥 的 .如 果 一 些 事件 中 任意 两 个 都 互 斥 , 则 称 这 

些 事件 是 两 两 互 斥 的 ,或 简称 互 斥 的 . 

例如 ,考虑 投掷 一 个 仍 子 这 个 试验 . 记 五 ; 为 事件 * 掷 出 的 点 数 

为 工 的 倍数 "=2,3,4, 则 五; 与 瑟 4 为 互 斥 . 因 若 下 4 发 生 , 则 有 只 

有 掷 出 4 点 ,而 它 非 3 的 倍数 , 即 下 3 必 不 发 生 . 但 是 ,E 和 天 3 并 

非 互 斥 . 因 若 掷 出 6 点 , 则 二 者 同时 发 生 . 简 言 之 , 互 斥 事件 即 不 两 

立 之 事件 .从 “事件 是 由 一 些 试验 结果 所 构成 的 "这 个 观点 看 , 互 斥 

事件 无 非 是 说 :构成 这 两 个 事件 各 自 的 试验 结果 中 不 能 有 公共 的 . 

互 斥 事件 的 一 个 重要 情况 是 “对 立 事件 ", 若 A 为 一 事件 , 则 

事件 

也 = 14 不 发 生 | 

称 为 A 的 对 立 事件 ,多 记 为 4( 读 作 Abar ,也 记 为 Ac). 

例如 ,投掷 一 个 仍 子 ,事件 A = { 掷 出 奇数 点 | = 11,3,51 的 对 

立 事件 是 吾 =!{ 掷 出 偶数 点 | = 12,4,6}. 对 立 事件 也 常 称 为 “ 补 事 

件 ”. 拿 上 例 来 说 ,事件 A 包含 了 三 个 试验 结果 :1,3 和 5, 而 对 立 

事件 吕 中 所 含 的 三 个 试验 结果 2,4 和 6, 正 好 补足 了 前 面 三 个 ,以 

得 到 全 部 试验 结果 . 

1.3.3 事件 的 和 (或 称 并 ) 

设 有 两 事件 A , 已 ,定义 一 个 新 事件 C 如 下 : 

C=1|4 发 生 , 或 发生 = 114, 有 至少 发 生 一 个 | 
所 谓 定 义 一 个 事件 ,就 是 指出 它 何 时 发 生 , 何 时 不 发 生 . 现 在 这 个 
事件 C 在 何 时 发 生 呢 ? 只 要 A 发 生 , 或 者 也 发 生 ( 或 二 者 同时 发 

生 也 可 以 ) ,就 算是 C 发 生 了 ,不 然 ( 即 4, 刀 都 不 发 生 ) 则 算 作 C 

不 发 生 ,这 样 定义 的 事件 C 称 为 事件 A 与 事件 肆 的 和 , 记 为 
CC 一 A+ 避 

例如 , 搓 一 个 朋 子 ,以 A 记事 件 1 掷 出 偶数 点 | = 12,4,61 ,已 
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记事 件 { 搓 出 3 的 倍数 | = 13,6 人 所, 则 C 

=A4A+ 中 =12,3,4,6}, 即 当 掷 出 的 点 为 

2,3,4 或 6 时 ,事件 C 发 生 , 而 掷 出 1,5$ 

时 则 不 发 生 . 我 们 注意 到 ,两 事件 的 和 ， 

即 把 构成 各 事件 的 那些 试验 结果 并 “在 

一 起 所 构成 的 事件 .如 把 图 1.4 的 正方 

形 视 为 一 个 平面 靶 ,A, 忆 两 事件 分 别 表 

示 命 中 图 中 所 指 闭 曲线 内 部 , 则 C = 

A4+ 蜂 表示 “命中 由 A, 忆 两 闭 曲 线 的 外 图 1.4 

缘 所 围 成 的 区 域 ” 这 区 域 比 4,B 都 

大 , 它 由 A, 忆 两 部 分 合并 而 成 . 当然 ,作为 集合 ,重复 的 部 分 (图 

中 斜 线 标 出 的 部 分 ) 只 须 计 人 一 次 . 

这 样 , 若 C=A4+B, 则 4,B 都 草 含 C,C 包含 A 也 包含 已 . 

经 过 相 加 ,事件 变 “ 大 ”了 (含有 更 多 的 试验 结果 ) ,因而 更 容易 发 生 
了 

  

  

      

事件 的 和 很 自然 地 推广 到 多 个 事件 的 情形 . 设 有 若干 个 事件 

41, 4 4, 它们 的 和 A ,定义 为 事件 

4 =i|41 发 生 , 或 A; 发 生 ,…, 或 4, 发 生 | 

= | 4 4A>，…An 至 少 发 生 一 个 | 

且 记 为 Ai+ 4A)+…+A, 或 》 4A( 也 常 记 为 UUA, ,本 书 不 用 这 
i= 

个 记号 ). A 是 由 把 AAA, 所 包含 的 全 部 试验 结果 并 在 一 起 所 

得 . 和 的 定义 显然 地 推广 到 无 限 个 事件 的 情形 . 

在 此 要 不 厌 其 烦 地 重复 一 点 .有 的 初学 者 对 事件 的 运算 感到 

不 易 理 解 .比如 ,定义 事件 A, 忆 之 和 为 C=1A,B 至 少 发 生 其 

一 全 他 们 问 :既然 已 说 A, 忆 至 少 要 发 生 一 个 , 那 岂 不 是 对 A ,有 

，。 由 于 这 个 原因 ,事件 的 和 也 常 称 为 事件 的 并 ,和 A + 也 也 常 被 记 为 AUB.“U" 
这 个 记号 有 “合并 "的 含义 ,由 于 称呼 和 书写 上 的 方便 ,本 书 中 我 们 一 直 用 “和 "与 "+ 
的 说 法 ,也 有 些 著作 在 当 A,B 互 斥 时 才 把 AUB 写成 人 + 瑟 , 本 书 不 采用 这 个 做 法 . 
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作 了 限制 ? 不 然 ,我们 不 要 忘记 1 工 .1 节 中 所 说 的 “事件 不 是 指 已 发 

生 了 的 情况 ,而 是 某 种 情况 的 陈述 .定义 C 为 "4A, 忆 至 少 发 生 其 

一 ” ,当然 不 是 说 4A,B 已 经 或 必然 发 生 一 个 , 而 是 在 试验 时 , 知 

4, 忆 至 少 发 生 了 一 个 , 则 算 作 C 发 生 了 .在 任 一 次 特定 的 试验 

中 ,当然 可 能 A ,B 都 不 发 生 , 这 时 C 也 就 不 发 生 . 理 解 了 这 一 点 
就 好 办 , 望 读 者 多 加 留意 . 

1.3.4 概率 的 加 法 定理 

定理 3.1 才干 个 互 斥 事件 之 和 的 概率 ,等 于 各 事件 的 概率 

之 和 : 

P(AI+A+…)= PP4AI)+P(A，)+… (3.1) 

事件 个 数 可 以 是 有 限 的 或 无 限 的 ,这 定理 就 称 为 (概率 的 ) 加 法 定 

理 , 其 重要 条 件 是 各 事件 必须 为 两 两 互 斥 . 

在 概率 的 古典 定义 和 统计 定义 之 下 ,(3.1) 很 容易 证 明 . 拿 古 

典 定 义 来 说 , 设 试验 一 共有 N 个 等 可 能 的 结果 ,而 有 利于 事件 

41,4:,… 发 生 的 结果 数 分 别 为 Mi , M2> ,…, 则 由 于 互 斥 性 ,有 利 

于 事件 A= Ali+A42z+… 发 生 的 结果 数 , 应 为 M = AMI+ NM 十 …. 
于 是 

P(4) =(MI+AM2+…)[N = MIMN+ MLN + … 

=P(AI)+P(A)TT… 

对 统计 定义 也 完全 类 似 地 处 理 . 

在 概率 论 书籍 中 ,加 法 定理 往往 被 称 为 加 法 公理 , 即 (3.1) 是 
不 加 证 明 而 被 接受 的 事实 . 这 条 公理 就 是 我 们 在 1.1.5 段 中 提 到 

而 未 加 说 明 的 , 柯 氏 公理 体系 中 的 第 3 条 . 

读者 可 能 会 问 :既然 在 古典 定义 、 统 计 定义 这 样 在 实用 上 重要 
的 概率 定义 之 下 ,(3.1) 是 可 以 证 明 的 ,那么 为 什么 要 把 它 看 作 一 
条 公理 ? 问题 在 于 :你 可 以 想像 而 且 也 确实 可 以 建立 一 种 概率 理 
论 , 其 中 (3.1) 不 成 立 . 柯 氏 公 理 的 意思 是 说 :我 只 考虑 那 种 满足 

(3. 蕊 的 概率 理论 ,而 不 及 其 他 .正如 在 几何 学 中 ,你 可 以 把 “过 不 
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在 直线 / 上 的 任 一 点 只 有 一 条 与 ! 平行 的 直线 "作为 公理 ,由 之 建 

立 一 套 欧 氏 几何 学 ,也 可 以 废弃 这 条 公理 而 建立 非 欧 几 何 学 ,二 者 

都 符合 形式 逻辑 .古典 和 统计 定义 之 适合 (3.1) ,不 过 是 说 明了 : 它 

们 是 柯 氏 公理 体系 中 的 东西 . 

加 法 定理 (3.1) 的 一 个 重要 推论 如 下 : 

系 3.1 以 4 表 A4 的 对 立 事件 , 则 

P(A)=1- P(A4) (3.2) 
证 明 很 容易 .以 2 记 必 然 事 件 , 则 按 对 立 事件 的 定义 有 A + 

4=0 且 4 和 A 互 斥 . 因 P(UO)=1. 用 (3.1) 得 1=P(Q)= P(A 

+A)=P(A)+P(A), 即 (3.2). 

这 个 简单 公式 在 概率 计算 上 有 用 .因为 ,有 时 计算 已 (4 ) 不 

易 , 而 P(4) 则 易 处 理 些 . 

1.3.5 事件 的 积 (或 称 交 ) 事 件 的 差 

设 有 两 事件 A ,下 , 则 如 下 定义 的 事件 C 

C=1!4,B 都 发 生 | 

称 为 两 事件 4 ,B 之 积 或 乘积 ,并 记 为 4AB. 拿 图 1.4 的 例子 来 说 ， 
春分 别 以 4 ,B 表示 "命中 图 中 相应 区 域 " 的 事件 , 则 4B 就 是 事 
件 “命中 图 中 斜 线 部 分 ”. 又 如 骨 子 试验 ,分 别 以 4, 召 记 ”* 掷 出 偶 
数 点 和 ”“ 掷 出 素数 点 "之 事件 , 则 AB 就 是 事件 “ 掷 出 2 点 ” 一 般 ， 
事件 4 ,B 各 是 一 些 试验 结 果 的 集合 ,而 AB 则 由 同属 于 这 两 个 

集合 的 那些 试验 结果 组 成 , 即 这 两 个 集合 的 交叉 “* 按 积 的 定义 ,两 
个 事件 4 ,已 互 斥 , 等 于 说 4B 是 不 可 能 事件 . 

多 个 事件 Ai, A>,…( 有 限 或 无 限 个 都 可 以 ) 的 积 的 定义 类 

似 : 4 = 141,4… 都 发 生 拉 记 为 4 = Ai4…, 或 [4 (事件 
z 一 1 

个 数 有 限 ) 或 | A; (事件 个 数 无 限 ). 
f 一 工 

* 由 于 这 个 原因 ,事件 的 积 也 常 称 为 事件 的 交 , 积 4AB 也 常 记 为 A 门 召 “ 站 ”这 个 

记号 有 取 交 的 含义 . 为 书写 方便 ,本 书 一 直 用 4AB 这 个 记号 . 
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两 个 事件 A ,昌之 差 , 记 为 A 一 百 ,定义 为 

4A4A-B=1l|4 发 生 ,B 不 发 生 | 

例如 , 则 才 提 到 的 掷 仍 子 试 验 中 的 两 个 事件 4 和 B,4-B=14， 
6| .在 图 1.4 中 ,4- 就 是 "命中 图 中 用 点 标 出 的 区 域 " 这 个 事 

件 . 一 般 地 ,A- 刀 就 是 从 构成 A 的 那些 试验 结果 中 ,去掉 在 已 内 

的 那 一 些 . 很 明显 

AAA- 下 =A4AB (3.3) 

其 中 电 是 召 的 对 立 事件 .因为 ,A 有 无非 是 说 ,A, 互 都 发 生 , 即 A 

发 生 吾 不 发 生 . 这样, 差 可 以 通过 积 去 定义 . 

我 们 对 事件 引进 了 和 差 积 等 运算 ,借用 了 算术 中 的 名 词 . 但 应 
注意 ,算术 的 法 则 不 一 定 能 用 于 事件 运算 .有 些 规则 是 成 立 的 , 例 
如 ,和 A+ 召 及 积 4B 与 次 序 无 关 :A4A+B=B+4,AB=BA4, 这 

由 定义 直接 看 出 .乘法 结合 律 也 成 立 :(4AB)C=A4(BC)( 它 们 都 
等 于 ABC) .分 配 律 也 对 ,例如 : 

A4(B-C)=A4B-AC (3.4) 
证 明 如 下 : 设 在 左边 的 事件 发 生 , 则 按 积 的 定义 ,事件 A 和 忆 - C 
都 发 生 . 按 差 的 定义 ,发 生 ,C 不 发 生 .因此 ,A,B 同时 发 生 而 
4,C 不 同时 发 生 , 故 AB 发 生 而 AC 不 发 生 . 按 差 的 定义 , 即 知 
4B -AC 发 生 . 反 过 来 , 若 右边 的 事件 发 生 , 则 AB 发 生 而 AC 不 
发 生 . 由 前 者 知 4A,B 都 发 生 , 由 A 发 生 及 AC 不 发 生 , 知 C 不 发 
生 , 故 妃 -C 发 生 . 因 A 和 中 -C 都 发 生 知 A(B - C) 发 生 , 这 证 
明了 (3.4). 

这 就 是 我 们 在 本 节 1.3.1 段 未 尾 处 指出 的 证 明 事件 相等 的 一 
般 方 法 之 一 实例 .读者 必须 了 解 , 像 (3.3) ,(3.4) 这 类 的 等 式 , 不 过 
是 反映 了 一 种 逻辑 关系 ,因而 必须 用 上 述 逻 辑 思维 的 方式 去 验证 . 
有 些 关 系 ,看 来 不 习惯 ,但 逻辑 上 很 简单 .例如 ,4A+A=A4 而 非 
24(2A 无 意义 ) ,4AA=A 而 非 A2(42 无 意义 ), 由 A -= 人 (不 
可 能 事件 ) , 推 不 出 A = 已 ,而 只 能 推出 ACB. 又 如 ,(A 一 B)+BB 
并 不 是 4 而 是 4A+ 刀 (请 读者 自 证 ) ,等 等 . 
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1.3.6 条件 概率 

一 般 讲 ,条 件 概 率 就 是 在 附加 一 定 的 条 件 之 下 所 计算 的 概率 . 

从 广义 的 意义 上 说 ,任何 概率 都 是 条 件 概率 , 因为 ,我 们 是 在 一 定 

的 试验 之 下 去 考虑 事件 的 概率 的 ,而 试验 即 规定 有 条 件 .在 概率 论 
中 ,规定 试验 的 那些 基础 条 件 被 看 作 是 已 定 不 变 的 . 如 果 不 再 加 入 
其 他 条 件 或 假定 , 则 算出 的 概率 就 叫做 “无 条 件 概率 ”, 就 是 通常 所 
说 的 概率 . 当 说 到 "条 件 概 率 " 时 ,总 是 指 另外 附加 的 条 件 , 其 形式 
可 归 竺 为 "已 知 某 事件 发 生 了 ?”. 

例如 ,考虑 掷 一 个 山子 的 实验 .这 里 , 仍 子 必须 为 均匀 的 正 立 
方 体 , 抛 括 要 有 足够 的 高 度 等 要 求 , 是 这 试验 的 固有 规定 ,不 作为 
附加 条 件 . 考虑 三 个 事件 :A :… 掷 出 素数 点 ", 忆 :“ 掷 出 奇数 点 ”,C : 
“ 掷 出 偶数 点 " ,有 

4=j2,3,31 8 = 11,3,51C = 12.4,6| (3.5) 
于 是 算出 A 的 (无 条 件 ) 概 率 为 36=17Z2. 现 若 附 加 上 “已 知已 发 
生 , 则 可 能 情况 只 有 三 种 :1,3,5$, 其 中 两 种 有 利于 A 发 生 , 故 在 
这 条 件 下 ,A 的 条 件 概 率 , 记 为 P(4A|B), 等 于 2/3. 同 样 ,在 给 定 
事件 C 发 生 的 条 件 下 ,A 的 条 件 概率 为 P(A1C)=173. 

让 我 们 在 古典 概率 的 模式 下 来 分 析 一 般 的 情况 . 设 一 试验 有 
N 个 等 可 能 结果 ,事件 A , 忆 分 别 包 含 其 Mi 和 M, 个 结果 ,它们 
有 Mi 个 是 公共 的 ,这 就 是 事件 AB 所 包含 的 试验 结果 数 . 若 已 给 
如 发 生 , 则 我 们 的 考虑 由 起 先 的 N 个 可 能 结果 局 限 到 现在 的 M， 
个 ,其 中 只 有 Mi 个 试验 结果 使 事件 A 发 生 , 故 一 个 合理 的 条 件 
概率 定义 ,应 把 P(A1B) 取 为 MyM;， .但 

MDALM = (MDp7N)AAMIAN) = P(AB)ZP(B) 

由 此 得 出 如 下 的 一 般 定义 ，; 

定义 3.1 设 有 两 事件 4 ,有 而 P(B) 夭 0. 则 “在 给 定 电 发 生 
的 条 件 下 A 的 条 件 概率 ”, 记 为 P(A1B) ,定义 为 

P(4|B) = P(4AB)ZP(B) (3.6) 
当 P(B)=0 时 ,(3.6) 无 意义 .在 高 等 概率 论 中 ,也 要 考虑 
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P(4A|B) 当 P(B)=0 时 的 定义 问题 , 那 要 牵涉 到 高 深 的 数学 , 超 

出 本 书 范 围 之 外 .在 后 面 我 们 也 会 和 个 别 这 种 情况 打交道 , 那 可 以 

用 极限 的 方法 去 处 理 . 

(3.6) 是 条 件 概 率 的 一 般 定 义 , 但 在 计算 条 件 概 率 时 ,并 不 一 

定 要 有 它 . 有 时 ,直接 从 加 入 条 件 后 改变 了 的 情况 去 算 ,更 为 方便 . 

举 一 个 例子 . 

例 3.1 掷 三 个 均匀 仍 子 .已 知 第 一 粒 骨 子 掷 出 么 点 (事件 

8B). 问 :” 掷 出 点 数 之 和 不 小 于 10?” 这 个 事件 A 的 条 件 概率 是 多 

少 ? 

既然 第 一 粒 吉 子 已 坐 定 了 1 , 则 在 这 一 条 件 下 ,为 使 事件 A 

发 生 ,第 二 .三 粒 般 子 掷 出 点 数 之 和 不 能 小 于 9. 这 一 情况 有 10 

种 , 即 36,63,45,S4,46,64,55$,56,65,66. 这 里 “36” 表 示 第 二 、 三 

粒 仍 子 分别 掷 出 3 和 6, 余 类 推 ,这样 ,得 出 P(A1B)=10436=S7 

18. 

此 题 若 直接 用 公式 (3.6) 计 算 , 则 比 上 述 解 法 复杂 些 ,读者 可 

一 试 以 证 明 结果 一 致 . 

1.3.7 事件 的 独立 性 ,概率 乘法 定理 

设 有 两 事件 A ,B.A 的 无 条 件 概率 P(A) 与 其 在 给 定 已 发 生 

之 下 的 条 件 概率 P(A| 召 ) ,一 般 是 有 差异 的 .这 反映 了 这 两 事件 
之 间 存 在 着 一 些 关 联 . 例 如 , 若 P(A|B)>P(A), 则 忆 的 发 生 使 
A 发 生 的 可 能 性 增 大 了 : 昌 促 进 了 A 的 发 生 . 

反之 , 若 P(4)=P(A|1B), 则 百 的 发 生 与 否 对 4 发 生 的 可 
能 性 毫 无 影响 ”. 这 时 在 概率 论 上 就 称 4A,B 两 事件 独立 ,而 由 
(3.6) 得 出 

* 这 样 说 应 补充 :由 P(4)=P(41IB) 推 出 P(4)= P(4| 巨 ), 百 为 下 的 对 立 事件 . 
事实 上 ,由 P(4)=P(41) 及 (3.6) 知 P(4AB)= P(A)P(B). 因 为 4A=AB+A 巨 昌 
4B,4B 互 斥 , 知 P(4AB)=P(4A)-P(AB)=P(A)-P(A)P(B)=-P(A)J(1- P(BJ) 
=P(4A)P(B). 故 P(4IB)=P(AE)7P(E)= P(A)， 
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P(AB) = P(A)P(B) (3.7) 
拿 此 式 来 刻画 独立 性 , 比 用 P(4)=P(A|B) 更 好 , 因 (3.7) 不 受 
P(B) 是 否 为 0 的 制约 ( 当 P(B) 为 0 时 (3.7) 必 成 立 ). 因 此, 我们 
取 如 下 的 定义 : 

定义 3.2 两 事件 4,B 若 满足 (3.7), 则 称 4 , 忆 独立 . 
定理 3.2 两 独立 事件 4A,B 的 积 AB 之 概率 P(AB) 等 于 其 

各 自 概 率 之 积 P(A)P(B). 
这 个 定理 就 是 (3.7) 式 , 它 称 为 “概率 的 乘法 定理 ”. 其 实 , 它 就 

是 独立 性 的 定义 ,我 们 之 所 以 又 将 它 重复 列 出 并 标 为 一 个 定理 ,就 
是 因为 这 个 事实 极其 重要 。 

在 实际 问题 中 ,我 们 并 不 常用 (3.7) 式 去 判断 两 事件 A,B 是 
和 否 独立 ,而 是 相反 :从 事件 的 实际 角度 去 分 析 判 断 其 不 应 有 关联 因 
而 是 独立 的 ,然后 就 可 以 用 (3.7). 例 如 ,两 个 工人 分 别 在 两 台 机 床 
上 进行 生产 ,彼此 各 不 相干 , 则 各 自 是 否 生产 出 废品 或 多 少 废 品 这 
类 事件 应 是 独立 的 . 一 城市 中 两 个 相距 较 远 的 地 段 是 否 出 交通 事 
故 ,一 个 人 的 收入 与 其 姓氏 笔划 ,这 类 事 赁 常识 推 想 ,认定 为 独立 
的 . 

由 此 可 知 ,两 事件 有 独立 性 多 半 是 在 下 述 情况 之 下 产生 的 :有 
两 个 试验 El; 和 巨 ,其 试验 结果 (各 有 许多 ) 分 别 记 之 以 el 和 e，， 
考虑 一 个 “大 ?试验 巨 , 它 由 下 ;, E, 两 部 分 构成 ( 故 已 常 称 为 复合 
试验 ) ,可 记 为 瓦 =( 尼 , 尼 )), 其 结果 可 记 为 (el,e?). 在 试验 下 的 
一 个 事件 , 即 是 牵涉 到 (eli,ez) 的 某 一 个 陈述 ( 见 1.1.2). 如 果 Ai， 

4; 是 两 个 事件 ,41 只 牵涉 el 而 4， 只 牵涉 。, 则 当 两 试验 结果 
如 果 彼 此 不 影响 时 ,Ai,A, 会 有 独立 性 . 可 以 举 一 个 具体 例子 , 设 
试验 已 ; 为 掷 一 个 均匀 仍 子 ,其 试验 结果 el 有 6 个 :1,2,…,6. 试 

验 巨 ; 为 掷 一 个 硬币 ,其 结果 e, 有 两 个 :“ 正 ”和 “ 反 ”. 定义 两 事件 
Ai,A>: 

41 = | 掷 出 1 点 上 4， = | 掷 出 正面 | 

这 两 个 事件 可 看 成 同一 试验 下 下 的 两 个 事件 ,已 = | , 忆 中 , 它 包 
含 12 个 可 能 结果 : 
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(1, 正 ),(1, 反 ),(2, 正 ),(2, 反 ),，…,(6, 正 ), (6, 反 ) 

事件 4 包含 两 个 可 能 结果 , 即 |(1, 正 ),(1, 反 )| ,而 A, 则 包含 6 
个 可 能 结果 :此 1, 正 ),(2, 正 ),，…,(6, 正 ). 通 过 这 种 方式 ,我 们 把 

两 个 看 来 不 相干 的 事件 A, 和 A， 统一 在 一 个 试验 瓦 之 下 ,而 其 

独立 性 就 好 理解 了 一 一 即 捕 骨 子 和 掷 硬 币 彼 此 不 影 啊 而 已 .这 种 

把 兰 干 个 不 相干 的 试验 统一 起 来 的 做 法 ,看 起 来 好 像 纯 粹 是 一 种 

形式 ,但 在 理论 上 有 其 方便 . 

如 果 试 验 的 内 容 真 是 单一 的 ,那么 ,在 这 种 试验 下 两 事件 独立 

是 较 少 出 现 的 例外 . 因为 ,两 个 事件 既然 都 依赖 同 -- 批 结果 ,彼此 
谅 必 会 有 影响 . 掷 两 个 均匀 吉 子 ,以 4A; 记 " 点 数 和 为 ;的 倍数 ”， 
1 二 2,3,S. 通 过 用 (3.7) 验 证 可 知 ,A4， 与 4; 独立 ,但 这 非 一 般 性 
质 ,比如 ,4A; 与 45 就 不 独立 .对 这 种 “单一 "性 试验 ,(3.7) 作 为 验 
证 独立 性 的 工具 ,还 是 有 用 的 .有 时 ,未 经 周到 考虑 的 直观 也 可 能 

引入 歧途 . 

例 3.2 再 考虑 例 3.1, 记 =}| 至少 有 一 个 骨 子 掷 出 1 ,而 
把 事件 A 定义 为 A = | 三 个 骨 子 掷 出 的 点 数 中 至 少 有 两 个 一 样 

( 即 不 全 相 异 )}, 问 A, 电 是 否 独立 ? 

初 一 看 使 人 的 倾向 于 相信 4 ,已 独立 ,理由 如 下 :知道 已 发 
生 , 即 知道 掷 出 的 点 中 有 1, 对 A 而 言 , 似 与 知道 掷 出 的 点 中 有 2 

(或 3,4,5,6 都 可 以 ) 一 样 . 故 1 这 个 数 并 不 相对 地 更 有 利于 或 更 
不 利于 A 发 生 .经 过 计算 发 现 不 然 :4A, 忆 并 不 独立 .这 一 点 看 来 

有 些 难 理解 ,但 是 ,如 按 下 述 分 析 , 则 可 以 信服 :考虑 孔 . 若 吾 发 
生 , 则 三 个 仍 子 都 不 出 么 .这 样 ,它们 都 只 有 $ 种 可 能 性 (2,3,4,5， 

6) , 比 不 知 妃 发 生 时 可 能 取 的 点 数 1,2,3,4,5,6 少 了 一 个 ,在 5 个 
数 中 拿 3 个 (每 个 可 重复 拿 ) ,其 有 两 个 一 样 的 可 能 性 , 自 应 比 在 6 
个 数 中 拿 3 个 时 ,有 两 个 一 样 的 可 能 性 要 大 些 .这 个 分 析 指出 应 有 
P(A)<P(A| 巨 ), 由 此 推出 P(A)>P(A|)( 见 习题 15),A , 忆 
不 独立 ， 

多 个 事件 独立 性 的 定义 ,就 是 两 个 事件 情况 的 直接 推广 . 
定义 3.3 设 Al,Az,… 为 有 限 或 无 限 个 事件 .如 果 从 其 中 任 
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意 取出 有 限 个 A,， ,4 ，…A4; 都 成 立 ， 

P(A AAAi ) 三 P(A )P(CA)P(A; ) (3.8) 

则 称 事件 Ai,A，>,… 相 互 独立 或 简称 独立 ， 

这 个 定义 与 由 条 件 概 率 出 发 的 定义 是 等 价 的 ,后 者 是 说 :对 任 

何 互 不 相同 的 1,2，…, 和 ,有 

P(A 1 A…A ) 二 P4A; ) (3.9) 

即 任意 事件 A; 发 生 的 可 能 性 大 小 ,不 受 其 他 事件 发 生 的 影响 . 这 

更 接近 于 独立 性 的 原 义 .但 是 ,(3.9) 的 左边 依赖 于 忆 (A…A4i ) 

>0 ,否则 无 意义 ,而 (3.8) 就 没有 这 个 问题 .另外 ,定理 3.2 后 面 说 

的 那 段 话 当 然 也 适用 于 多 个 事件 的 情形 :多 个 事件 的 独立 性 往往 

产生 于 由 多 个 试验 构成 的 复合 试验 中 ,每 个 事件 只 与 其 中 一 个 试 

验 有 关 . 

由 独立 性 定义 立即 得 出 下 面 的 概率 乘法 定理 : 
定理 3.3 若干 个 独立 事件 A,…,A4A, 之 积 的 概率 ,等 于 各 

事件 概率 的 乘积 : 

P(ATDA,) = PC(AND)…P(CA,) (3.10) 

乘法 定理 的 作用 与 加 法 定理 一 样 :把 复杂 事件 的 概率 的 计算 

归结 为 更 简单 的 事件 概率 的 计算 ,这 当然 要 有 条 件 : 相 加 是 互 斥 ， 
相 乘 是 独立 . 

由 独立 性 定义 可 得 到 下 面 两 条 重要 推论 . 

系 3.2 独立 事件 的 任 一 部 分 也 独立 .例如 ,A, 虽 ,C,PD 四 事 

件 相互 独立 , 则 4,C, 或 4,B,D 等 ,都 是 独立 的 ， 

这 一 点 由 独立 性 定义 直接 推出 .更 进一步 可 推广 为 :由 独立 事 

件 决定 的 事件 也 独立 .举例 来 说 , 若 事件 4 ,…, As 相互 独立 , 则 

以 下 三 事件 

Bi =A4A+A4,B, = 4 -AAS = 4:A， (3.11) 

也 独立 .这 在 直观 上 很 显然 ,但 证 明 起 来 很 麻烦 ,因为 可 以 产生 的 
事件 很 多 .在 下 一 章 中 我 们 将 指出 另外 的 考虑 方法 ( 见 第 二 章 例 
3.7). 
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如 果 把 B; 改 为 444AjA6, 则 B，,B3 ,就 不 一 定 独立 了 . 理由 

也 很 明显 :二 者 都 与 A4 有 关 ,因而 彼此 也 就 有 了 关系 . 

系 3.3 若 一列 事 件 Ai ,A， ,… 相 互 独立 , 则 将 其 中 任 一 部 分 

改 为 对 立 事件 时 ,所 得 事件 列 仍 为 相互 独立 . 

例如 , 若 Ai ,4A;,,A3 相互 独立 , 则 Ai ,A，,A3 ,或 Ai,A，，,A3， 

或 4,A>,A3 等 ,都 是 互相 独立 的 . 

这 一 点 从 直观 上 也 很 显然 , 且 对 两 个 事件 的 情况 ,已 在 27 页 

的 足 注 中 作 过 证 明 . 让 我 们 再 看 一 个 三 个 事件 的 例子 .比如 ,要 证 

Ali,A,A3 独立 ,要 对 其 验证 (3.8), 其 中 有 P(AIA， 4A3) = 
P(AUD)P(A>)P(A4A3). 为 此 注意 

4 43 = 414，43; + 414，A3 

且 右 边 两 事件 互 斥 , 故 

P(AIAA3) =P(4,， Ai) - P(AIA，A3) 

=P(4)P(A) - P(AIA, AI) (3.12) 

再 利用 AAA, = AAA4A3+ AIA，A3 ,得 

P(4IA; 43) =P(414) - P(A147 43) 

=P(4i)P(4A:) -PLAND)P(4)P(Ai) 

=P(LAID)P(A:)GLE- P(A3)) 

=P(4i)P(A)P(A3) 

以 此 代 和 人 (3.12) ,得 

P(414; 43) = 忆 (4)P(43) - P(4U)P(4))P(A3) 

=(1-P(4D))P(4)P(A) 

=P(AI)P(A)P(A3) 

明 所 和 欲 证 .可 以 看 出 : 当 涉 及 众多 的 事件 时 ,这 么 处 理会 很 元 长 ,但 

并 无 任何 实质 困难 (可 使 用 数学 归纳 法 ,对 所 含 对 立 事件 个 数 进行 
归纳 ). 

除了 相互 独立 之 外 ,还 有 所 谓 "“ 两 两 独立 ”的 概念 . 一 些 事件 
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独立 必 推 出 两 两 独立 , 反 过 来 不 一 定 对 .从 数学 上 ,这 无 非 是 说 :由 

(3.8) 对 和 =2 及 任何 妆 短 成立 ,不必 能 推出 该 式 当 2 >2 时 

也 成 立 .下 面 是 一 个 简单 的 例子 : 

例 3.3 有 四 个 大 小 质地 一 样 的 球 ,分 别 在 其 上 写 上 数字 1 ， 

2,3 和 ”1,2,3”, 即 第 4 个 球 上 1,2,3 这 三 个 数字 都 有 .引进 三 个 

事件 : 

4; = | 随机 抽出 一 球 , 球 上 有 数字 ij, = 1,2,3 

所 谓 随 机 抽出 一 球 , 即 每 球 被 抽出 的 概率 都 是 14. 易 见 P(Ai)= 
P(A))=P(4A3)=1Z2. 因 为 ,为 使 事件 A, 发 生 ,必须 抽出 第 一 球 
或 第 四 球 , 有 2 种 可 能 .又 P(AIA))=P(AIAi)=P(4A;Ai) = 

1 人 4. 因 为 ,要 Ali,A，; 同时 发 生 ( 抽 出 的 球 上 既 有 1 又 有 2), 必 须 

抽出 第 四 球 . 这 样 ,对 任 一 对 事件 A,A) ,都 有 1M4=P(4:A4i) = 
P(4;)P(Ai), 而 Ai,A?,A3 为 两 两 独立 ， 

但 4i,4;,A3 不 是 相互 独立 . 因为 , 易 见 P(AiA;A;) 也 是 
1[4, 而 P(AUD)P(A)P(A3) 为 1, 二 者 不 相等 . 

在 现实 生活 中 ,难于 想像 两 两 独立 而 不 相互 独立 的 情况 .可 以 

这 样 想 :独立 性 毕竟 是 一 个 数学 概念 ,是 现实 世界 中 通常 理解 的 那 

种 “独立 性 ”的 一 种 数学 抽象 , 它 难 免 会 有 些 不 尽 人 意 的 地 方 . 

独立 人 性 的 概念 在 概率 论 中 极端 重要 . 较 早 期 (比方 说 ,到 上 世 
纪 30 年 代 止 ) 的 概率 论 发 展 中 , 它 占 据 了 中 心地 位 .时 至 今日 ,有 

不 少 非 独立 的 理论 发 展 了 起 来 ,但 其 完善 的 程度 仍 不 够 . 而且, 独 

立 性 的 理论 和 方法 也 是 研究 非 独 立 模型 的 基础 和 工具 .在 实用 上 ， 
确 有 许多 事件 其 相依 性 很 小 ,在 误差 容许 的 范围 内 ,它们 可 视 为 独 

立 的 ,而 方便 于 问题 的 解决 . 

利用 本 节 中 引进 的 事件 运算 ,独立 性 概念 ,加 法 乘法 定理 ,可 
计算 一 些 较 复杂 事件 的 概率 . 举 几 个 例子 ， 

例 3.4 考虑 本 节 开 始 处 提 到 的 那个 “ 打 飞 机 ”的 例子 . 按 所 

作 规 定 ， 飞 机 被 击落 "这 事件 瓦 可 表 为 

下 一 正 0 十 五 1 下 ， 

设 下 0 ,下 , 王 , 三 事件 独立 . 这 假定 从 实际 角度 看 还 算 合理 .记忆 。， 
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巨 1 , 忆 ; 的 概率 分 别 为 to,zi,z .为 算 的 概率 已 ( 正 ), 不 能 直接 

用 加 法 定理 , 因 巨 0 与 已; 尼 , 并 非 互 斥 ,考虑 巨 , 易 见 = 正 0 下 1 顾 ?. 

因 尼 ,,E,E; 独立 , 按 系 3.2 后 面 指出 的 ,下 。 和 瑟瑟 ;独立 , 故 

P( 开 ) = P(Eo)P(EIE2) 

有 PCEo)=1-P(Eo)=1-zo,P(EIE2)=1- PEIE2)=1- 
PEIDP(E)=1-zpp 代 和 人 上 式 得 P(E)=(1=- po)(1- 

轧 1 户 > ) ,而 

P( 下 ) =1- PE)=1-(1- po)(1- 力 2p2) 

一 Zoo+zpzpz 一 zzplp> 

例 3.5 甲乙 二 人 下 象棋 ,每 局 甲 胜 的 概率 为 < , 乙 胜 的 概 

率 为 8, 为 简化 问题 , 设 没 有 和 局 的 情况 ,这 意味 着 wc + 0 = 1. 

设想 甲 的 棋艺 高 于 乙 , 即 c >0. 考 虑 到 这 一 点 ,他 们 商定 最 终 

胜 负 的 规则 如 下 :到 什么 时 候 为 止 甲 连 胜 了 三 局 而 在 此 之 前 乙 从 

未 连 胜 二 局 , 则 甲 胜 . 反 之 , 若 到 什么 时 候 为 止 乙 连 胜 了 二 局 而 在 

此 之 前 甲 从 未 连 胜 三 局 , 则 乙 胜 . 现 要 求 “ 甲 最 终 取 胜 ” 这 事件 A 

的 概率 P(A), 及 " 乙 最 终 取胜 "这 事件 中 的 概率 P(B ). . 

为 方便 计 ,分 别 以 下 和 下 表 甲 、 乙 在 特定 的 一 局 取胜 的 事件 ， 

有 P(CE)=a,P(CF)=0, 现 考虑 " 甲 取胜 ?的 事件 A ,分 两 种 情况 . 

1. 第 一 局 甲 胜 而 最 终 甲 胜 了 . 

这 一 情况 又 可 分 解 为 许多 子 情 况 : 对 =0,1,2…, 甲 经 过 7 

个 阶段 后 才 取 胜 , 每 个 阶段 是 EF 或 EEF, 然 后 接着 来 一 个 
FEFE 玉 .例如 , 甲 经 过 4 个 阶段 后 获胜 的 一 种 可 能 实战 结果 为 

即 共 下 了 11 局 甲 才 获胜 ,其 中 第 1,2,4,6,7,9,10,11 局 甲 胜 , 其 
余 乙 胜 . 

每 个 阶段 不 是 EF 就 是 EFEF ,这 两 种 情况 互 斥 , 又 由 独立 性 ， 
知 每 个 阶段 概率 为 ap + aap=ap(1+a). 再 由 独立 性 , 知 “* 经 岂 阶 

段 后 甲 获胜 ”的 概率 ,为 [ap(1+a)j"a3.72 可 以 为 0,1,2,…, 不 同 
的 ，” 互 斥 . 于 是 这 部 分 概率 总 和 为 
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户 三 ay [ab +a)]j”=as/ 人 1-co(1+a)] 
5 一 0 

2. 第 一 局 乙 胜 而 最 终 甲 胜 了 . 

既然 第 一 局 为 下 而 最 终 甲 胜 , 第 二 局 必须 是 玉 , 故 从 第 二 局 

作 起 点 看 .我 们 回 到 了 情况 1, 从 而 这 部 分 的 概率 为 0p( 请 读者 注 

意 , 这 里 事实 上 已 用 了 概率 的 乘法 定理 :已 (第 一 局 乙 胜 且 最 终 甲 

胜 ) = 成 (第 一 局 乙 胜 ) 已 (第 二 局 甲 胜 旦 最终 甲 胜 ) ,第 一 项 为 b 而 

后 -一 项 为 户 .总 合 两 个 情况 (它们 互 斥 ) ,用 加 法 定理 ,得 
P(A) = as(1+0)《L1- aoCl+a)] (3.13) 

直观 上 我 们 党 得 ,这 个 竞赛 无 限期 拖 下 去 分 不 出 胜 负 是 不 可 

能 的 ,这 意味 着 P(B)=1- P(4A). 可 是 ,上 述 直 观看 法 仍 须 证 明 ， 
不 如 直接 算 . 方 法 与 算 P(A) 一 样 ,但 须 分 三 种 情况 :@ 第 一 局 乙 
胜 .他 第 一 局 甲 胜 ,第 二 局 乙 胜 . @ 前 两 局 甲 胜 , 我 们 把 具体 计算 留 

给 读者 (习题 16). 结 果 为 

P(B) = (1+ 均 +a2)p2ML1-apo(1+a)] (3.14) 

由 于 a +2=1, 极 易 验 证 P(4)+P(B)=1. 

这 个 例子 值得 细心 品味 .第 一 , 它 提 供 了 一 个 涉及 到 无 限 个 事 
件 的 情况 (在 甲 最 终 取胜 前 可 以 经 过 任意 多 的 “阶段 ?) ,以 及 在 无 
穷 个 事件 时 使 用 加 法 定理 (3.1). 第 二 ,本 例 告诉 我 们 ,在 面 对 一 个 

复杂 事件 时 ,主要 的 方法 是 冷静 地 分 析 以 设法 把 它 分 拆 成 一 些 互 

斥 的 简单 情况 . 这 里 ,必须 细心 确保 互 斥 性 又 无 遗漏 ,一 着 不 慎 , 满 
盘 皆 非 . 

例 3.6 设 一 个 居民 区 有 2” 个 人 , 设 有 一 个 邮局 , 开 c 个 窗 
口 , 设 每 个 窗口 都 办 理 所 有 业务 .c 太 小 ,经 常 排 长 队 ;c 太 大 又 不 
经 济 . 

现 设 在 每 一 指定 时 刻 ,这 ”个 人 中 每 一 个 是 和 理 在 邮局 是 独立 
的 ,每 人 在 邮局 的 概率 都 是 如 .设计 要 求 : “在 每 一 时 刻 每 窗口 排队 
人 数 ( 包 括 正在 被 服务 的 那个 人 ) 不 超过 产 " 这 个 事件 的 概率 ,要 
不 小 于 <( 例 如 ,a=0.80,0.90 或 0.95). 问 至 少 须 设 多 少 窗 口 ? 

把 ?2 个 人 编号 为 1,……，,?2 ,记事 件 
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已, = | 在 指定 时 刻 第 个 人 在 邮局 办 事 1 ,=1,……,2 则 在 指 

定时 刻 , 邮 局 的 具体 情况 可 以 用 形 如 
瓦 ， 瑟 )3 已 4 已 巨 0 巨 8 巨 1 正 ， (3.15) 

这 种 事件 去 描述 之 . 为 了 每 个 窗口 排队 人 数 都 不 超过 m ,在 上 述 

序列 中 ,不 加 “bar ”的 五 的 个 数 ,至 多 只 能 是 cm . 现 固定 一 个 委 
cz ,来 求 “ 在 (3.1$) 中 恰 有 个 不 加 bar 的 已 " 这 事件 下 的 概率 . 

由 独立 性 以 及 P(E;)= 户 ,P(E)=1-, 知 每 个 像 (3.15) 那 样 的 

序列 且 不 加 bar 的 瑟 恰 有 有 个 时 ,概率 为 闪 (1 一 六 ) .但 和 个 不 

加 bar 的 位 置 ,可 以 是 交 个 位 置 中 的 任何 玉 个 .因此 ,一 共有 

上 个 形 如 (3.15$) 的 序列 ,其 中 不 加 bar 的 瓦 恰 有 R 个 ,这 样 得 

到 已 CB,) - 亿 JrG-" 由 于 4 可 以 为 0,1…，,om, 且 不 同 

的 到 对 应 的 有 互 斥 , 故 得 

P( 每 个 窗口 排队 人 数 不 超 过 zz) = 六 (一 旋 

(3.16) 

找 一 个 最 小 的 自然 数 c, 使 上 式 不 小 于 指定 的 a ,就 是 问题 的 答 
案 . 

这 是 一 个 有 现实 意义 的 例题 .在 ” 较 大 时 ,可 用 更 方便 的 近 

似 方法 确定 c ,参见 第 三 章 例 4.1. 当然 ,实际 问题 比 本 例 描述 的 要 

复杂 得 多 ,因为 有 一 个 每 人 服务 时 间 长 得 的 问题 . 这 时 间 长 得 并 非 

固定 而 是 随机 的 . 这 类 问题 属于 排队 论 , 是 运筹 学 的 一 个 分 支 . 本 
例 是 运筹 学 与 概率 论 有 联系 的 一 个 例子 . 

1.3.8 全 概率 公式 与 贝 叶 斯 公式 

全 概率 公式 

设 Bi,B2z, 为 有 限 或 无 限 个 事件 ,它们 两 两 互 斥 且 在 每 次 
试验 中 至 少 发 生 一 个 .用 式 表 之 , 即 

B;Bi = 人 (不 可 能 事件 ) , 当 ; 尖 7 
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也 ;+ B, +… = 0( 必 然 事件 ) 

有 时 把 具有 这 些 性 质 的 一 组 事件 称 为 一 个 “完备 事件 群 ”注意 , 任 
一 事件 B 及 其 对 立 事件 组 成 一 个 完备 事件 群 . 

现 考虑 任 一 事件 A. 因 2 为 必然 事件 ,有 A = AD = 4ABi + 
AB2z+ …. 因 Bi,B,,… 两 两 互 斥 ,显然 ABi ,AB,,… 也 两 两 互 斥 . 
故 依 加 法 定理 3.1, 有 

P(4A) = P(ABi) + P(AB,) + … (3.17) 

再 由 条 件 概 率 的 定义 ,有 P(AB,)= P(B;)P(4A1B;). 代 入 上 式 得 
P(A) = P(IBI)P(AIB)+P(B)P(AB，) + … 

(3.18) 
公式 (3.18) 就 称 为 “全 概率 公式 ”这 名 称 的 来 由 ,从 公式 (3.17) 和 
(3.18) 可 以 悟 出 ;全 部 ”概率 P(4 ) 被 分 解 成 了 许多 部 分 之 和 . 它 
的 理论 和 实用 意义 在 于 :在 较 复 杂 的 情况 下 直接 算 P(A ) 不 易 , 但 
A 总 是 随 某 个 妃 ; 伴 出 ,适当 去 构造 这 一 组 忆 ; 往往 可 以 简化 计算 . 
这 种 思想 应 用 的 一 个 实例 是 例 3.5 中 算 “ 乙 最 终 获胜 ”这 事件 A 
的 概率 .我 们 在 该 例 中 已 指出 :A 必 伴 随 以 下 三 种 互 斥 情况 之 一 
而 发 生 : 乙 ;甲乙 ; 甲 甲 .只 是 该 例 的 特殊 性 使 我 们 可 只 用 加 法 定理 
而 不 必 求 助 于 全 概率 公式 ， 

这 公式 还 可 以 从 另 一 个 角度 去 理解 .把 8B; 看 作为 导致 事件 A 
发 生 的 一 种 可 能 途径 . 对 不 同 途 径 ,A 发 生 的 概率 即 条 件 概率 

P(4I 刀 ) 各 各 不 同 ,而 采取 哪个 途径 却 是 随机 的 .直观 上 易 理 解 : 
在 这 种 机 制 下 ,A 的 综合 概率 P(A4 ) 应 在 最 小 的 P(4A|B,) 和 最 大 

的 P(A1B;) 之 间 , 它 也 不 一 定 是 所 有 P(A1B) 的 算术 平均 ,因为 
各 途径 被 使 用 的 机 会 P(B,) 各 各 不 同 ,正确 的 答案 如 所 预期 ,应 
是 诸 P(A1B)=1,2,…, 以 P(B;),=1,2,… 为 权 的 加 权 平均 

值 .一 个 形象 的 例子 如 下 : 某 中 学 有 若干 个 毕业 班 ,各 班 升 学 率 不 
同 . 其 总 升学 率 ,是 各 班 升学 率 的 加 权 平 均 ,其 权 与 各 班 学 生 数 成 
比例 .又 如 若干 工厂 生产 同一 产品 ,其 废品 率 各 各 不 同 . 若 将 各 厂 
产品 汇总 , 则 总 废品 率 为 各 厂 废品 率 之 加 权 平 均 , 其 权 与 各 厂 产量 
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成 比例 .再 举 一 个 例 . 
例 3.7 设 一 个 家 庭 有 & 个 小 孩 的 概率 为 大 ,天 三 0,1 2，…， 

又 设 各 小 孩 的 性 别 独立 . 且 生 男女 孩 的 概率 各 为 1/2. 试 求 事件 

A=| 家庭 中 所 有 小 孩 为 同一 性 别 } 的 概率 . 

引进 事件 B = | 家庭 中 有 & 个 小 孩 | , 则 Bo。, Bi ,构成 完备 

事件 群 ,P(Bk )= 户 , 现 考虑 P(A1B4). 约 定 当 &=0 时 其 值 为 1. 

若 & 之 1, 则 上 个 小 孩 性 别 全 同 有 两 种 可 能 :全 为 男孩 ,概率 

(1) 3; 全 为 女孩 ,概率 也 是 (1/2). 因 

P(A1B)=2012) = 1241 之 1 

由 此 ,用 全 概率 公式 ,得 出 

P(A) = 加 + > 页 
贝 叶 斯 公 坟 
在 全 概率 公式 的 假定 之 下 ,有 

P(BIA) =P(AB,)MP(A) 

=P(B)P(AIB)X2P(B)P(AIB) (3.19) 

这 个 公式 就 叫做 贝 叶 斯 公式 ,是 概率 论 中 的 -一 个 著名 的 公式 . 这 个 
公式 首先 出 现在 英国 学 者 T. 贝 叶 斯 (1702 一 1761) 去 世 后 的 1763 

年 的 一 项 著作 中 . 

从 形式 推导 上 看 ,这 个 公式 平淡 无 奇 , 它 不 过 是 条 件 概率 定义 
与 全 概率 公式 的 简单 推论 .其 所 以 著名 ,在 其 现实 以 至 哲理 意义 的 

解释 上 : 先 看 P(Bi),P(B2),…, 它 是 在 没有 进一步 的 信息 (不 知 

事件 4 是 否 发 生 ) 的 情况 下 ,人 们 对 诸 事件 旭 ,B,，…… 发 生 可 能 性 

大 小 的 认识 .现在 有 了 新 的 信息 (知道 A 发 生 ), 人 们 对 Bi ,B，,…. 
发 生 可 能 性 大 小 有 了 新 的 估价 .这 种 情况 在 日 常生 活 中 也 是 屡 见 
不 鲜 的 : 原 以 为 不 甚 可 能 的 一 种 情况 ,可 以 因 某 种 事件 的 发 生 而 变 
得 其 为 可 能 ,或 者 相反 . 贝 叶 斯 公式 从 数量 上 刻画 了 这 种 变化 . 

如 果 我 们 把 事件 A 看 成 “结果 ”, 把 诸 事 件 B,,B,,… 和 看 成 导 
致 这 结果 的 可 能 的 “原因 ”, 则 可 以 形象 地 把 全 概率 公式 看 作成 为 
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“由 原因 推 结 果 ” ;而 贝 叶 斯 公式 则 恰好 相反 ,其 作用 在 于 "由 结果 

推 原因 ”: 现 在 有 一 个 “结果 "A 已 发 生 了 ,在 众多 可 能 的 “原因 ” 

中 ,到底 是 哪 一 个 导致 了 这 结果 ? 这 是 一 个 在 日 常生 活 和 科学 技 

术 中 常 要 问 到 的 问题 . 贝 叶 斯 公式 说 ,各 原因 可 能 性 大 小 与 P(B 

1A) 成 比例 .例如 , 某 地 区 发 生 了 一 起 刑事 案件 , 按 平 日 掌握 的 资 

料 ,嫌疑 人 有 张 三 . 李 四 …… 等 人 ,在 不 知道 案情 细节 (事件 4 ) 之 

前 ,人 们 对 上 述 诸 人 作案 的 可 能 性 有 个 估计 (相当 于 P(Bi)， 
P(B:)…), 那 是 基于 他 们 过 去 在 局 子 里 的 记录 .但 在 知道 案情 细 

节 以 后 ,这 个 估计 就 有 了 变化 ,比方 说 ,原来 以 为 不 其 可 能 的 张 三 ， 
现在 成 了 重点 嫌疑 人 . 

由 以 上 的 讨论 也 不 难看 出 此 公式 在 统计 上 的 作用 .在 统计 学 

中 ,是 依靠 收集 的 数据 (相当 于 此 处 的 事件 A) 去 寻找 所 感 兴趣 的 
问题 的 答案 .这 是 一 个 “由 结果 找 原 因 ” 性 质 的 过 程 , 故 而 贝 叶 斯 公 
式 有 用 武之 地 .事实 上 ,依据 这 个 公式 的 思想 发 展 了 一 整套 统计 推 
断 方法 ,叫做 “ 贝 叶 斯 统计 ”. 在 本 书后 面 的 章节 中 将 论 及 贝 叶 斯 统 

计 中 的 某 些 方法 ， 

下 述 人 简单 例子 可 能 有 助 于 理解 上 述 论 点 . 

例 3.8 有 三 个 盒子 Cl,C2> ,C3 ,各 有 100 个 球 ,其 中 Ci 盒 含 
日 球 80 个 , 红 球 10 个 , 黑 球 10 个 ;C， 为 白 10 . 红 80. 黑 10; C; 为 

白 10, 红 10, 黑 80. 现 从 这 三 盒 中 随机 地 抽出 一 个 (每 盒 被 抽 的 概 
率 为 173) ,然后 从 所 抽出 的 盒 中 随机 抽出 一 个 球 ( 每 球 被 抽 的 概 
率 为 0.01) ,结果 抽出 者 为 白 球 . 问 “ 该 白 球 是 从 C; 盒 中 抽出 ”的 
可 能 性 有 多 大 ? ;=1,2,3. 

记 B; = ;抽出 的 为 C; 盒 | =1,2,3;A= | 抽出 白 球 上 ,要 求 
的 是 条 件 概率 P(B;|A). 按 假定 有 

P(BI) = P(B) = P(B3) =143 

P(4IB) =0.8,P(4IB;) =0.1,P(4A|B;) = 0.1 

代 和 (3.18) ,算出 . 
P(Bil4) =0.8,P(B;|A) =0.1,P(B;1A) = 0.1 
因为 Cl 盒 所 含 白 球 最 多 , 故 在 已 知 抽出 白 球 的 情况 下 ,该 球 
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系 来 自 Ci 盒 的 可 能 性 也 最 大 ,理所当然 . 可 能 仍 有 读者 不 完全 了 

然 于 心 , 则 可 以 设想 这 么 一 个 试验 :准备 两 张 纸 , 把 例 中 的 试验 一 

次 又 一 次 的 做 下 去 :每 抽出 一 个 盒 ,在 左边 的 纸 上 记 下 其 为 Cl 或 

C2 或 C3( 不 管 从 该 盒 中 抽出 的 球 如 何 ) ,而 只 有 在 抽出 的 球 为 日 

球 时 , 才 在 右边 纸 上 记 下 该 盒 为 Ci 或 C; .C3. 在 进行 了 极 大 量 次 

数 试验 后 ,会 发 现 左边 纸 上 Ci; 的 比例 很 接近 1/3 , 而 在 右边 纸 上 

Ci 的 比例 则 很 接近 0.8. 

例 3.9 设 某 种 病菌 在 人 口中 的 带菌 率 为 0.03. 当 检 查 时 ,由 

于 技术 及 操作 之 不 完善 以 及 种 种 特殊 原因 ,使 带菌 者 未 必 检 出 阳 

性 反应 而 不 带菌 者 也 可 能 呈 阳 性 反应 .假定 

忆 ( 阳 性 | 带菌 ) = 0.99,P( 阳 性 | 带菌 ) = 0.01 

P( 阳 性 | 不 带菌 ) = 0.05, 忆 (阴性 | 不 带菌 ) = 0.95 

现 设 某 人 检 出 阳性 , 问 “ 他 带菌 "的 概率 是 多 少 ? 

此 问题 相当 于 P(Bi)=0.03,P(B,)=0.97, 且 

P(AIB) =0.99,P(A1B，,) = 0.05 

所 求 的 概率 为 P(Bi|4A). 按 公式 (3.18) 算 出 

(0.03)(0.99)/(0.03)(0.99) + (0.97)(0.05$)] = 0.380 

就 是 说 ,即使 你 检 出 阳性 , 尚 可 不 必 过 早 下 结论 你 一 定 带菌 了 , 实 

际 上 这 种 可 能 性 尚 不 到 百 分 之 四 十 . 

这 个 例子 很 值得 玩味 , 且 对 其 "思维 定 势 " 中 无 概率 成 分 的 人 

来 说 ,简直 有 点 难以 置信 .说 穿 了 ,理由 简单 之 极 . 由 于 带菌 率 极 

低 , 在 全 人 口中 绝 大 部 分 不 带菌 . 由 于 检验 方法 之 不 完善 ,在 这 大 

批 人 中 会 检 出 许多 呈 阳 性 者 . 另 一 方面 ,带菌 者 在 全 人 口中 很 少 ， 
即使 全 检 出 呈 阳 性 ,在 这 两 部 分 呈 阳 性 者 的 总 和 中 也 只 占 相 对 较 
小 的 一 部 分 , 而 大 部 分 属于 “虚报 "性质 . 这 个 例子 说 明 ,提高 精确 
度 在 这 类 检验 中 极为 重要 

一 个 不 懂 概 率 的 人 可 能 会 这 样 推理 :由 于 不 带菌 时 检 出 阳性 

的 机 会 才 0.05 .我 现在 呈 阳 性 ,说明 我 有 1-0.05=0.95S 的 机 会 

带菌 .实际 不 然 . 大 而 言 之 ,概率 思维 是 人 们 正确 观察 事物 而 必 备 

的 文化 修养 ,这 样 说 也 许 并 不 过 分 ! 
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习 题 

1. 有 SS 个 事件 ,Ai,…，,Ai5. 用 它们 表示 以 下 的 事件 : 

(a) 刀 ;= 14 ,4A5 中 至 多 发 生 2 个 |} 

(b) B; = |14,…,A5 中 至 少 发 生 2 个 } 

2. 证 明 : 若 A,B 为 两 事件 , 则 
(a) 4A+ 呈 =A+( 了 -A), 右 边 两 事件 互 斥 ; 

(bl 4A+B=(A-B)+(B-A4A)+AB, 右 边 三 事件 互 斥 . 
3.(A+)-(A 一 吾 )=? 

4. 把 半 个 任意 事件 4 ,…,A, 之 和 表 为 个 互 斥 事件 之 和 ， 

S. 通过 把 4A+ 吾 +C 表 为 适当 的 互 斥 事件 之 和 ,以 证 明 

P(A+B+C)=PA)+PB)+PIC)-PAB)- PUBC) 

- P(CA)+ P(ABC) 

6. 有 没有 可 能 两 件 事 A,B 又 互 斥 又 独立 ? 

7.P(4-B)=P(A)-P(B) 是 否 必 成 立 ?9 何 时 成 立 ? 

8. 记 C = 4， 十 ]1B,， 通过 Ai ,已 及 其 对 立 事件 表 出 C. 
1 j=1 

9. 如 果 把 P(A1B)>P(A) 理 解 为 “如 对 A 有 促进 作用 ”, 则 直观 上 似 、 

乎 能 设想 如 下 的 结论 ”由 P(4|B)>P(4A) 及 P(BIC)>P(B) 推 出 P(AI 

C)>P(A)”( 意 思 是 :下 促进 4,C 促进 B, 故 C 应 促进 A). 举 一 简 例证 明 上 

述 直观 看 法 不 对 . 

10. 证 明 : 若 A,C 独立 ,B,C 也 独立 ,又 A,B 互 斥 , 则 A+ 电 与 C 独 

也， 

更 一 般 地 , 若 A,C 独立 ,B,C 和 独立 ,4AB,C 也 独立 , 则 4A+B 与 C 独立 . 

说 明 :上 一 结论 是 本 结论 的 特例 . 

11.( 接 上 题 ) 若 除了 “4A,C 独立 ,下 ,C 独立 "之 外 , 别 无 其 他 条 件 , 则 推 

不 出 A+ 召 与 C 独立 , 试 举 一 反例 以 说 明之 . 

12. 若 4A,C 独 立 ,B,C 独 立 ,A+B,C 也 独立 , 则 4AB 与 C 独立 .但 若 

去 掉 “A+ 避 ,C 也 独立 "的 条 件 , 则 结论 不 再 成 立 . 举 一 反例 以 说 明之 . 

13. 办 一 件 事 件 有 6 个 关节 ,必须 :个 第 1 个 关节 要 走 通 ,@ 第 2,3 关节 

至 少 通 一 个 ,@ 第 4,5,6 关节 至 少 通 2 个 ,事情 才能 办 成 . 

(a) 设置 必须 的 事件 ,以 表 出 "事情 办 成 "这 个 事件 . 

(b) 若 各 关节 独立 且 每 关节 走 通 的 机 会 为 2/3. 求 事情 能 办 成 的 概率 . 
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14. 由 P(41B)>P(A) 推 出 P(B A)>P(B). 直 观 上 怎样 解释 这 个 事 
实 . 

你 认为 ,由 P(AIB)>P(4),P(4A1C)>P(4A), 能 否 推出 P(A|BC)> 
P(A)? 若 认为 能 ,请 证 明之 , 若 认为 不 能 ,请 举 出 反例 . 

15. 由 P(4)>P(AIB) 推 出 P(A)<P(AI). 指 出 一 种 可 能 的 直观 

解释 . 

16. 设 Al1,42，…A4, 独立 ,而 Bi; = A; 或 4;( 不 同 的 ;可 以 不 一 样 , 例 

如 ,Bi= Ai,B;=A;, 等 等 ),i=1,…,7. 试 用 归纳 法 证 明 : Bi,…,B, 也 独 
7 . 

17. 一 个 秘书 打 好 4 封 信 和 相应 的 4 个 信封 .但 她 将 这 4 封 信 随机 地 放 

入 这 4 个 信封 中 , 问 “ 每 封 信 都 放 得 不 对 位 "这 事件 的 概率 是 多 少 ? 

18. 一 盒 内 有 8 张 空白 券 ,2 张 奖 券 , 有 甲 、. 乙 两 三 人 按 这 个 次 序 和 以 下 

的 规则 ,各 从 此 盒 中 随机 抽出 一 张 .规则 如 下 :每 人 抽出 后 ,所 抽 那 张 不 放 回 

但 补 人 两 张 非 同类 券 ( 即 :如 抽出 奖券 , 则 放 回 2 张 空 白 券 ,等 等 ). 问 甲 、 乙 、 

两 中 奖 的 概率 各 有 多 大 ? 

19. 某 作家 的 全 集 共 户 卷 , 现 买 来 套 ( 共 zzp 本 ) ,随机 地 分 成 ， 堆 ,每 

堆 户 本 , 问 “ 每 堆 都 组 成 整套 全 集 " 这 事件 的 概率 为 多 少 ， 

20. 在 例 1.1 中 ,把 胜 负 规 则 改 为 “ 谁 先 胜 四 局 者 为 胜 ”. 问 在 甲 2 胜 1 负 

的 情况 下 中 止 赌 博 ,应 按 怎样 的 比例 瓜分 赌 本 才 算 公平 ? 

21. 把 例 3.1 中 的 事件 咏 的 定义 改 为 : 召 = | 至 少 有 一 个 朋 子 掷 出 么 

点 | , 求 该 例 中 事件 4 的 条 件 概率 P(41|B)， 

直观 上 看 结果 应 相同 ,但 算出 的 结果 不 同 ,如 何 解 释 ? 

22. 在 例 2.3 中 ,把 ” 排 成 一 列 " 改 为 “ 排 成 一 圆圈 ". 证 明 例 中 所 说 的 事 

件 A 的 概率 为 人 )/( "  ) 
77? 772 

23. 四 人 打 桥 牌 , 问 :至 少 有 一 方 没有 A ”及 “至少 有 一 方 恰 有 两 个 A” 

这 两 个 事件 的 概率 . 

24. 有 一 个 半径 为 1 的 圆周 C. 甲 . 乙 二 人 各 自 独 立地 从 圆周 上 随机 地 
取 一 点 ,将 两 点 连 成 一 条 弦 上 ,用 几何 概率 的 方法 计算 “圆心 到 的 距离 不 小 
于 1/2 这 个 事件 的 概率 . 

25. 把 8 个 可 以 分 辩 的 球 随 机 地 放 和 人 7 个 可 以 分 辨 的 盒子 中 , 问 “ 其 中 
有 两 个 盒 各 得 2 球 ,一 个 盒 得 3 球 ,一 个 盒 得 1 球 " 这 事件 的 概率 是 多 少 ? 

26. 设 男女 两 性 人 口 之 比 为 $S1:49. 又 设 男人 色盲 率 为 2% ,女人 色 言 率 
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为 0.25$% . 现 随 机 抽 到 一 个 人 为 色盲 , 问 “ 该 人 为 男人 “的 概率 是 多 少 ? 

27. 设 有 z 个 独立 事件 Ai,，……，,A,, 其 概率 分 别 为 加 …， 血 , 记 户 = 

+… 二 思 . 设 0< 记 <1,i=1,…,2 .证 明 : 

(a)“A41，…,A, 都 不 发 生 " 这 个 事件 的 概率 小 于 e 2. 

(b)“A1,…,A, 中 至 少 发 生 & 个 "这 事件 的 概率 小 于 大 AL 

28. 投 摔 10 粒 均匀 仍 子 ,记事 件 

A= | 至 少 有 2 粒 货 子 出 么 点 | 

如 = | 至 少 有 1 粒 骨 子 出 么 点 | 

求 条 件 概率 P(A18). 

这 个 题 可 不 可 以 这 样 算 :既然 已 知 至 少 掷 出 一 个 么 点 ,不 妨 ( 因 各 骨 子 地 

位 对 称 ) 就 设 第 一 粒 人 子 掷 出 么 点 .因而 所 求 的 条 件 概率 为 : 掷 9 粒 仍 子 至 少 

出 现 一 个 么 的 概率 , 即 1- (SA6). 为 什么 ? 

29. 假定 某 种 病菌 在 全 人 口 的 带菌 率 为 10% ,又 在 检测 时 , 带 蓝 者 呈 阳 、 

阴性 反应 的 概率 为 0.95 和 0.05S, 而 不 带菌 者 呈 阳 、 阴 性 反应 的 概率 则 为 

0.01 和 0.99. 今 某 人 独立 地 检测 三 次 ,发 现 2 次 呈 阳 性 反应 ,t+ 次 旦 阴性 反 

应 . 问 ;”“ 该 人 为 带菌 者 “的 概率 是 多 少 ? 

30. 甲乙 二 人 约定 了 这 样 一 个 赌 博 规 则 :有 无 穷 个 盒子 ,编号 为 2 的 盒 

子 中 ,有 ?7 红 球 1 自 球 ,2 =1,2,…, 然 后 甲 拿 一 个 均匀 钢板 掷 到 出 现 正面 为 

止 . 若 到 这 时 甲 掷 了 = 次 , 则 甲 在 编号 为 ”的 盒子 中 抽出 一 个 球 ,如 抽 到 白 

球 算 甲 胜 ,否则 乙 胜 .你 认为 这 规则 对 淮 更 有 利 ? 
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第 二 章 “” 随机 变量 及 概率 分 布 

2.1 一 维 随机 变量 

2.1.1 随机 变量 的 概念 

顾名思义 ,随机 变量 就 是 “其 值 随 机 会 而 定 ” 的 变量 ,正如 随机 
事件 是 “其 发 生 与 否 随 机 会 而 定 ” 的 事件 . 机 会 表现 为 试验 结果 ,一 
个 随机 试验 有 许多 可 能 的 结果 ,到 底 出 现 哪 一 个 要 看 机 会 , 即 有 -- 
定 的 概率 .最 简单 的 例子 黄 如 掷 仍 子 , 掷 出 的 点 数 X 是 一 个 随机 
变量 , 它 可 以 取 1,…,6 等 6 个 值 .到 底 是 娜 一 个 ,要 等 括 了 虎 子 以 
后 才 知 道 .因此 又 可 以 说 ,随机 变量 就 是 试验 结果 的 函数 .从 这 一 
点 看 , 它 与 通常 的 函数 概念 又 没有 什么 不 同 . 把 握 这 个 概念 的 关键 
之 点 在 于 试验 前 后 之 分 :在 试验 前 ,我 们 不 能 预知 它 将 取 何 值 , 这 
要 凭 机 会 ,随机 ”的 意思 就 在 这 里 ,一 旦 试验 后 , 取 值 就 确定 了 . 比 
如 你 在 3 月 31 日 买 了 一 张 奖 券 , 到 6 月 30 开奖 . 当 你 买 下 这 张 奖 
券 的 后 我 就 对 你 说 :你 中 奖 的 金额 X 是 一 个 随机 变量 ,其 值 要 到 6 

月 30 日 “抽奖 试验 ”做 过 以 后 才能 知道 . 
明白 了 这 一 点 就 不 难 举 出 一 大 堆 随 机 变量 的 例子 .比如 ,你 在 

某 厂 大 批 产 品 中 随机 地 抽出 100 个 ,其 中 所 含 废品 数 X; 一 月 内 某 
交通 路 口 的 事故 数 X; 用 和 天平 征 量 某 物 体 的 重量 的 误差 X; 随 意 

在 市 场 上 买 来 一 架 电 视 机 ,其 使 用 寿命 X 等 等 ,都 是 随机 变量 . 
随机 变量 的 反面 是 所 谓 “ 确 定性 变量 ”, 即 其 取 值 遵 循 某 种 严 

格 的 规律 的 变量 . 例如 你 以 每 小 时 wa 公里 的 匀速 从 某 处 向 东 行 ， 
则 经 上 小 时 后 ,你 距 该 处 st 公里 .这 一 点 我 不 待 你 做 完 这 个 试验 
( 即 走 了 上 小 时 后 ) 就 能 准确 预知 .在 这 种 理想 的 条 件 下 ,你 与 该 处 
的 距离 X 并 非 随机 变量 . 然而 ,你 的 速度 必然 会 受到 许多 因素 , 包 
括 随机 性 因素 的 影响 ,而 成 为 不 能 预知 的 ,这 使 你 在 : 时 间 内 行走 
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的 距离 X 成 为 随机 变量 .从 绝对 的 意义 讲 , 许 多 通常 视 为 确定 性 

变量 的 量 , 本 质 上 都 有 随 柄 性 ,只 是 由 于 随机 性 干扰 不 大 , 以 至 在 

所 要 求 的 精度 之 内 ,不妨 把 它 作为 确定 性 变量 来 处 理 . 

再 考虑 一 个 打靶 的 试验 .在 靶 面 上 取 定 一 个 直角 坐标 系 

Ozy, 则 命中 的 位 置 由 其 坐标 (X, Y) 来 刻画 ,X,Y 都 是 随机 恋 

量 , 而 (X,Y) 则 称 为 一 个 二 维 随 机 向 量 或 二 维 随 机 变量 ,多 维 随 

机 向 量 (Xi,…，,X,) 的 意义 据 此 推广 .前 面 几 个 例子 中 的 X 都 是 

一 维 随 机 变量 ,通常 就 简称 随机 变量 . 

关于 随机 变量 (及 向 量 ) 的 研究 ,是 概率 论 的 中 心 内 容 . 这 是 因 

为 ,对 于 一 个 随机 试验 ,我 们 所 关心 的 往往 是 与 所 研究 的 特定 问题 

有 关 的 某 个 或 某 些 量 , 而 这 些 量 就 是 随机 变量 . 当然 ,有 时 我 们 所 

关心 的 是 某 个 或 某 些 特定 的 随机 事件 . 例如 ,在 特定 一 群 人 中 ,年 

收入 十 万 元 以 上 的 高 收入 者 ,及 年 收入 在 8000 元 以 下 的 低 收 入 

者 ,各 自 的 比率 如 何 , 这 看 上 去 像 是 两 个 孤立 的 事件 .可 是 , 若 我 们 

引进 一 个 随机 变量 的 X: 

，X = 随机 抽出 一 个 人 其 年 收入 

则 X 是 我 们 关心 的 随机 变量 . 上述 两 个 事件 可 分 别 表 为 {X > 

10000} 和 1X<30001 .这 就 看 出 :随机 事件 这 个 概念 实际 上 是 包容 
在 随机 变量 这 个 更 广 的 概念 之 内 .也 可 以 说 :随机 事件 是 从 静态 的 
观点 来 研究 随机 现象 ,而 随机 变量 则 是 一 种 动态 的 观点 ,一 如 数学 

分 析 中 的 常量 与 变量 的 区 分 那样 .变量 概念 是 高 等 数学 有 别 于 初 

等 数学 的 基础 概念 . 同样 ,概率 论 能 从 计算 一 些 孤 立 事件 的 概念 发 
展 为 一 个 更 高 的 理论 体系 ,其 基础 概念 是 随机 变量 . 

随机 变量 按 其 可 能 取 的 值 的 全 体 的 性 质 , 区 分 为 两 大 类 . 

一 类 叫 离散 型 随机 变量 .其 特征 是 只 能 取 有 限 个 值 , 或 虽 则 在 
理论 上 讲 能 取 无 限 个 值 ,但 这 些 值 可 以 毫 无 遗漏 地 一 个 接 一 个 排 
列 出 来 .前 者 的 例子 如 掷 仍 子 的 点 数 X(6 个 可 能 值 ) ,从 大 批 产 品 

中 抽出 100 个 其 中 的 废品 数 X(101 个 可 能 值 ); 后 者 的 例子 如 一 

月 内 某 交 通路 口 的 车 祸 数 , 它 理 论 上 讲 可 以 取 0,1,2,… 等 任 一 非 
负 整 数 为 值 .从 实用 的 观点 说 ,这 变量 也 只 能 取 有 限 个 值 .例如 ,可 
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肯定 它 不 会 超过 102 .但 由 于 不 像 前 两 例 那 样 有 一 个 明确 的 界线 ， 

不 如 把 它 视 为 能 取 无 穷 个 值 ,理论 上 倒 反 简 便 些 ， 

另 一 类 叫 连续 型 随机 变量 . 这 种 变量 的 全 部 可 能 取 值 不 仅 是 

无 穷 多 的 ,并 且 还 不 能 无 遗漏 地 逐一 排列 ,而 是 充满 一 个 区 间 . 例 

如 秤 量 一 物体 重量 的 误差 ,由 于 我 们 难于 明确 指出 误差 的 可 能 范 

围 ,不 妨 就 把 它 取 为 ( - co ,ce ) 更 方便 .又 如 电视 机 的 寿命 ,其 范围 

可 取 为 (0,co ), 也 是 一 种 抽象 . 

说 到 底 ， 连 续 型 变量 这 个 概念 只 是 一 个 数学 上 的 抽象 .任何 

量 都 有 一 定单 位 ,都 只 能 在 该 单位 下 量 到 一 定 的 精度 , 故 必 然 为 离 

散 的 .但 是 当 单 位 极 小 时 ,其 可 能 值 在 一 范围 内 会 很 密集 ,不 如 视 

为 连续 量 在 数学 上 更 易 处 理 .其 次 ,关于 连续 型 随机 变量 这 个 概念 
还 需 补 充 其 一 个 重要 方面 ,这 留 到 本 节 2.1.3 段 再 谈 ， 

2.1.2 离散 型 随机 变量 的 分 布 及 重要 例子 

全 究 一 个 随机 变量 ,不 只 是 要 看 它 能 取 哪 些 值 ,更 重要 的 是 它 
取 各 种 值 的 概率 如 何 . 例 如 从 一 大 批 产 品 中 随机 抽出 100 个 其 中 
所 含 废 品 数 X. 当 废 品 率 小 时 ,X 取 0,1,… 等 小 值 的 概率 大 . 反 
之 , 若 废品 率 很 高 , 则 X 取 大 值 的 概率 就 上 升 . 

定义 1.1 设 X 为 离散 型 随机 变量 ,其 全 部 可 能 值 为 {ai， 
a2…. 则 

六 = P(OX=a),i=1,2,… (1.1) 

称 为 X 的 概率 函数 

显然 有 

记 之 0,bpi+ 思 + = 1 (1.2) 

后 一 式 是 根据 加 法 定理 ,因为 事件 |1X= ai, 或 ca,… 为 必然 事 
件 , 而 又 可 表 为 一 些 互 斥 事件 |1X= cai,1X= ao … 之 和 . 

因此 ,概率 函数 (1.1) 给 出 了 :全 部 概率 工 是 如 何在 其 可 能 值 
之 加 分 配 的 .或 者 说 , 它 指出 了 概率 1 在 其 可 能 值 集 ai ,ca，，…| 
上 的 分 布 情况 .有 鉴于 此 , 常 把 (1.1) 称 为 随机 变量 X 的 “概率 分 

布 . 它 可 以 列表 的 形式 给 出 : 
。，44 。



  

  
可 能 值 

概 率 pl pp 六 

有 时 也 把 (1.3) 称 为 X 的 分 布 表 . 它 也 可 以 形象 地 用 图 2.1 表 出 . 

图 中 横 轴 上 标 出 可 能 值 之 坐标 ai , 而 在 w 处 的 紧 线 之 长 则 表示 事 

件 ;X =acif 的 概率 . 

C1 C2 人 

(1.3)   

书 

  

1     
Qi 

钢 2.1 

例如 , 掷 两 粒 均匀 盟 子 ,以 X 记 出 现 点数 之 和 , 则 X 取 2， 
3,…，,12 等 共 11 个 可 能 值 .要 确定 其 概率 分 布 ,只 好 对 上 述 每 个 ; 

去 计算 P(X=i) ,例如 z=6. 投 两 个 仍 子 可 出 现 36 种 不 同 的 但 等 
可 能 的 组 合 , 其 中 有 利于 事件 1X = 6 的 组 合 有 SS 种 , 即 (1,S)， 
(535,1),(2,4),(4,2),(3,3). 故 pg=PCOX=6)=S436. 类 似 地 算出 

其 他 思 .X 的 分 布 表 为 

可 能 值 2?2345678910 0 
  

  

1 2 31414939 6 5 4 3 72 ] 

概 率 |36 关 363 亲 3633 亲 订 基 

(1.4) 

对 离散 型 变量 ,用 概率 函数 去 表达 其 概率 分 布 是 最 方便 的 .也 
可 以 用 正面 定义 的 分 布 函数 : 

定义 1.2 设 X 为 一 随机 变量 , 则 函数 

P(X 委 zz)= 下 (rz), -coe<xz<oco (1.5) 

称 为 X 的 分 布 函数 .注意 这 里 并 未 限定 X 为 离散 型 的 : 它 对 于 任 

何 随机 变量 都 有 定义 . 对 离散 型 随机 变量 而 言 ,概率 函数 与 分 布 函 
数 在 下 述 意义 上 是 等 价 的 , 即 知道 其 一 即 可 决定 另 一 个 .事实 上 ， 
大 知 道 概率 函数 (1.1), 则 
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F(z) = P(X 生 xz) = 2oiiho<al 让 

这 个 和 号 的 意思 ,是 指 求 和 只 对 满足 条 件 w 委 z 的 那些 ; 去 进行 . 

如 对 上 例 而 言 ,由 分 布 表 (1.4) 算 出 

F(-1) = 0,F(2.$) = 1736， 

F($) = (1+2+3+4)7[36 = 5718 

等 等 . 反 过 来 ,由 分 布 函数 也 易 决 定 分 布 表 . 仍 以 此 例 来 说 ,如 知道 

了 X 的 分 布 函数 FGCz), 则 为 算 名 =PGX=i) =2,3,…，,11, 只 

IX 云 = |IX 二 -+1IX= 

且 右 边 两 事件 互 斥 . 于 是 

F(G) =P(X 雪 i)= P(X 去 1-1)+POX=Di 
= 下 (一 1)+POX= 7) 

因而 户 =P(X-i)=FGD) 一 下 GE 一 1). 

对 任何 随机 变量 X ,其 分 布 函数 F(z) 具 有 下 面 的 一 般 性 质 : 

1 下 ( 并 ) 是 单调 非 降 的 : 当 (zxziKxz>) 时 ,有 F(Czi)SF(Cz2)， 

这 是 因为 当 zl<xz 时 ,事件 1X 委 zii} 列 含 事件 上 1X 雪 zx , 因 

而 前 者 的 概率 不 能 超过 后 者 的 概率 . 

2” 当 z 一 co 时 ,F(Cz) 一 1 当 z 一 -oo 时 ,下 (z) 一 0. 

这 是 因为 , 当 zco 时 ,|X 委 z} 愈 来 愈 接近 于 必然 事件 , 故 其 

概率 , 即 下 (z) ,应 趋 于 必然 事件 的 概率 , 即 1. 类 似 地 得 出 后 一 论 
新 . 

下 面 来 讨论 几 个 在 应 用 上 常见 的 离散 型 随机 变量 的 例子 . 

例 1.1 设 某 事件 A 在 一 次 试验 中 发 生 的 概率 为 训 . 现 把 这 

试验 独立 地 重复 2 次 ,以 X 记 A 在 这 ”次 试验 中 发 生 的 次 数 . 则 
X 可取 0,1,……?2 等 值 .为 确定 其 概率 分 布 ,考虑 事件 |X= ij. 要 
这 个 事件 发 生 ,必须 在 这 ?7” 次 试验 的 原始 记录 

A4A44.…A44A 

中 ,有 ii 个 Am -ii 个 A. 每 个 4A 有 概率 户 而 每 个 有 概率 1 - ). 

又 “7 次 试验 独立 "表示 在 每 次 中 A 出 现 与 和 否 与 其 他 次 试验 的 结 
.46 .



果 独 立 . 因 此 概率 乘法 定理 给 出 :每 个 这 样 的 原始 结果 序列 发 生 的 

概率 ,为 大 (1 一 户 ) 天 .又 因为 在 2 个 位 置 中 A 可 以 占据 任何 :个 

位 置 , 故 共有 上 种 可 能 .由 此 得 出 

六 -003 = 人 jz Dr 0,1 (1.6) 
了 

X 所 遵从 的 概率 分 布 (1.6) 称 为 二 项 分 布 , 并 常 记 为 

B(2 ,pp). 以 后 , 当 随 机 变量 X 服从 基 种 分 布下 时 ,我 们 用 X 一 开 

来 表达 这 一 点 .例如 ,X 服从 二 项 分 布 就 记 为 X 一 B(m, 力 ). 

二 项 分 布 是 最 重要 的 离散 型 概率 分 布 之 一 . 上面 已 指出 :变量 

X 服从 这 个 分 布 有 两 个 重要 条 件 : 一 是 各 次 试验 的 条 件 是 稳定 

的 ,这 保证 了 事件 A 的 概率 训 在 各 次 试验 中 保持 不 变 ; 二 是 各 次 

试验 的 独立 性 .现实 生活 中 有 许多 现象 程度 不 同 地 符合 这 些 条 件 ， 

而 不 一 定 分 厘 不 差 .例如 , 某 三 每 天 生产 ”个 产品 , 若 原 材料 质 

量 .机 器 设备 、. 工 人 操作 水 平等 在 一 段 时 期 内 大 体 保 持 稳定 , 且 每 

件 产 品 之 合格 与 否 与 其 他 产品 合格 与 否 并 无 显著 关联 , 则 每 日 的 

废品 数 X 大 体 上 服从 二 项 分 布 . 又 如 一 大 批 产 品 N 个 ,其 废品 率 

为 户 .从 其 中 逐一 抽取 产品 检验 其 是 否 废品 , 共 抽 ? 个 . 若 每 次 抽 

出 检验 后 又 放 回 且 保 证 了 每 次 抽取 时 ,每 个 产品 有 同等 的 1ZN 的 

机 会 被 抽出 , 则 这 ”个 产品 中 所 含 废 品 数 X 就 相当 理想 地 遵从 二 

项 分 布 B(z,p) 了 .反之 ,如 果 每 抽出 一 个 检验 后 即 不 放 回 去 , 则 

下 一 次 抽取 时 ,废品 率 已 起 了 变化 ,这 时 X 就 不 再 服从 二 项 分 布 
了 .但 是 , 知 六 远大 于 ?, 则 即使 不 放 回 ,对 废品 率 影 响 也 极 小 .这 

时 ,X 仍 可 近似 地 作为 二 项 分 布 来 处 理 . 

例 1.2 波 蛙 松 分 布 . 若 随机 变量 X 的 可 能 取 值 为 0,1， 
2,…, 且 概率 分 布 为 

P(X= 7) =e ijil (1.7) 

则 称 X 服从 波 哇 松 分 布 , 常 记 为 X 一 P(1). 此 处 人 >0 是 某 一 常 

数 . (1.7) 右 边 对 ;=0,1,… 求 和 的 结果 为 1, 可 以 从 熟知 的 公式 ex 
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= >Vaajil 得 出 . 
1 =0 

这 个 分 布 也 是 最 重要 的 离散 型 分 布 之 一 , 它 多 是 出 现在 当 X 

表示 在 一 定 的 时 间或 空间 内 出 现 的 事件 个 数 这 种 场合 .前 面 提 到 

的 在 一 定时 间 内 某 交 通路 口 所 发 生 的 事故 个 数 ,是 一 个 典型 的 例 

子 . 这 分 布 产生 的 机 制 也 可 以 通过 这 个 例子 来 解释 .为 方便 计 , 设 

所 观察 的 这 段 时 间 为 [0,1). 取 一 个 很 大 的 自然 数 ，, 把 时 间 段 

10 ,1) 分 为 等 长 的 7 段 : 

1 2 一 1 > Te 
了 

上 0 一 ).2=| 7 

三 于 ,1 

作 几 个 假定 : 

| 

1" 在 每 段 / 内 , 恰 发 生 一 个 事故 的 概率 ,近似 地 与 这 段 时 

间 之 长 二 成 正比 , 即 可 取 为 ) 和 .又 假定 在 交 很 大 因而 1 很 小 
时 ,在 /; 这 么 短暂 的 一 段 时 间 内 ,要 发 生 两 次 或 更 多 的 事故 是 不 
可 能 的 .因此 ,在 / 时 段 内 不 发 生 事故 的 概率 为 1-17n 

2”。 /1,…, 1 各 段 是 否 发 生 事故 是 独立 的 ， 
把 在 [0,1) 时 段 内 发 生 的 事故 数 X 视 作 在 呈 个 小 时 段 1 

/, 内 有 事故 的 时 段 数 , 则 按 上 述 1*,2" 两 条 假定 ,和 应 服从 二 项 分 
布 刀 (2 ,xz ). 于 是 

P(X = i= 六 (1.8) 
?7 7 了 

严格 讲 ,(1.8) 只 是 近似 成 立 而 非 严 格 等 式 .因为 在 假定 工 中 ,在 
每 时 段 内 发 生 一 次 事故 的 概率 只 是 近似 地 为 za. 当 zce 取 极 
限时 ,就 得 到 确切 的 答案 .注意 当 一 co 时 

站 庆 =2 人 全) 一 e 
了 

得 知 (1.8) 式 右边 以 e 人 “AI 为 极限 .由 此 得 出 (1.7). 
从 上 述 推 寻 看 出 : 波 哇 松 分 布 可 作为 二 项 分 布 的 极限 而 得 到 
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一 般 地 说 , 若 X 一 B(2, 记 ), 其 中 很 大 ,加 很 小 而 zzp=A 不 太 大 

时 , 则 X 的 分 布 接近 于 波 哇 松 分 布 P(4). 这 个 事实 在 所 述 条 件 下 

可 将 较 难 计算 的 二 项 分 布 转化 为 波 哇 松 分 布 去 计算 ,看 一 个 例子 . 

例 1.3 现在 需要 100 个 符合 规格 的 元 件 . 从 市 场 上 买 的 该 

元 件 有 废品 率 0.01. 故 如 只 买 100 个 , 则 它们 全 都 符合 规格 的 机 

会 慌 怕 不 大 ,为 此 ,我 们 买 100+a 个 .ea 这 样 取 , 以 使 “在 这 100+ 

a 个 元 件 中 至 少 有 t00 个 符合 规格 "这 事件 A 的 概率 不 小 于 
0.95. 问 wa 至 少 要 多 大 ? 

在 此 ,我 们 自然 假定 各 元 件 是 否 合 格 是 独立 的 .以 X 记 在 这 

100+ a 个 元 件 中 所 含 废 品 数 , 则 X 有 二 项 分 布 妃 (100 + a， 

0.01). 事 件 A 即 事件 {1X 委 ci ,于 是 A 的 概率 为 

P(A) = > P(Gx = i) = > ( 0.0D (0.9)me 

(1.9) 
为 确定 最 小 的 a 使 P(A)0.95 ,我 们 得 从 ae =0 开 始 , 对 a=0， 

1,2,… 依 次 计算 (1.9) 式 右边 之 值 , 直 到 算出 0.95 的 结果 为 止 . 

这 很 麻烦 ， 

由 于 100+ a 这 个 数 较 大 而 0.01 很 小 ,(100+ a)(0.01) = 

1+at(0.01) 大 小 中 ,可 近似 地 用 波 哇 松 分 布 计 算 .由 于 平均 在 100 

个 中 只 有 一 个 废品 ,a 谅 必 相当 小 . 故 可 以 用 1 近似 地 取代 1+a 

《0.01). 由 此 ,X 近似 地 服从 让 哇 松 分 布 P(1) ,因而 

P(X 扫 au) >yerljil 
TI 一 们 

计算 出 当 a =0,1,2,3 时 ,上 式 右边 分 别 为 0.368,0.736,0.920 

和 10.981. 故 取 a<=3 已 够 了 . 

除了 二 项 和 波 哇 松 这 两 个 最 重要 的 离散 型 分 布 外 ,还 有 几 个 

离散 型 分 布 ,其 重要 性 略 次 一 些 , 但 也 很 常用 .其 中 有 超 几 何 分 布 
与 负 二 项 分 布 . 

例 1.4 考虑 第 一 章 的 例 2.1, 以 X 记 从 个 产品 中 随机 抽 

出 ?2 个 里 面 含 废品 数 . 按 该 例 的 计算 ,X 的 分 布 为 (第 一 章 (2.7) 
由 49 。



  

式 ): 

P(X = mm) = (人 (1.10) 
7I2 1 一 77 

至 于 zz 的 取 值 范围 ,必须 0 志和 2 委 M 及 7 一 帮 迄 和 -AM 例如 ,入 

=500,z2=50,M=25, 则 mm 的 范围 为 0 委 委 25.(1.10) 称 为 超 

几何 分 布 ,是 因为 其 形式 与 “ 超 几何 函数 "的 级 数 展 式 的 系数 有 关 . 

这 个 分 布 在 涉及 抽样 的 问题 中 常用 ,特别 当 N 不 大 时 .因为 

通常 在 抽样 时 ,多 是 像 在 本 例 中 这 样 “ 无 放 回 的 ”, 即 已 抽出 的 个 体 

不 再 有 放 回 去 以 供 再 次 抽出 的 机 会 ,这 就 与 把 ”个 同时 抽出 的 效 

果 一 样 . 如 果 一 个 一 个 地 抽 而 抽出 过 的 仍 放 回 , 则 如 在 例 1.1 中 已 

指出 的 ,结果 是 二 项 分 布 .在 例 1.1 中 也 曾 指出 :车 zZN 很 小 , 则 

放 回 与 不 放 回 差别 不 大 .由 此 可 见 , 在 这 种 情况 下 超 几 何 分 布 应 与 
二 项 分 布 很 接近 .确切 地 说 , 若 X 服从 超 几 何 分 布 (1.10), 则 当 7 

固定 , MLN = 关 固 定 ,N 一 co 时 ,X 近 似 地 服从 二 项 分 布 

BC, 轧 ). 

例 1.5 为 了 检查 某 厂 产品 的 废品 率 上 大 小 ,有 两 个 试验 方 
案 可 采取 :一 是 从 该 三 产品 中 抽出 若干 个 ,检查 其 中 的 废品 数 X， 

这 一 方案 导致 二 项 分 布 ,已 于 前 述 . 另 一 个 方案 是 先 指定 -一 个 自然 

数 .一 个 一 个 地 从 该 厂 产品 中 抽样 检查 ,直到 发 现 第 > 个 废品 为 
止 .以 X 记 到 当时 为 止 已 检 出 的 合格 品 个 数 . 显然 , 若 废 品 率 户 
小 , 则 . X 倾向 于 取 较 大 之 值 ,反之 当 户 大 时 , 则 X 倾向 于 取 小 值 . 
故 X 可 用 于 考究 户 的 目的 . 

为 计算 X 的 分 布 ,假定 各 次 抽取 的 结果 (是 废品 或 否 ) 是 独立 
的 , 且 每 次 抽 得 废品 的 概率 ,保持 固定 为 训 . 考察 |1X = 站 这 个 事 
件 ,为 使 这 个 事件 发 生 ,需要 以 下 两 个 事件 同时 发 生 :@ 在 前 ;+ 

r~ 一 1 次 抽取 中 , 恰 有 > 一 工 个 废品 .@ 第 ;+y 次 抽出 废品 . 按 所 作 
假定 ,这 两 事件 的 概率 分 别 为 be(r-1;i+r-1,b) 和 旋 . 再 由 独 
立 性 , 即 得 

P(X=zi)=pr-13+r 一 1 力 ) 旋



  

-| 了 jxa 玫 )， (1.11) 
六 一 1 

(=0,1;,2,…) 

这 个 分 布 称 为 负 二 项 分 布 . 这 名 称 的 来 由 ,一 则 由 于 ”“ 负 指数 二 项 

展开 式 - 

2 、/ 一 . 2 AT+7r 一 TY Ga 1 7 F 
z=0 了 i =0 ? 

2 | 
二 人 并 

zi 一 0 六 一 工 

中 令 x=1- 妨 并 两 边 乘 以 妇 ,得 

沁 的 出 
1= 六 [1-( 人 1 六)] = 之/ jza- 人 7 

(这 验证 了 分 布 (1.11) 确 满足 (1.2)). 另 一 则 由 于 例 中 所 描述 的 试 

验方 式 , 它 与 二 项 分 布 比 是 “ 反 其 道 而 行 之 ” :二 项 分 布 是 定 下 总 抽 

样 个 数 ”而 把 废品 个 数 X 作为 变量 ; 负 二 项 分 布 则 相反 , 它 定 下 

废品 个 数 > 而 把 总 抽样 次 数 减 去 > 作为 变量 . 

_ 个 重要 的 特例 是 ， -= 1. 这 时 , 注意 到 中): 1 之 约定 ， 
(1.11) 成 为 

P(X=1i)=D 户 (1-Db)i =0,1,2,… (1.12) 

概率 六 , 思 (1- 访 ),(1 一 已) … 呈 公 比 作为 1- 户 的 几何 级 数 , 故 
分 布 (1.12) 又 常 称 为 几何 分 布 . 

2.1.3 连续 型 随机 变量 的 分 布 及 重要 例子 

连续 型 随机 变量 的 意义 已 在 2.1.1 段 中 解释 过 . 对 这 种 变量 

的 概率 分 布 ,不 能 用 像 离散 型 变量 那 种 方法 去 描述 . 原因 在 于 ,这 
种 变量 的 取 值 充满 一 个 区 间 ,无 法 一 一 排出 .着 指定 一 个 值 < , 则 
变量 X 恰好 是 a 一 丝 不 差 , 事 实 上 不 可 能 .如 在 秤 量 误 差 的 例 中 ， 
如 末 你 认定 天 平 上 的 读数 (刻度 ) 是 “无 限 精 细 ”, 则 “误差 正好 为 
r-3 虽 原 则 上 不 能 排除 ,但 可 能 性 也 极 微 以 至 只 能 取 为 0. 如 在 

. 5l . 
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刘 面 上 指定 一 个 几何 意义 下 的 点 ( 即 只 有 位 置 而 无 任何 向 度 ), 则 

“射击 时 正好 命中 该 点 ”的 概率 ,也 只 能 取 为 0. 

刻画 连续 型 随机 变量 的 概率 分 布 的 一 个 方法 ,是 使 用 (1.5) 式 

所 定义 的 概率 分 布 呆 数 .但 是 ,在 理论 和 实用 上 更 方便 因而 更 常用 

的 方法 ,是 使 用 所 谓 “ 概 率 密度 函数 "或 简称 密度 函数 . 

定义 1.3 设 连 续 性 随机 变量 X 有 概率 分 布 图 数 F(Cz ), 则 

FFCZz) 的 导数 FAz)= 下 (z), 称 为 X 的 概率 密度 函数 ， 

“密度 函数 "这 名 词 的 来 由 可 解释 如 下 . 取 定 一 个 点 工 , 则 按 分 

布 函 数 的 定义 ,事件 |z<Xs 委 z+Ai 的 概率 (>0 为 常数 ) ,应 为 

FCz+A)-EFz). 所 以 ,比值 LEFGz+AP)- 下 (zxz)AA 可 以 解释 为 
在 z 点 附近 六 这 么 长 的 区 间 (z,z+) 内 ,单位 长 所 占有 的 概率 . 

令 A->0, 则 这 个 比 的 极限 , 即 F(z)= FCz), 也 就 是 在 z 点 处 (无 

穷 小 区 段 内 ) 单 位 长 的 概率 ,或 者 说 , 它 反 映 了 概率 在 zx 点 处 的 

密集 程度 ` .你 可 以 设想 一 条 极 细 的 无 穷 长 的 金属 杆 , 总 质量 为 
1 ,概率 密度 相当 于 杆 上 各 点 的 质量 密度 . 

连续 型 随机 变量 X 的 密度 函数 ALz) 都 具有 以 下 三 条 基本 性 
质 : 

] (zxz)>0 

2 | FAz)dz 一] 

3"。 对 任何 常数 上 < 有 * 
P(e<X 挟 0)= FLO) - Fa) = | Cr)dz (1.13) 

1 显然 .2 是 说 全 部 概率 为 1 .3" 是 微 积分 的 基本 定理 ( 定 积 分 与 
导数 的 关系 ) 的 直接 应 用 .实际 上 ,2" 是 3" 当 a= -co 和 80=oco 的 
特例 . 

图 2.2(a),(b) 分 别 表示 某 一 连续 型 变量 X 的 分 布 函数 下 和 
    

* 由 于 连续 型 变量 到 一 个 点 的 概率 为 0, 故 区 间 的 端点 是 否 包括 在 内 无 影响 ,也 就 
是 说 ,jes 入 oae<X<pbtla<X 委 和 和 fa<X<b+ 这 四 个 事件 都 有 同 - -的 概率 
(1.13)， 
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密度 函数 太 从 密度 函数 的 图 上 可 以 明显 看 出 该 分 布 的 一 些 特点 . 

例如 概率 最 大 的 集中 区 在 w 点 附近 ,而 在 这 点 的 两 边 呈 对 称 性 的 
衰减 .图 中 斜 线 标 出 部 分 的 面积 表示 变量 X 落 在 <,2 之 间 的 概 
率 . 这 些 特点 从 分 布 函数 的 图 上 就 不 那么 容易 看 出 来 . 

.or) 

  3 
壮 OO LO 蕊 

(b) 

  

图 2.2 

下 面 举 一 些 重要 的 连续 型 分 布 的 例子 
例 1.6 正 态 分 布 . 

如 果 一 个 随机 变量 具有 概率 密度 函数 
Hz) = (V27ro)rierer 2 -oo<r<oo (114) 

则 称 X 为 正 态 随机 变量 并 记 为 X~ N(w,c2). 这 里 N 为 “Nor- 
mal 一 词 的 首 字 母 .wk 和 都 是 常数 ,w 可 以 取 任 何 实数 值 而 0< 

co2< co .它们 称 为 这 个 分 布 的 “参数 ", 其 概率 意义 将 在 第 三 音 说 
明 . 

需要 证 明 A(z) 确 可 以 作为 一 个 概率 密度 .为 此 须 验 证 F(z) 

>>0,| (zjdz = 1. 前 者 显然 .为 证 后 者 , 作 变 数 代 换 上 (7 - 
AA)《a ,转化 为 证 明 

7 = | se2d = 2r (1.15) 

为 证 此 式 ,考虑 

六 一 | sd ce 一 seeoaazdz 

转化 成 极 坐 标 上 = rcosb,x = rsing ,上 式 转化 为 
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27 co 

产 = | dg| ce- 2rdr 一 2 

即 (1.15). 
冰 数 (1.14) 的 图 形 约 如 图 2.2b. 它 关于 /w 点 对 称 , 而 后 往 两 

个 方向 衰减 ,属于 “两头 低 , 中 间 高 "这 种 正常 状况 下 一 般 事物 下 所 

处 的 状态 .例如 一 群 人 的 身高 或 体重 ,特大 和 特 小 的 居 少 而 中 间 状 

态 的 居多 .举凡 人 的 收入 ,大批 制造 的 同一 产品 的 某 一 指标 等 ,都 

在 不 同 程度 上 符合 这 一 分 布 .这 不 但 说 明了 - 正 态 "这 名 字 的 来 由 ， 

也 说 明了 这 种 分 布 的 重要 性 . 正 态 分 布 还 有 理论 上 的 解释 ,这 一 点 

留待 下 一 章 3.4 节 再 谈 . 

当 w=l,c2=1 时 ,(1.14) 成 为 

Fz) = err27V (1.16) 
它 是 正 态 分 布 N(0,1) 的 密度 栅 数 . N(0,1) 称 为 “标准 正 态 分 

布 .在 概率 论著 作 中 ,其 密度 函数 和 分 布 函 数 常 分别 记 为 p(z) 

和 有 (z), 并 造 有 很 仔细 的 表 . 本 书 也 附 有 一 个 简单 的 @(z) 的 

表 . 标 准 正 态 分 布 之 所 以 重要 ,一 个 原因 在 于 :任意 的 正 态 分 布 

N(5w,o”) 的 计算 很 容易 转化 为 标准 正 态 分 布 N(0,1). 事 实 上 , 容 
易 证 明 : 

若 X 一 No), 则 Y=(X-p)M~ NO0,1)(1.17) 

事实 上 
P(Y 委 z)=P(X-ApM 委 z)= P(X 扫 0+ozr) 

天 十 GZ 2 ，? 
一 (V | ep) 2o dt 

=(V 歼 ) 寺 ea2dz 

其 导数 , 即 Y 的 密度 函数 , 正 是 (V28)-Le-*2. 这 证 明了 

Ne 忆 (-1 委 X 委 2), 则 因 (X 一 
1.5) 人 ~ 一 N(0,1), 故 

P(_1 二 往 二 2) =-P{: 1 515< 了 5 
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= P(-1.25 过 (X-1.$) 人 过 0.25) 

= @(0.2$) - 蕙 (- 1.25) (1.18) 

然后 查 标准 正 态 分 布 下 的 表 . 表 上 只 有 @B(z) 当 人 0 之 值 .对 

Z<0, 可 利用 公式 

各 (zz)=1-(-- 工 ) (1.19) 

而 转化 为 x >0 的 情况 . (1.19) 的 证 明 很 简单 

gB(z)= (VD)-| ec2di = (V 了 于) ee22d 

=- (V 于 )-| er72dt -(CV 玩 )| cad 
=1-G6(->) 

用 (1.19), 由 (1.18) 式 得 

P(-1 迄 X 委 2) = G6(0.25) + 功 (1.2$) -1 

查 @G(z) 的 表 , 得 画 (0.2$) =0.$987,G(1.25) =0.8944 ,于 是 得 
到 P(-1 委 X 委 2)=0.4931. 

例 1.7 指数 分 布 . 

若 随机 变量 X 有 概率 密度 函数 

Me 和 习 , 当 工 >0 
和 zxz) = 0 当 ， <<0 (1.20) 

则 称 X 服从 指数 分 布 .其 中 1 >0 为 参数 " ,其 意义 将 在 后 面 痢 
明 . 

由 于 F(z)=0 当 z 委 0, 表 示 随 机 变量 取 负 值 的 概率 为 0:X 

只 取 正 值 . F(z) 在 zz=0 处 之 值 和 >0, 故 密度 函数 F(z) 在 过 =0 

处 不 连续 .图 2.3 中 摘出 了 这 函数 当 =1( 虚 线 ) 和)=2( 实 线 ) 
时 的 图 形 . 

变量 X 的 分 布 函数 易 求 得 为 

当 工 迄 0 工 0， 
FOOD -roa -1 (1.21 ) 

* 因为 和 >0,z>0,(1,2) 式 ex 之 指数 -)z 总 取 负 值 .由 于 这 个 原因 ,也 有 把 
《1.20) 称 为 负 指数 分 布 的 ， 
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指数 分 布 最 常见 的 一 个 场合 是 寿 

命 分 布 . 设想 一 种 大 批 生 产 的 电子 元 

件 ,其 寿命 X 是 随机 变量 .以 下 (z) 记 

X 的 分 布 函数 .我 们 来 证 明 : 在 一 定 的 

条 件 下 ,F(Cz) 就 是 (1.21). 

我 们 要 作 的 假定 ,从 技术 上 说 就 是 

“无 老化 就 是 说 : "元件 在 时 刻 z 尚 

图 2.3 能 正常 工作 的 条 件 下 ,其 失效 率 总 保持 

为 某 个 常数 1 >0, 与 过 无 关 ”. 失 效率 

就 是 单位 长 度 时 间 内 失效 的 概率 .用 条 件 概率 的 形式 ,上述 假定 可 

表 为 

  

  

P(z 挟 X 坟 zz+AIX>z)A 几 = 1, 关 ->0 

此 式 解释 如 下 :元 件 在 时 刻 z 时 尚 正常 工作 ,表示 其 寿命 大 于 z， 
即 X>z. 在 工 处 ,长 为 疡 的 时 间 段 内 失效 , 即 zx 委 X 委 过 + 万. 把 

这 个 条 件 概率 除 以 时 间 段 之 长 疡 , 即 得 在 zx 时 刻 的 平均 失效 率 . 
再 令 记 一 0, 得 瞬时 失效 率 , 按 假定 , 它 应 为 常数 1. 

按 条 件 概率 定义 ,注意 到 P(X>z)=1- 下 (z)，, 又 

1 >xiiz 生 X 过 zz+h= zc<X 扫 工 十 户 

有 

P(Uz 委 X 扫 过 + 户 | 生 >) 
=Prz<X 和 rz+A)A 人 AI- 下 (zhy)) 

= [TCFCz + 万 ) 一 下 (z))A]AML- 下 (z)) 
一 下 (z)A1L -FFOz))= 

这 个 微分 方程 的 通 解 为 FE(z)=1- Ce 和 ( 当 z>0.z 生 0 时 
F(z) 为 0). 贡 数 C 可 用 初始 条 件 下 (0) =0( 因 为 F(0)= POCOX 云 
0) ,而 寿命 和 过 0 的 概率 为 0) 定 出 为 1, 这样 就 得 到 (1.21) 式 . 

从 这 个 推导 也 可 以 完 见 参数 1 的 意义 .1 为 失效 率 . 失效 率 愈 
高 ,平均 寿命 就 愈 小 .下 一 章 ( 见 第 三 章 例 1.3) 将 证 明 :1-1 就 是 平 
均 寿 命 . 

由 本 例 可 见 : 指 数 分 布 描述 了 无 老化 时 的 寿命 分 布 ,但 “无 老 
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化 "是 不 可 能 的 ,因而 只 是 一 种 近似 . 对 一 些 寿 命 长 的 元 件 ,在 初期 

阶段 老化 现象 很 小 .在 这 一 阶段 ,指数 分 布 比较 确切 地 描述 了 其 寿 

命 分 布 情况 .又 如 人 的 寿命 ,一 般 , 在 50 岁 或 60 岁 以 前 ,由 于 生理 

上 老化 而 死亡 的 因素 是 次 要 的 .大 排除 那些 意外 情况 ,人 的 寿命 分 

布 在 这 个 阶段 也 应 接近 指数 分 布 . 

例 1.8 威 布 尔 分布 . 

若 考虑 老化 , 则 应 取 失 效率 随时 间 而 上 升 , 不 能 为 常数 ,而 应 

取 为 一 个 z 的 增 图 数 ,例如 4z ,对 某 个 常数 和 >0,m >0. 在 这 个 

条 件 下 , 按 上 例 的 推理 ,将 得 出 :寿命 分 布 下 (z) 满 足 微 分 方程 

FF (zj 人 人 1-FGz)]j=Az” ,此 与 初始 条 件 F(0)=0 结 合 , 得 出 

FF(z) = 工 一 erO0otDT 
取 a= 思 +1L1Ca>1), 并 把 六 XMLCm +1) 记 为 和 ,得 出 

F(z)=1-err>0 (1.22) 

而 F(z)=0 当 z 委 0. 此 分 布 之 密度 函数 为 

al1wMr 
F(z) -| 科 e 7Z>0 (1.23) 

0， Z< 10 

《1.22) 和 (1.23) 分 别称 为 威 布 尔 分 布 函 数 和 威 布 尔 密度 函数 . 它 

与 指数 分 布 一 样 ,在 可 靠 性 统计 分 析 中 占 重要 的 地 位 .实际 上 指数 

分 布 是 威 布尔 分 布 当 < =1 时 的 特例 . 

例 1.9 均匀 分 布 . 

设 随 机 变量 X 有 概率 密度 函数 

1[(0-a), 当 wa 委 工 委 8 
大 (xz) = 0 其 他 (1.24) 

则 称 X 服从 区 间 [a ,6 上 的 均匀 分 布 ,并 常 记 为 X 一 R(c,p). 这 
里 a ,b 都 是 常数 ,- co<a<2p8< eco. 均匀 分 布 这 个 名 称 的 来 由 很 
明显 :因为 密度 消 数 和 在 区 间 [a ,] 上 为 常数 , 故 在 这 区 间 上 , 概 
率 在 各 处 的 密集 程度 一 样 .或 者 说 ,概率 均匀 地 分 布 在 这 区 间 上 . 

均匀 分 布 Ra ,6) 的 分 布 机 数 是 
四 S7 se



0 ， 过 妇 na 

-ea -osa< (1.25) 

] ， 工 之 咏 

乒 和 下 的 图 形 分 别 如 图 2.4a,b 所 示 . 

7 0 Flz) 

OO aa 万 

图 2.4 

在 计算 时 因 “ 四 舍 五 人 ”而 产生 的 误差 , 若 以 被 含 人 的 那 一 位 

的 前 一 位 为 单位 , 则 可 认为 这 个 舍 人 误差 服从 均匀 分 布 尺 ( 一 1Z2， 
1L2) .均匀 分 布 的 一 个 好 处 是 :借助 于 它 容易 实现 对 分 布 的 模拟 . 
首先 , 若 以 某 种 方法 产生 “随机 数 ”( 即 像 0,1,…,9 这 十 个 数字 出 
现 的 概率 都 是 1Z10 的 那 种 数字 , 它 可 以 用 “ 摸 球 ”等 方式 来 实现 . 
实用 上 用 计算 机 程序 可 在 短 时 间 内 产生 大 量 随机 数 一 -- 严 格 地 
说 ,计算 机 中 产生 的 并 非 完 全 随机 ,但 很 接近 , 故 有 时 称 为 伪 随 机 
数 ) , 则 如 取 z 足够 大 ,而 独立 地 产生 ”个 随机 数字 al,……,a， 时 ， 

则 X=0'aiaz…a 就 很 接近 于 [0,1] 均 匀 分 布 尺 (0,1). 对 一 般 分 
布 浮 数 F(z), 若 下 (z) 处 处 连续 且 严 格 上 升 , 则 其 反 函 数 G 存 
在 ,这 时 易 见 , 若 X~R(0,1), 则 G(X) 一 下 .事实 上 ,1G(OX) 云 

zi 这 个 事件 ,就 是 IF(G(X)) 委 FFCz) 即 1X 雪 FE(z)} 因而 ( 注 
意 到 R(0,1) 的 分 布 函数 为 F(z)= 工 当 0<z<1l) 

PIG(X) 委 z) = POX 二 Frz)) = FFCz) 
这 证 明了 G(X)~. 这 样 ,用 上 述 模拟 方法 产生 X 的 模拟 值 后 ， 
代入 G 中 即 得 分 布 忆 的 模拟 值 . 这 个 方法 在 模拟 研究 中 常用 ,而 
显示 了 均匀 分 布 的 重要 性 .均匀 分 布 还 有 其 他 重要 的 理论 性 质 , 不 
能 在 此 细 论 了 . 
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还 有 几 个 在 统计 应 用 上 很 重要 的 连续 型 分 布 ,这 留待 本 章 

2.4 节 去 讨论 . 

2.2 ”多维 随 机 变量 (随机 辐 量 ) 

2.2.1 离散 型 随机 向 量 的 分 布 

随机 向 量 的 概念 在 2.1 节 2.1.1 段 中 已 提 及 过 了 .一 般 , 设 X 

=(Xi,X?，…X,) 为 一 7 维 向 量 , 其 每 个 分 量 , 即 XI，…X，，, 都 

是 一 维 随机 变量 , 则 称 X 是 一 个 2” 维 随 机 向 量 或 ” 维 随机 变量 . 

与 随机 变量 一 样 ,随机 向 量 也 有 离散 型 和 连续 型 之 分 .本 段 先 

考虑 前 者 ,一 个 随机 向 量 X= (Xi，……,X。), 如 果 其 每 一 个 分 量 X; 
都 是 一 维 离散 型 随机 变量 , 则 称 X 为 离散 型 的 . 

定义 2.1 以 laiapz，… 小 记 X; 的 全 部 可 能 值 ,;=1,2， 

则 事件 | Xi 一 ab ，X2 一 2 ，Xn 一 an | 的 概率 

轧 Uji7j27jo) 二 已 XI QU)X2 一 02Xn 二 Qi 

一 一 1,2,… “ ,7 一 一 1,2，……， 7 一 1 2,…: (2.1) 

隐 为 随机 向量 X OCX .，X,) 的 概率 函数 或 概率 分 布 ,概率 函 

数 应 满足 条 件 : 

户 (7J1712 7 ) 之 0， 2 2 (01117127 ) 一 工 

2 )2 万 

(2.2) 

例 2.1 图 2.S 所 示 的 二 维 离散 型 随机 向 量 X= (Xi,X2) 的 

概率 分 布 为 

P(XI = 2,X,， = 1) = 

P(XI =2,X, =2.$) = 144 

P(XI = S$,X; = 3) = S712 

从 图 上 看 出 ,Xi 的 可 能 值 为 2 和 5$,X2; 的 可 能 值 为 1,2.$S 和 3. 故 

形式 上 看 ,X= (Xi,X2) 应 有 6 组 可 能 值 , 即 (2,1),(2,2.5)， 

(2,3),($,1),($,2.$),($,3).X 的 概率 分 布告 诉 我 们 ,实际 上 只 
。 S9 ，



有 第 1,2,6 组 是 真正 的 可 能 值 ,但 
这 并 无 关系 ;对 一 组 不 可 能 的 值 ， 

让 -一 ---- 位。 只 要 把 它 的 概率 定 为 0 就 行 了 .这 

  

2 于 一 一 做 法 使 我 们 可 以 把 离散 型 分 布 
中 -~- 二 村 ----+ 统一 写成 (2.1) 的 格式 ,在 理论 上 
才 - 一 : 一 有 其 方便 之 处 . 自然 ,在 具体 例子 

中 ,如 例 2.1 并 无 必要 硬 凌 成 那个 
图 2.5 形式 ,只 要 指出 概率 大 于 0 的 那 部 

分 就 行 了 . 
例 2.2 多 项 分 布 . 

多 项 分 布 是 最 重要 的 离散 型 多 维 分 布 . 设 Ai ,4，,……,A, 是 

某 一 试验 之 下 的 完备 事件 群 , 即 事件 4A; ,…,A, 两 两 互 斥 ,其 和 为 

必然 事件 (每 次 试验 时 ,事件 Al,…,4， 必 发 生 一 个 且 只 发 生 一 
个 ) .分别 以 思 ,2 思 pz 记事 件 A,4A，， ,4A， 的 概率 , 则 思 

0, 训 +…+ 力 二 1. 

现在 将 试验 独立 地 重复 六 次 ,而 以 X; 记 在 这 次 试验 中 事 

件 A; 出 现 的 次 数 ,=1, 7, 则 X=(Xi…,X) 为 一 ?2 维 随机 

向 量 . 它 取 值 的 范围 是 : Xi,…, X, 都 是 非 负 整数 且 其 和 为 N.X 

的 概率 分 布 就 叫做 多 项 分 布 , 有 时 记 为 M(Ni; pp…, 思 ) .为 定 出 
这 分 布 , 要 计算 事件 

刀 = [XI = AIXi 证 

的 概率 ,只 须 考 虑 久 都 是 非 负 整数 且 A+…+A, = 和 六 的 情况 ,和 否 

则 已 (B)=0. 为 计算 P(B), 从 N 次 试验 的 原始 结果 六 7…7N 出 

发 , 它 表 示 第 一 次 实验 事件 Ai 发生, 第 二 次 试验 Aj 发 生 ,等 等 . 

为 使 事件 吾 发 生 ,在 11,712，…,7JN 中 应 有 大 1 个 1,R;， 个 2,… 等 等 . 

这 种 序列 的 数目 ,等 于 把 N 个 相 异 物体 分 成 堆 , 各 堆 依 次 有 
Ali, 有 2，…n 件 的 不 同 分 法 . 据 第 一 章 (2.6) 式 ,不 同 分 法 有 NI / 

(&t1…An1) 个 .其 次 ,由 于 独立 性 ,利用 概率 乘法 定理 知 ,每 个 适 

合 上 述 条 件 的 原始 结果 序列 17U72…7 出 现 的 概率 ,应 为 区 蜀 … 
人 60 四



  

加 .于 是 得 到 
NI 

忆 ( XI1 一 开 1，X2 一 有 …… 从， 一 ，) 一 六 扣 控 … 扩 

(2.3) 

(R 为 非 负 整数 ,Ri + … 二 R = 六) 

(2.3) 就 是 多 项 分 布 ,名称 的 来 由 是 因 多 项 展开 式 
和 1 

(Zi 十) 一 之 ， 二 人 Ta 《2.4) 

>,” 表 示 求 和 的 范围 为 : 忆 为 非 负 整数 ,El + … + = N. 在 

(2.4) 中 令 zi = 访 并 利用 pi + … + 。 = 1 ,得 
NI 

> 及 1 天 Tt 一 

这 说 明 分 布 (2.3) 适 合 条 件 (2.2). 

多 项 分 布 在 实用 上 颇 常 见 : 当 一 个 体 按 某 种 属性 分 成 几 类 时 ， 

就 会 涉及 这 个 分 布 .例如 ,一 种 产品 分 成 一 等 唱 (Ai)、 二 等 品 

(42) .三 等 品 (A3) 和 不 合格 品 (A4) 四 类 . 若 生 产 该 产品 的 某 厂 ， 

其 一 、 二、 三 等 品 和 不 合格 品 的 比率 分 别 为 0.1$,0.70,0.10 和 

0.05, 从 该 三 产品 中 抽出 N 个 . 若 这 六 个 只 占 其 产品 的 极 少 一 部 

分 , 则 可 以 把 这 六 个 看 成 一 个 一 个 地 独立 抽出 , 且 在 抽取 过 程 中 ， 

各 等 品 的 概率 ( 即 比率 ) 不 变 . 在 这 种 情况 下 , 若 分 别 以 XI ，…，,X4 

记 这 N 个 产品 中 一 二、 三 等 和 不 合格 品 的 个 数 , 则 X= (Xi，…， 

X4) 将 有 多 项 分 布 M(N;0.15,0.70,0.10,0.05). 又 如 在 医学 上 ， 

一 种 疾病 的 患者 可 按 严重 的 程度 分 期 等 等 ,都 属于 这 种 情况 . 

如 果 ?=2, 即 只 有 Ai,A， 两 种 可 能 ,这 时 4， 就 是 4; 的 对 

立 事件 .由 于 这 时 有 XI + X2z= N,XI 唯一 地 决定 了 X2， ,我 们 不 必 

同时 考虑 Xi 和 X2 ,而 只 须 考 虑 XI 就 够 了 ,这 就 回 到 二 项 分 布 的 
情形 . 

2.2.2 连续 型 随机 向 量 的 分 布 

设 X=(Xi,…,X,) 是 一 个 2 维 随机 向 量 .其 取 值 可 视 为 ? 

。 如 1 日 

  

 



维 欧 氏 空间 民 ” 中 的 一 个 点 .如 果 X 的 全 部 取 值 能 充满 尺 " 中 某 一 

区 域 , 则 称 它 是 连续 型 的 . 

与 一 维 连续 型 变量 一 样 ,描述 多 维 随 机 向 量 的 概率 分 布 ,最 方 

便 的 是 用 概率 密度 函数 . 为 此 我 们 引进 一 个 记号 :XEA, 读 作 X 

属于 4A ?或 “X 落 在 A 内 ”, 其 中 A 是 R" 中 的 集合 .1XEA4} 是 一 

个 随机 事件 ,因为 作 了 试验 以 后 ,X 之 值 就 知道 了 ,因而 也 就 能 知 

道 它 是 否 落 在 A 内 . 

定义 2.2 若 F(zi,…,zu) 是 定义 在 R"” 上 的 非 负 枯 数 ,使 对 

R" 中 的 任何 集合 A ,有 

PKE 4) = | FGzivza)drrdarz (2.5) 
则 称 上 是 X 的 (概率 ) 密 度 函 数 . 

如 果 把 A 取 成 全 空间 R" , 则 |XEA+ 为 必然 事件 ,其 概率 为 

1 .因此 应 有 

并 Kaysm)arrram -1 (2.6) 

这 是 一 个 概率 密度 函数 必须 满足 的 条 件 . 

例 2.3 考虑 二 维 随机 向 量 X= (Xi,X2) ,其 概率 密度 函数 

为 

JUziyz2) 

四 1 -al)(dg =-c)]j, 当 < 和 zi 委 bc 委 z 委 d 

0， 其 他 处 
则 了 非 负 且 条 件 (2.6) 满 足 . 从 大 的 形状 看 出 , 它 在 图 2.6 中 那个 
和 宅 形 之 外 为 0, 说 明 (Xi,X2) 只 能 取 该 矩形 内 的 点 为 值 .在 这 和 抑 形 
内 ,密度 各 处 一 样 ,因而 全 部 概率 均匀 地 分 布 在 这 和 卸 形 内 .从 公式 
(2.5) 看 出 : 若 集 A 在 矩形 内 , 则 “X 落 在 4 内 ”的 概率 
PLXEA), 与 A 的 面积 成 正比 而 与 其 位 置 及 形状 无 关 , 这 是 均匀 
性 的 另 一 种 说 法 .以 此 之 故 , 人 们 把 本 例 中 X 的 分 布 称 为 上 述 矩 
形 上 的 均匀 分 布 . 

例 2.4 向 一 个 无 限 平面 靶 射击 , 设 命 中 点 X= (XIi,X2z) 有 
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本 
x (xc ) 

4 六 

CO 一 

7 和 Sm - 

0 C 6 

图 2.6 图 2.7 

  

      

    

COzlyz2) = 和 (LT+zL+ 人 一 

从 这 个 陋 数 看 出 :命中 点 的 密度 只 与 该 点 与 靶 心 的 距离 > 有 关 . 

这 可 以 解释 为 :在 图 2.7 中 以 靶 心 O 为 中 心 的 圆周 上 各 点 有 同等 

被 命中 的 机 会 .另外 ,zi+ 太 愈 小 则 太 愈 大 ,说 明 与 靶 心 接近 之 

点 , 较 之 远离 靶 心 之 点 ,有 更 大 的 命中 机 会 . 

为 验证 (2.6) 式 只 须 转 到 极 坐 标 ,得 

| Proza)dzidzs 

2 区 co 

二 | db| xiL + 一 ) rdr 
0 .0 

= 27r 。 ri +t)-2dr2 = 1 

而 ”命中 点 与 部 心 之 距离 不 超过 ro "这 个 事件 4 的 概率 为 

7(zyzz)dzidz> 

tr 

__ 8 “0 -1( 2 \ 一 2 一 72 AL 2 = 】」 ， 克 1+ 产 ) 一 rdr = 76LL+ 7rh) 

例 2.5 二 维 正 态 分 布 . 
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最 重要 的 多 维 连续 型 分 布 是 多 维 正 态 分 布 .对 二 维 的 情况 ,其 

概率 密度 函数 有 形式 

  

  

广 - (zl 一 a)- 
太 (Z1yZ2) =(2zxolczV 1] 一 Pen(- 元 - 可 [于 全 

2o(zi 一 a)(zz -0) (za 一 b) 
0107 十 0 ]) (2.7) 

这 里 为 书写 方便 ,引进 了 一 个 记号 exp. 其 意义 是 :exp(c)=e. 丰 

中 包含 了 五 个 常数 a,p ,ci,os 和 p, 它 们 是 这 个 分 布 的 参数 ,其 可 

取 值 的 范围 为 : 

-co<a<o,-c<b<cool>0om>0,-1<o<1. 
常 把 这 个 分 布 记 为 NOa,b,ci,co,o). 这 函数 (在 三 维 空间 中 ) 的 

图 形 ,好 像 一 个 椭圆 切面 的 钟 倒 扣 在 Oziz* 平面 上 ,其 中 心 在 

(a,p) 点 . 

为 了 证 明 (2.7) 式 确实 是 一 个 密度 函数 ,还 须 证 明 (2.6) 式 成 

立 . 为 此 , 作 变 数 代 换 

21   

得 

| re ,Z2)dzl1dz2 

OOD 

一 寺 VT= 严 | ep 。 | - 六 (22 一 2pxo 十 o2) |dxdu 
一 Do 

再 作 变 数 代 换 贡 =xz -miz=V1-pocuo. 注 意 到 才 一 2p+ 凡 = 

(一 io) +(E-o) 罗 = 妊 + 丰 , 且 变 换 的 页 可 比 行列 式 为 

一 V1T- 
gt2vox giveu 0 V1-02? 人   

  

    

Treo ,2)dzldz> 
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=- 圭 PPTeo | -六 ( 弛 + 好) dde 

一 G2z) 省 。 ca2dt， e 2dr2 

= (2r)-1IV2rwv2r = 1 

这 里 用 到 (1.15). 
类 似 地 可 定义 ” 维 正 态 分 布 的 概率 密度 函数 ,这 里 不 细 讲 

了 . 
在 结束 这 一 段 之 前 ,让 我 们 指出 几 点 有 关 事项 ; 
1. 不 论 在 一 维 或 多 维 ,在 定义 连续 型 随机 变量 时 ,实质 之 点 

都 在 于 它 有 概率 密度 函数 存在 , 即 存在 有 函数 太 , 满 足 (1.13) 或 
(2.5) 式 .在 概率 论 理论 上 ,把 这 -- 点 直接 取 为 连续 型 随机 变量 的 
定义 : 它 就 是 有 密度 函数 的 随机 变量 .至 于 它 可 以 在 一 个 区 间或 区 

域 上 连续 取 值 倒 不 是 本 质 的 ,甚至 也 是 不 确切 的 . 
2. 与 离散 型 随机 向 量 的 定义 不 

  

同 ,连续 型 随机 向 量 不 能 简单 地 定义 为 “人 1 
“其 各 分 量 都 是 一 维 连续 型 随机 变量 的 一 
那 种 随机 向 量 ". 举 一 个 例子 : 设 Xi 一 A 
R(0,1), 和 = Xi, 则 随机 向 量 AAA   

  (Xi X2) 的 两 个 分 量 Xi,X2 都 是 连续 一 5 发 
型 的 .但 (Xi,X2) 却 只 能 在 图 2.8 中 所 

示 的 单位 正方 形 的 对 角 线 (图 中 的 虚 图 2.8 

线 ) 上 取 值 .因而 不 可 能 存在 一 个 函数 

FCzuzz) 满 足 (2.6) 式 (二 元 函数 在 平面 上 任 一 线段 上 的 积分 都 

是 0), 即 (Xi,X2) 的 概率 密度 郴 数 不 存在 . 

3. 与 一 维 情 况 一 样 ,也 可 以 用 概率 分 布 函数 去 描述 多 维 随机 

向 量 的 概率 分 布 ,其 定义 为 

FFCziz2 Zr) = 了 XI 委 ZlX2 委 To Xn <sTn) 

然而 ,在 多 维 情况 下 ,分 布 汪 数 极 少 应 用 . 

>
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2.2.3 边缘 分 布 

设 X=(Xi,…，,X，) 为 一 7 维 随机 向 量 .X 有 一 定 的 分 布下 ， 

这 是 一 个 ” 维 分 布 .因为 X 的 每 个 分 量 X; 都 是 一 维 随机 变量 , 故 

它们 都 有 各 自 的 分 布 已 ,i=1,…,7 ,这 些 都 是 一 维 分 布 , 称 为 随 

机 向 量 X 或 其 分 布下 的 “边缘 分 布 ”. 以 下 我 们 要 指出 :边缘 分 布 

完全 由 原 分 布下 确定 , 且 从 这 个 事实 的 讲解 中 也 就 悟 出 “边缘 "一 

词 的 含义 . 

表 2.1 
  

一 1 0 5$ 行 合计 
  

1 0.17 0.05 0.21 0.43 

3 0.04 0.28 0.25 0.57 

列 合 计 0.21 0.33 0.46 1.00 

        

例 2.6 表 2.1 以 列表 的 形式 ,显示 了 一 个 二 维 随 机 向 量 X 

=(Xi,X2?) 的 概率 分 布 . 比如 

P(XI = 1,X， = S) =0.21 

等 等 .现在 如 想 求 Xi 的 分 布 , 则 先 注意 到 , Xi 只 有 两 个 可 能 值 ， 
即 1 和 3. 而 {Xi= 二 这 个 事件 可 以 分 解 为 三 个 互 斥 事件 

[Xi =1X = 一 1X=1,X =0,1X=1X， = | 

之 和 , 故 其 概率 应 为 上 述 三 事件 概率 之 和 , 即 

P(XI =1)=0.17+0.05+0.21 = 0.43 

类 似 地 得 P(XI =3)=0.04+0.28+0.25$=0.57. 用 同样 的 方法 

确定 X> 的 概率 分 布 为 

P(X, =-1) =0.21,P(X, = 0) =0.33,P(X,， = 5) = 0.46 

注意 这 两 个 分 布 正 好 是 表 的 中 央 部 分 的 行 和 与 列 和 .它们 都 处 在 
表 的 “边缘 "位 置 上 .由 此 得 出 边缘 分 布 这 个 名 词 . 也 有 称 为 边际 分 
布 的 . 
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从 这 个 例子 就 不 难 悟 出 ,在 一 般 的 离散 型 情况 下 ,怎样 去 求 边 

缘分 布 . 回 到 定义 2.1 的 记号 ,以 Xi 为 例 , 它 的 全 部 可 能 值 为 

aiiyalyal3…… 例 如 ,我 们 要 求 PC(XI = aib). 它 等 于 把 (2.1) 式 

那样 的 概率 全 加 起 来 ,但 局 限于 六 =&( 这 相当 于 在 上 述 简 例 2.6 

中 求 行 和 或 列 和 ). 得 

了 (Xi == 一 at) 一 让 人 7172， …p 7 恨 三 工 ,2，… (2.8) 

例 2.7 设 X=(XL， .，X, ) 服 从 多 项 分 布 MUCNipi， 
， ) 要求 其 边缘 分 布 .例如 ， 考虑 Xi, 我 们 把 事件 A; 作为 一 -- 方 ， 
A2+…+A， 作为 一 方 ( 它 就 是 A;) , 见 例 2.2 的 说 明 ,那么 , Xi 就 

是 在 N 次 独立 试验 中 ,事件 A; 发 生 的 次 数 ,而 在 每 次 试验 中 Ai 
发 生 的 概率 保持 为 如 ,经 过 这 一 分 析 ,不待 计 算 就 可 以 明了 : XIi 

的 分 布 就 是 二 项 分 布 BUN ,zi) .应 用 公式 (2.8) 也 可 以 得 出 这 个 

人 3) ,有 

PCXi = ) = ,| 了 二 -| 

这 里 ， 2 表示 求 和 的 范围 为， :A2，…，,&n， 都 是 非 负 整数 ,其 和 为 

N 一 R. 人 

2 = 力 2[1- 力 ) 和 pb 二 加 AL-D 记 ) 

则 加 +…+zpn=(b+…+p) 人 -zi)=(1-bp)XL- pi)= 
1, 且 可 把 上 式 改 写 为 

PLX 一 A) 一 2 2 - 力 人 
2 1 。 

NI 
ETNIOGL- ON) 

按 多 项 展开 式 (2.4), 上 式 右边 第 一 因子 为 
( 户 ? 十 …… 十 万 )N 一 1N- = 1 

于 是 得 到 

PLXI =&) = = ECN AT 汪 (1- 访 1) 
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=D(CA3iN DPI)，,R 一 0,1，N 

正 是 二 项 分 布 BCN ,z). 

现在 来 考虑 连续 型 随机 回 量 的 边缘 分 布 .为 书写 简单 计 , 先 考 

虑 二 维 的 情况 , 设 X=(Xi,X) 有 概率 密度 函数 Fzlyz2). 我 们 

来 证 明 : 这 时 XI 和 X; 都 具有 概率 密度 函数 . 

为 证 明 这 一 点 ,考虑 Xi 的 分 布 郴 数 Fi(zi)= PCOXI 委 zl). 

它 可 以 写 为 PC(XI 委 zi,X2< oo). 注 意 到 公式 (2.$) ,得 

FiCzi) = PXI 委 zl) = | dt Feovz)an 

| Aeroae)ada 是 妇 的 函数 , 记 之 为 方 ( 三 ). 于 是 上 式 可 写 为 

Fi(ziD) = | 广 ()da 
两 边 对 zi 求 导数 ,得 到 XI 的 概率 密度 函数 为 

dFi(zi)Mdzl = Ai(z) = | zzajdz (2.9) 
这 不 仅 证 明了 X; 的 密度 函数 的 存在 ,而 且 还 推出 了 其 公式 , 同 理 
求 出 X。 的 密度 画 数 为 

Pa(z) = Flzbza)dai (C.10) 
这 个 结果 很 容易 推广 到 ” 维 的 情形 : 设 X= (Xi,…,X ) 有 概率 
密度 函数 /zl，…zn). 为 求 某 分 量 X; 的 慨 率 密度 函数 ,只 须 把 
FFCzl yzo) 中 的 之 ; 国定 ,然后 对 之 1 1yTitLL 在 -- 

co 到 ce 之 间作 定 积 分 .例如 ,Xi 的 密度 函数 为 

(zi) = | zzasm)dzaeda (2.11) 

例 2.8 再 考虑 例 2.3. 用 公式 (2.9),(2.10) 很 容易 确定 ， 
Xi,X2 的 边缘 分 布 分 别 是 均匀 分 布 RR(a ,5) 和 尺 (c,d). 计算 很 
容易 , 留 给 读者 . 

例 2.9 考虑 例 2.4. 按 (2.9),Xi 的 边缘 密度 函数 为 
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Ai(zD = rr G+ zz3)-2dzs 

作 变 数 代 换 上 = za 1+z1, 得 

六 (zl) 一 | 十 -3 (1 十 ti ) dt 一 了 (1 十 并 1 73 

积分 | (1 + 2)-2dt 通过 变数 代 换 := tang 很 易 算出 ， 
例 2.10 二 维 正 态 分 布 NCa,p,ot,oi,o) 的 边缘 分 布 密度 . 

若 (Xi,X:) 有 二 维 正 态 分 布 Ne,5,cj,oi,o), 我 们 来 证 明 :X，， 

X， 的 边缘 分 布 分 别 是 一 维 正 态 分 布 N(a,cf) 和 N(b,c 和 .为 证 

此 ,要 计算 | (zt ra)dza, 其 中 了 由 (2.7) 式 定义 .注意 到 
(zi 一 CC 2o(zl 一 a)(z 一 局 ) 1 (zz 一 0 六 

of IO102 G5 

  

    = 0 站) 人 二 和 (po 

0j G1 G2? 

得 到 

广 (z1) =| Arzvza)dz: = (2zrotaozV1-- 0)1 

(zl 一 a)- Ce 
其 中 

  C = 三 so|- 201 万 (to Q 一 0 ) ]uz: 

作 变 数 代 换 ( 注 意 zl 为 常数 , 非 积 分 变量 ) 

二 (pv 

G2 G 

    

得 

c=| exp(- [2)dt ov1- 拓 =V2roV1-p 

以 此 代 人 前 式 , 即 得 
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万 (zi) = CV5jeDrem| - 0 

这 正 是 N(a ,ci) 的 概率 密度 冰 数 . 

从 这 个 例子 看 出 一 个 有 趣 的 事实 : 虽 则 一 个 随机 辐 量 X= 

(Xi…X,) 的 分 布下 足以 决定 其 任 一 分 量 X,; 的 (边缘 ) 分 布 玉 ,， 

但 反 过 来 不 对 :即使 知道 了 所 有 Xi; 的 边缘 分 布 玉 ,=1, ,7 也 

不 足以 决定 X 的 分 布 玉 .例如 ,考虑 两 个 二 维 正 态 分 布 

NI(0,0,1,1,1[3) 和 N(0,0,1,1,2743) 

它们 的 任 一 边缘 分 布 都 是 标准 正 态 分 布 N(0,1), 但 这 两 个 二 维 

分 布 是 不 同 的 分 布 , 因 为 p 的 数值 不 相同 . 这 个 现象 的 解释 是 : 边 

缘分 布 只 分 别 考虑 了 单个 变量 X; 的 情况 , 而 未 涉及 它们 之 间 的 

关系 ,而 这 个 信息 却 是 包含 在 (Xi，…X。) 的 分 布 之 内 的 .如 就 本 

例 来 说 ,在 下 一 章 ( 见 第 三 章 3.3 节 ) 将 指出 :o 这 个 参数 正好 刻画 

了 两 分 量 XI 和 X。, 之 间 的 关系 . 

在 结束 这 一 市 之 前 ,我 们 再 强调 指出 :” 边缘 "分布 就 是 通常 的 

分 布 ,并 无 任何 特殊 的 含义 . 如 果 说 有 什么 意思 的 话 , 它 不 过 是 强 

调 了 :这 个 分 布 是 由 于 X; 作为 随机 向 量 (X,…，,X,) 之 一 分 量 ， 

从 后 者 的 分 布 中 派生 出 的 分 布 而 已 , 别 无 其 他 .至 于 “边缘 ”一 词 的 

由 来 ,已 在 例 2.6 中 解释 过 了 . 

与 此 相应 ,为 了 强调 (Xi，，…,X, ) 的 分 布 是 把 X1，…,X,， 作为 

一 个 有 联系 的 整体 来 考虑 ,有 时 把 它 称 为 Xi，……,X, 的 “联合 分 
布 * 

(2.12) 

尺 外 ,边缘 分 布 也 可 以 不 只 是 单个 的 .例如 X = (Xi,X2，Xs) 
它 的 分 布 也 决定 了 其 任 一 部 分 ,例如 (Xi,X3s) 的 二 维 分 布 , 这 也 称 
为 边缘 分 布 .有 关公 式 也 不 难 导 出 ,此 处 不 细 讲 了 . 

2.3 条 件 概率 分 布 与 随机 变量 的 独立 性 

2.3.1 条 件 概率 分 布 的 概念 

一 个 随机 变量 或 向 量 X 的 条 件 概率 分 布 ,就 是 在 某 种 给 定 的 
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条 件 之 下 ,X 的 概率 分 布 .一 如 以 前 我 们 在 讨论 条 件 概 率 时 所 指 

出 的 ,任何 事件 的 概率 都 是 有 条 件 的 , 即 与 这 事件 联系 者 的 试验 

的 条 件 ,如 货 子 是 均匀 的 立方 体 且 抛 掷 的 高 度 是 足够 大 之 类 . 以 

此 ,任何 随机 变量 或 向 量 的 分 布 ,也 无 不 是 在 一 定 条 件 下 .但 此 处 

所 谈 的 条 件 分 布 ,是 在 试验 中 所 规定 的 “基本 "条 件 之 外 再 附加 的 

条 件 . 它 一 般 采 取 如 下 的 形式 : 设 有 两 个 随机 变量 或 向 量 X, Y, 在 
给 定 了 Y 取 某 个 或 某 些 值 的 条 件 下 ,去 求 X 的 条 件 分 布 . 

例如 ,考虑 一 大 群 人 ,从 其 中 随机 抽取 一 个 ,分 别 以 Xi 和 X。 
记 其 体重 和 身高 , 则 Xi,X2 都 是 随机 变量 ,它们 都 有 一 定 的 概率 
分 布 .现在 如 恨 制 1.7 委 X2 委 1.8( 米 ), 在 这 个 条 件 下 去 求 XI 的 

条 件 分 布 , 这 就 意味 着 要 从 这 一 大 群 人 中 把 其 身高 在 1.7 米 和 
1.8 米 的 那些 人 都 挑 出 来 ,然后 在 挑 出 的 人 群 中 求 其 体重 的 分 布 . 

容 匈 想 像 ,这 个 分 布 与 不 设 这 个 条 件 的 分 布 (无 条 件 分 布 ) 会 很 不 
一 样 .例如 ,在 条 件 分 布 中 体重 取 大 值 的 概率 会 显著 增加 . 

从 这 个 例子 也 看 出 条 件 分 布 这 个 概念 的 重要 性 .在 本 例 中 , 午 
清 了 Xi 的 条 件 分 布 随 X; 之 值 而 变化 的 情况 ,就 能 了 解 身 高 对 体 
重 的 影响 在 数量 上 的 表述 .由 于 在 许多 问题 中 有 关 的 变量 往往 是 
彼此 有 影响 的 ,这 使 条 件 分 布 成 为 研究 变量 之 间 的 相依 关系 的 一 
个 有 力 工 具 . 这 一 点 以 后 在 第 六 章 中 还 要 作 更 深入 的 发 挥 . 

2.3.2 离散 型 随机 变量 的 条 件 概率 分 布 

这 个 情况 比较 简单 ,实际 上 无 非 是 第 一 章 讲 过 的 条 件 概 率 概 
念 在 另 一 种 形式 下 的 重复 . 设 (Xi, X2) 为 一 个 二 维 离散 型 随机 向 
量 ,Xi 的 全 部 可 能 值 为 al az,…;Xs， 的 全 部 可 能 值 为 ,pb ，……， 

而 (Xi,X2) 的 联合 概率 分 布 为 

困 = PXI = aiX2 = b)ij = 1,2,… 

现 考虑 Xi 在 给 定 X2z= 2 的 条 件 下 的 条 件 分 布 , 那 无 非 是 要 找 条 
件 概率 P(Xi= alX2= 妃 ). 依 条 件 概 率 的 定义 ,有 
P(X =w1Xa = 方 )= PXI= wo = 已)MP(X = 已 ) 

=iAPCX2 = ) 
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再 据 公 式 (2.8)(>”=2 的 情况 ), 有 P(X: = 与 ) = > 四: 于 是 

P(CX， 一 ai|X， 一 D) 一 3 一 1 2 (3.1) 

类 似 地 有 

PCX， 一 pi Xi 王 ai) 四 3 一 1 2 ,… (3.2) 

例 3.1 再 考虑 例 2.6. 据 公式 (3.1) 和 (3.2) ,不 难 算出 在 给 

定 Xz 时 Xi 的 条 件 分 布 ,与 给 定 Xi 时 X: 的 条 件 分 布 .例如 ,在 

给 定 Xz =0 时 有 

PXI =3|X: = 0) =0.28m0.33 = 287/33 

例 3.2 设 (Xi,X>,…，,，X) 服 从 多 项 分 布 MLCNi3bI，…， 

z). 试 求 在 给 定 X: = 的 条 件 下 , Xi 的 条 件 分 布 . 

先 计算 概 率 PLXi=A2,X2=A). 这 里 假定 A,A， 都 是 非 负 

整数 , 且 RN-). 按 (2.3) 式 ,有 

一 一 二 AN 和 AR 3 。。。 /大 P(XI = Al Xa 人 有 TIT 加 多 巍 … 的 

这 里 2 表示 求 和 的 范围 为 As ,有 都 是 非 负 整数 ,上 且 有 +… 
ka 

十 及， 一 N- (REI+A2). 令 力 = 访 [1L-z 加 -六 2), 人 23, 有 
Ni 

TI 一 人 
-四 2 罗 (1 -pi -za)NT5C 

其 中 

| CN-RA -Re ， 
CT 

由 于 如 3 +…+zpz=1, 考 虑 到 上 式 求 和 的 范围 及 多 项 展开 式 

(2.4), 即 知 C=1, 因 此 

PLXI = Al,X2 = &2) 

一 人 1 。 了 大， 天 入 一 & 一 

UNKN 一 二 友 外 让 人 1 和 一 加 ) 
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再 根据 例 2.7,Xs。* 的 分 布 就 是 二 项 分 布 23(N， 2) .因此 

P(XI = 有 司 |X2? = 2>) 

= 已 (X1 = 二 玉 1， 及) 二 一 &2)AP(X2， 一 友 2> ) 

  

Nl 网 
”Ri1R2ICN 一 一 本 三 2(1 一 力 一 力 ) 和 

NI1 NT 1 VN- 
/ ETCN 二 KJT22t1 访 2)、 

CN 一 AR2)1 户 : ) 4 如 ) 
”RiIICN 一 AI 一 AAA) -加 1 一 轧 ) 

=DCRININ -ADCL- 加 ))) 大 三 0 1 N 一 人 R; 

由 此 可 知 : 在 给 定 X; = &> 的 条 件 下 , Xi 的 条 件 分 布 就 是 分 布 

B(N-A2 ,biLL1- za)). 

2.3.3 连续 型 随机 变量 的 条 件 分 布 

设 二 维 随 机 向 量 X=(Xi,XxX:) 有 概率 密度 函数 Frzl, zz ). 

我 们 先 来 考虑 在 限定 ee 委 z 委 6 的 条 件 下 ,Xi 的 条 件 分 布 . 有 

P(XI 委 za 和 Xi 委 0) 

=PIXI 委 za 委 X 二 bp)APae 乏 X 雪 0) 

X。， 的 边缘 分 布 的 密度 果 数 户 由 (2.10) 给 出 .有 

PXI 和 zi 二 X 雪 0 
立 1 了 

一 扫 aa| Ara ,3 ) dz 

P(ae 反 和 姑 扩 习 = | Pa)da 

由 此 得 到 

P(XI 委 zla 迄 X 雪 0) 

三 妆 上 j renepdaj Pte)aa 

这 是 Xi 的 条 件 分 布 函数 .对 zl 求 导 数 , 得 到 条 件 密度 函数 为 

Pizlla 近 X 雪 5)= | zebedaj 咱 PPeaaaa (3.3) 
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更 有 兴趣 的 是 w=2 的 情况 , 即 在 X。, 给 定 等 于 一 个 值 之 下 ， 

X; 的 条 件 密 度 函 数 . 这 不 能 通过 直接 在 (3.3) 中 令 a =2 得 出 ,但 

可 用 极限 步 又， 

户 (zllzz) = 户 (zil X2 = Z2) 

=jianP(zllzz 委 Xa< 委 Zz2+ 六 ) 

= 疗 工 六” rzoe)dae/ 库 划 ”Pa)de 

=Jziz2)A 记 (za2) 《3.4) 

这 就 是 在 给 定 Xz = za 的 条 件 下 ,Xi 的 条 件 密度 函数 . 此 式 当 然 

只 有 在 PP(z?)>0 时 才 有 意义 .在 上 述 取 极限 的 过 程 中 ,还 得 假 

定 函 数 户 在 z; 点 连续 ,及 F(zl,t) 作 为 2 的 函数 ,在 纪 =z 处 

连续 .然而 ,用 高 等 概率 论 的 知识 ,可 以 在 没有 这 种 连续 的 假定 下 

证 明 (3.4). 

43.4) 式 可 改写 为 

zi,Z21) 一 亡 (zz) 广 (zi zz) (3.5) 

就 是 说 :两 个 随机 变量 Xi 和 X。* 联合 概率 密度 ,等 于 其 中 之 一 的 

概率 密度 乘 以 在 给 定 这 一 个 之 下 另 一 个 的 条 件 概率 密度 . 这 个 公 

式 相应 于 条 件 概率 的 公式 P(4B) = P(B)P(A|B). 除 (3.5) 外 ， 
当然 也 有 

ziz2) = 万 (zl)P(zz|zl) 《3.6) 

其 中 万 为 zi 的 边缘 密度 ,而 

PCzzl zl = Frzizz)L (zl) (3.7) 

则 是 在 给 定 Xi = zl 的 条 件 下 , X; 的 条 件 密度 . 这 些 公 式 反 映 的 
实质 可 推广 到 任意 多 个 变量 的 场合 : 设 有 ” 维 随机 向 量 (Xi，…， 
X，, ) ,其 概率 密度 函数 为 FCzl，…,zno). 则 

(zl ) 一 SCZ1 ED)ARCZET |) 

. (3.8) 

其 中 g 是 (Xi，…,Xx) 的 概率 密度 ,而 户 则 是 在 给 定 Xi = zl,…， 
Xik= xx 的 条 件 下 , Xi+l,…，,X， 的 条 件 概 率 密度 . (3.8) 可 视 为 
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(3.6) 的 直接 推广 ,又 可 视 为 Am zzzli zk) 的 定义 ， 

例 3.3 设 (Xi,X2) 服 从 二 维 正 态 分 布 Na ,bci,cs,o)， 

求 在 给 定 Xi = zi 的 条 件 下 ,X2: 的 条 件 密 度 函 数 户 (zzlzi)， 

利用 公式 (3.7) ,(2.7) 和 (2.12) ,经 过 简单 的 计算 ,得 出 
] 

7 
国 (> 一 (0 十 po2aTL(xz1 一 2 ] 

”exXxp 2(1 国 02)a3 
  

(3.9) 

这 正 是 正 态 分 布 NO+pozof (zl-a),ao(1-o-)) 的 概率 密度 
画 数 (注意 在 (3.9) 式 中 ,zl 当 常 数 看 ). 因 此 , 正 态 变 量 的 条 件 分 

布 仍 为 正 态 ,这 是 正 态 分 布 的 一 个 重要 性 质 . 

如 我 们 在 图 2.22 中 所 显示 的 , 正 态 分 布 NA,o) 关 于 Ap 点 - 

对 称 ,w 就 是 分 布 的 中 心 位 置 ,对 正 态 分 布 (3.9) ,这 个 中 心 位 置 在 

m(zZzt) 一 +poo(zt 一 a) (3.10) 

处 ,由 这 里 可 以 看 出 o 刻画 了 Xi, X; 之 间 的 相依 关系 .其 解释 如 

下 :者 o>0, 则 随 着 zi 的 增加 ,X2( 在 Xi = zl 之 下 ) 的 条 件 分 布 

的 中 心 点 2(zi) 随 zi 的 增加 而 增加 . 可 以 看 出 :这 意味 着 当 zi 

增加 时 ,X2> 取 大 值 的 可 能 性 增加 , 即 X, 有 随 着 Xi 的 增长 而 增长 

的 倾 癌 (如 体重 与 身高 的 关系 那样 ) .反之 , 若 po<0, 则 X;, 有 中 着 
Xi 增长 而 下 降 的 倾向 .由 于 这 个 原因 ,通常 把 o>0 的 情况 称 为 

正 相 关 ,而 o<0 的 情况 称 为 “ 负 相 关 ”. 这 一 点 在 下 一 章 中 还 要 

谈 到 . 

把 (3.S$) 两 边 对 z, 积分 ,得 

PCzl) = Aceznza)dza 二 | mdz | zz) PP(zz)dza? 

(3.11) 
这 个 公式 可 解释 为 :Xi 的 无 条 件 密度 站 (zi), 是 其 条 件 密度 方 

(zijzz) 对 "条件 “zy 的 平均 .更 确切 地 说 ,是 按 其 概率 大 小 为 权 的 

加 权 平 均 ,因为 , 户 (z?)dz， 正 是 X2> 在 z; 附近 dz 这 人 么 长 的 区 
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闻 内 的 概率 .从 直观 上 看 这 应 当 是 很 自然 的 .比如 说 ,(Xi,X2 ) 代 

表 一 大 群 人 中 随机 抽出 的 一 个 人 的 体重 和 身长 ,XI 体重 ) 有 其 

(无 条 件 ) 分 布 , 这 可 以 看 作为 各 种 不 同 的 身高 综合 之 后 所 呈现 的 

分 布 ,而 不 同 于 固定 身长 X; = z2 时 的 条 件 分 布 .但 把 各 种 身长 时 

体重 的 条 件 分 布 进行 平均 ,也 就 实现 了 上 述 综合 , 即 得 到 无 条 件 分 

布 .公式 (3.11) 正 好 从 数学 上 反 上 映 了 这 种 综合 (或 平均 ) 的 过 程 . 

还 要 注意 :公式 (3.11) 也 可 以 看 作 是 全 概率 公式 (第 一 章 ) 
43.17) 在 概率 密度 这 种 情况 下 的 表现 形式 .在 这 里 , Ai(zxi) 相 当 
于 全 概率 公式 中 的 P(4), 广 (zilz;) 相 当 于 条 件 概率 P(AiB;)， 
而 (3.11) 中 的 积分 ,正好 相当 于 (3.17) 式 中 的 以 P(B;) 为 权 的 加 
权 和 ， 

由 此 可 见 ,在 学 习 概 率 论 时 ,不 能 光 是 形式 地 看 待 -- 些 分 析 公 
式 ,更 重要 的 是 要 分 析 其 概率 意义 及 直观 意义 ,这 样 才能 加 深 理 
解 . 上述 对 公式 (3.11) 的 分 析 是 一 个 例子 .再 如 ,在 例 3.3 中 我 们 
用 形式 推导 很 容易 得 出 了 条 件 密 度 (3.9) 式 .只 看 这 形式 推导 ,你 
可 能 地 党 得 这 里 没有 什么 特别 值得 注意 的 地 方 .但 经 过 分 析 
《3.10) 式 中 po 的 作用 ,再 辅 之 以 体重 身高 这 个 实例 ,我 们 就 领悟 
到 了 2o 作为 刻画 二 者 的 相依 性 的 作用 ,理解 就 深 一 层 了 .在 下 一 
章 中 我 们 还 要 进一步 讨论 (3.9) 所 反映 出 的 其 他 概率 含义 . 

2.3.4 随机 变量 的 独立 性 

先 考虑 两 个 变量 Xi, X2 的 情况 ,并 设 (Xi,X;) 为 连续 型 . 如 
前 ,分 别 以 ziz2) 六 (zi),P(z),Pzilz), 户 (zlzi) 记 

联合 ,边缘 与 条 件 概 率 密度 . 

一 般 ,Azilzz) 是 随 zz 的 变化 而 变化 的 ,这 反映 了 Xi 与 
X2 在 概率 上 有 相依 关系 的 事实 , 即 Xi; 的 (条 件 ) 分 布 如 何 , 取决 

于 另 一 变量 之 值 . 

如 果 户 (zilzz) 不 依 顿 于 z, 因 而 只 是 fl 的 图 数 , 暂 记 为 
gzi), 则 表示 Xi 的 分 布 情况 与 X, 取 什 么 值 完 全 无 关 , 这 时 就 

称 Xi,X2 这 两 个 随机 变量 (在 概率 论 意义 上 ) 独 立 .这 概念 与 事件 
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独立 的 概念 完全 相似 ， 

把 站 (zilz?)=g(zi) 代 人 (3.11) ,得 

万 (zl) -| sg(zD) 记 (za)dz 

=-g(zi)| 户 (za)dzs 

=S(Z1) 

因此 ,Xi 的 无 条 件 密度 方 (zl) ,就 等 于 其 条 件 密 度 方 (zl|z2>)， 

这 也 可 取 为 独立 性 的 定义 . 

再 次 ,把 户 (zi) = APGzlilzz) 代 和 人 (3.5) ,得 

Fiztz2) = 万 (zi) 户 (za) (3.12) 

芭 (Xi,X2) 的 联合 密度 ,等 于 其 各 分 量 的 密度 之 积 .这 也 可 取 作 为 

Xi,X: 独立 的 定义 (此 式 相 应 于 第 一 章 (3.7) 式 ), 比 之 上 述 定义 ， 

它 有 其 优越 性 :一 是 其 形式 关于 两 个 变量 对 称 , 二 是 它 总 有 意义 ， 

而 在 用 条 件 密度 去 定义 时 ,可 能 碰 到 条 件 密度 在 个 别 点 无 法 定义 

(分 母 为 0) 的 情况 . 

这 个 形式 的 另 一 个 好 处 是 它 可 以 直接 推广 到 任意 多 个 变量 的 

情形 .我 们 就 把 它 取 为 一 般 情况 下 的 正式 定义 

定义 3.1 设 ” 维 随机 向 量 (Xi,…,X,) 的 联合 密度 函数 为 

zl Zr) 而 Xi 的 (边缘 ) 密 度 困 数 为 请 (zi) =1,…，,72 .如 

末 

zi Za) = 万 (ZD) 廊 (zn) (3.13) 

就 称 随 机 变量 Xi,，……,X, 相互 独立 或 简称 独立 . 

变量 独立 性 的 概念 还 可 以 从 另外 的 角度 去 考察 . 按 前 面 的 分 

析 , 它 含有 这 种 意思 :如 果 Xi，…,X, 独立 , 则 各 变量 取 值 的 概率 
如 何 , 毫 不 受 其 他 变量 之 影响 ,因此 , 若 考 察 ， 个 事件 

4 = la 和 XI 委 0 和 4 = ja 二 Xi 去 六 

(3.14) 

则 因 各 事件 只 涉及 一 个 变量 ,它们 应 当 是 相互 独立 的 事件 ,我 们 可 

以 把 这 个 要 求 取 为 变量 Xi ,…,X, 独立 的 定义 .下 面 的 定理 证 明 ， 
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这 与 定义 3.1 是 等 价 的 , 即 同一 件 事 的 两 种 不 同 的 说 法 ， 

定理 3.1 如 果 连 续 变量 Xi,…，,X, 独立 时 , 则 对 任何 wii < 

站 =1, ,7 由 (3.14) 定 义 的 2 个 事件 AAA， 也 独立 . 

反之 , 苦 对 任何 ci< bi=1,…,2 ,事件 Ai …,A, 独立 , 则 

变量 Xi，…,X, 也 独立 . 

证 先 设 Xi,……,X, 独立 ,因而 (3.13) 成 立 . 为 证 事件 Ai ， 

…,A, 独立 , 按 第 一 章 定 义 3.3, 必须 对 任何 站 ,zi(1 委 阅 < 

iD2<…<i 和 2) 去 证 明 

P(A AmAi ) 二 P(A; )PCA)…P(LA ) 

为 书写 简单 计 ,我 们 对 五 =1, 和 =2,……， 和 = 天 来 证 此 式 , 这 不 影 
响 普 遍 性 . 按 联合 分 布 密度 的 定义 (2.5) 式 ,有 

PCAIA2…An) 

= P(ai 委 Xi 过 ba < 委 X 委 0) 

一 Pal 委 XI 和 Da < 委 X 生 0， 

-co<XI<c… 一 co<X<oco) 

二 三 ez dz dr 
oa Ja 

== | ADCzodrrraz 

-| Panda PaGzdzsj mczodrr 

厂 

x | 太 Czo)dzn 

|Anez )dzi| (zs )dzm 

一 P(al 委 XI 和 过 0)……P(Ca， < X， <<5，) 

这 证 明了 所 要 的 结果 . 

另 一 方面 , 若 对 任何 we <bi=1,…,2,(3.14) 中 的 ”个 事 

件 独立 , 则 取 A;= | -co<X 委 zj=1，…,72 ,由 
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P(AIA>…A，) 一 P(ANDP(A)…P(A，) 

即 得 
民 民 2 | 

| 罗 | 上 City dd 

= | ”AP )dz| > 户 (a)dta| ”AiGa )dti 

上 式 两 边 依 次 对 zi,zz，……z， 取 偏 导数 ( 即 作 oa&ciar…… 民 ，)， 

即 得 (3.13) 式 ,因而 证 明了 Xi ,…,X,。 独立 . 

下 面 再 提出 两 个 有 关 独 立 性 的 有 用 的 结果 . 

定理 3.2 若 连 续 型 随机 向 量 (Xi,…,X,) 的 概率 密度 郴 数 

FFCzl no) 可 表 为 7 个 图 数 gl sg 之 积 , 其 中 太 只 依赖 于 

zi， 即 

ZrZo) = SICZI) SoCzn) (3.15) 

则 Xi ，……,X,， 相互 独立 , 且 X; 的 边缘 密度 函数 扩 (zi) 与 g(z) 只 

相差 一 个 常数 因子 . 

证 按 (2.11) 式 , 知 Xi 的 密度 函数 为 

门 (zl) =| | ra ,dd 

一 gi(z)| ea(za)dz| 有 (za)dm 一 Cixi(Czl) 

其 中 Ci 为 常数 . 同 法 证 明 X,; 的 密度 函数 Cig;(z;). 

因此 gi(zi)= CC(zi), 其 中 广 是 r; 的 密度 函数 . 以 此 代 

入 (3.15) , 知 F(ziz)=CTC CTLAGzD)… 户 (z). 由 

此 式 两 边 对 zl,……，,zn 的 积分 都 为 1, 知 CTrCz L…C7L=1, 因 而 

FUz Zn) 三 万 (zi 万 (zn). 按 定义 (3.1) , 知 XI，X， 独 
立 . 

定理 3.3 车 Xi,……X, 相互 独立 ,而 

YI = SI(XIXn) Ya = go2(Xnrl mm Xn) 

则 Y， 和 Y， 独立 ， 

这 个 定理 直观 上 的 意义 很 明白 :因为 Xi，……,X,, 相互 独立 ,把 
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它 分 成 两 部 分 Xi …,X， 及 Xi 1 X, 二 者 没有 关系 .因为 

Yi, Y 分 别 只 与 前 者 和 后 者 有 关 ,它们 之 间 也 不 应 有 相依 关系 . 

证 明细 节 也 不 难 写 出 ,在 此 从 略 了 . 

以 上 讨论 的 是 关于 连续 型 变量 的 独立 性 ,至 于 离散 型 则 更 为 

简单 . 

定义 3.2 设 Xi,…,X, 都 是 离散 型 随机 变量 . 若 对 任何 常 

数 al,…,a, ,都 有 

PXI = ai)X = ar)= POXI= ai)…P(X = av) 

则 称 X ，…,X,， 相互 独立 . 

所 有 关于 独立 性 的 定理 ,如 定理 3.1 一 3.3, 全 都 适用 于 离散 

型 .唯一 的 变动 是 :凡是 在 这 些 定 理 中 提 到 "密度 函数 "的 地 方 , 现 

在 要 改 为 “概率 冰 数 ”. 

例 3.4 设 (Xi,X2) 服 从 二 维 正 态 分 布 N(Ca ,bcai,oi,o). 

由 其 联合 密度 函数 FGzi,z?z) 的 形式 (2.7) 看 出 : 当 且 仅 当 o=0 

时 ,Azi,z2z) 才 可 以 表 为 两 个 边缘 密度 广 (zl) 和 户 (z?) 之 积 . 因 

此 , 当 且 仅 当 e=0 时 ,Xi 和 X; 独立 .这 进一步 反映 了 我 们 以 前 
提 及 的 一 点 事实 :po 这 个 参数 与 Xi ,X。, 的 相依 性 有 关 . 

例 3.5 考虑 例 2.4 的 随机 向 量 (Xi,X2). 据 例 2.9 的 结果 ， 
不 难 知道 :Xi ,X。, 不 为 独立 . 

与 事件 的 独立 性 一 样 ,在 实际 问题 中 ,变量 的 独立 性 往往 不 是 

从 其 数学 定义 去 验证 出 来 的 .相反 , 常 是 从 变量 产生 的 实际 背景 判 
断 它 们 独立 (或 者 其 相依 性 很 微弱 因而 可 近似 地 认为 是 独立 ) , 然 
后 再 使 用 独立 性 定义 中 所 赋予 的 性 质 和 独立 性 的 有 关 定 理 .例如 ， 
一 城市 中 两 个 相距 较 远 的 路 段 在 一 定时 间 内 各 自发 生 的 交通 事故 
数 ,一 个 人 的 姓氏 笔划 与 其 智商 .在 实际 中 ,7 个 变量 Xi，…，,X， 

的 独立 性 通常 是 这 样 产 生 的 :有 ?2 个 彼此 无 关联 的 试验 五 | ,…， 
兢 ， 而 Xi; 只 依赖 于 试验 五 ; 的 结果 .形式 上 我 们 可 以 构 作 一 个 复 

合 试验 瑟 = (FE …, 羽 ,), 以 把 这 ”个 变量 都 包容 在 这 个 试验 天 
之 下 .这 种 观点 在 讲 事件 独立 性 时 已 提 到 过 了 . 

然而 ,在 主要 是 理论 的 情况 下 ,需要 直接 借助 于 定义 来 验证 变 
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量 的 独立 性 . 举 一 个 例子 . 

例 3.6 设 XI,X; 独立 ,都 服 

从 标准 正 态 分 布 N(0,1). 把 点 

(Xi,X2 ) 的 极 坐 标记 为 ( 尺 ,G9)， 

0 委 RR< co ,0 委 9<2r. 求 证 : 尺 和 

9 独立 (图 2.9). ~ 

取 定 ru>0,0< 9,<2r. 考 虑 \_| 1 
事件 B = 10 委 R 民 委 r0o,0 委 9 委 00|. 

由 于 Xi,X， 独立 且 各 目的 密度 函 

数 分 别 为 V 于 era2 和 VY 陆 

ea22, 由 独立 性 定义 3.1 知 

(Xi ,X2) 的 联合 密度 为 (2r) iexp{ - (zi + zx) ). 因此 , 按 密 
度 函 数 的 定义 (2.5) 式 ,有 

也 (号 ) = | cm-rem| - 方 (zi 十 z) |dzidzra 

化 为 极 坐标 ,得 

P(0 入 R 过 nm,0 过 9 过 0) = Czp)| | e7 2rdrd8 

    

  

  
图 2.9 

由 这 个 等 式 直接 看 出 :(R,@ ) 的 概率 密度 函数 就 是 (2r) -le- ”27 
( 当 0 委 r<co,0 委 9<2r, 其 他 处 为 0). 它 是 下 述 两 个 函数 的 乘 

积 : 
， 一 产 >ix ~ 之 空 _- 

广 (r) -1 广 村 矿 - 一 0 

0， 当 六 <0 

_ |142r:0SO<2r 

刀 (9) 10， 当 他 0 

按 定理 3.2, 即 得 知 尺 与 日 独立 , 且 尺 与 9 的 密度 函数 分 别 是 

Fr) 和 户 (2). 

离散 型 变量 独立 性 的 一 个 重要 例子 涉及 事件 独立 性 与 随机 变 
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量 独 立 性 之 间 的 关系 ， 

例 3.7 设 有 ?7 个 事件 Al,A，,…，,A,. 针 对 每 个 事件 Ai ,可 

定义 一 随机 变量 Xi; 如 下 : 

X; = 1, 当 事件 A 发 生 ;X =0, 当 A 不 发 生 (3.16) 

常 把 X; 称 为 事件 A 的 指示 变量 或 指示 困 数 、 示 性 函数 (indica- 

tor) ,意思 是 其 值 “ 指 示 " 了 4 是否 发 生 . 这 个 写法 表明 :事件 可 视 

作 随 机 变量 的 一 种 特例 . 

不 难 证 明 : 若 事件 4A;,……,A, 独立 , 则 其 指示 变量 Xi，…,X， 
独立 .反之 亦 成 立 .证 明 是 基于 第 一 章 的 系 3.3, 我 们 把 细节 留 给 

读者 自己 去 完成 . 

利用 指示 变量 的 概念 ,可 以 对 第 一 章 系 3.2 后 面 那 段 话 作出 

统一 而 简洁 的 论证 . 若 事件 4 ,…,A, 独立 ,而 事件 Bi 取决 于 
41,…,A,( 这 意思 是 说 :一 旦 知道 了 事件 4 ，……,A。， 中 每 一 个 发 

生 与 否 ,就 能 定 下 发生 与 否 ), 事 件 B，, 取决 于 AT，…，,A，， 

则 吾 ; 与 B; 独立 . 转 到 指示 变量 :分别 以 XI X,， 记 A，…,A， 

的 指示 变量 ,以 YV 和 Y; 分 别 记 Bl 和 也 ,的 指示 变量 . 按 假定 ， 
后 者 分 别 是 Xi ，…,X,， 与 Xi 1 ……，X, 的 函数 ， 

Yi = SIC(X1…，,Xn)，Y> = Sg2(Xr1 XXX，) 

由 4 …A4, 独立 知 随机 变量 Xi,…,X, 独立 .再 据 定理 3.3, 即 

知 Yi 与 Y> 独立 ,因而 事件 B 和 旨 ; 独立 . 
例 3.8 设 (Xi,…，,X,) 服 从 多 项 分 布 MU(Ni; Di ，…， 记 )， 

记 >0,i=1, ,12. 对 任何 wx 天 vv,X 和 X, 不 独立 . 

这 个 结论 从 直观 上 看 至 为 明显 : 按 多 项 分 布 的 定义 有 导 | 十 … 
+Xn = 六 若 ?>2, 则 虽然 X, 并 不 足以 唯一 决定 X ,但 二 者 有 
关 . 例 如 , 当 X. 取 很 大 的 值 时 , X, 取 大 值 的 可 能 性 就 降低 . 这 说 
明 :X, 在 给 定 X,. 之 下 的 条 件 分 布 ,取决 于 X. 的 给 定 值 ,因而 不 
符合 独立 性 的 要 求 .形式 的 证 明 也 不 难 作 出 , 留 给 读者 去 完成 . 

2.4 随机 变量 的 函数 的 概率 分 布 

在 理论 和 应 用 上 ,经 常 磁 到 这 种 情况 :已 知 某 个 或 某 些 随机 变 
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量 X ,…,X, 的 分 布 , 现 另 有 一 些 随 机 变量 Yi,…, Y。 ,它们 都 是 

Xi，…,X， 的 函数 : 

Yi = 略 (XXX (4.1) 

要 求 (Yi，……,Y,) 的 概率 分 布 . 事 实 上 我 们 已 经 考虑 过 这 样 的 一 

个 例子 , 即 例 3.6. 

在 数理 统计 学 中 常 碰 到 这 个 问题 ,在 那里 ,Xi,……,X, 是 原始 

的 观察 或 试验 数据 , Yi ,…,Y，, 则 是 为 某 种 目的 将 这 些 数据 “加 

工 而 得 的 量 , 称 为 “统计 量 ” .例如 ,Xi,……,X, 可 能 是 对 某 个 未 知 

量 a 作 ?” 次 量 测 的 结果 , 量 测 有 误差 ,我 们 决定 用 Xi ,…,X, 的 算 

术 平 均值 X= (Xi+…+X,)Aa 去 估计 未 知 量 a .又 就 是 XI，…， 
X,， 的 函数 . 

2.4.1 离散 型 分 布 的 情况 

这 种 情况 比较 简单 , 故 只 须 稍 加 解释 .例如 ,变量 X 取 6 个 值 

-2,-1,0,1,2,3, 其 概率 分 别 为 1ZX12,37Z12,37Z12,2712,1712 和 
2/[2, 而 Y=X3. 则 Y 取 -8,-1,0,1,8,27 这 6 个 值 ,它们 没有 

相 重 的 , 故 取 这 些 值 的 概率 ,就 仍 如 上 述 . 

但 若 考 虑 Y= X“, 则 情况 有 所 不 同 .相应 于 X 的 6 个 值 的 Y 

值 分 别 为 4,1,0,1,4,9, 其 中 有 相 重 的 . 相 重 值 的 概率 需要 合并 起 

来 : 

P(Y=0)=PX=0)=3712 

P(Y=1)=PX=1l)+PX=-1=2/2+3/2= S/12 

P(Y=4)= PX=2)+PX=-2)=12+1/2 = 27Z12 

P(Y=9)=PX=3)=2712 

一 般 情况 在 原则 上 也 一 样 :把 Y=g(Xi,…,X,) 可 以 取 的 不 同 值 

找 出 来 ,把 与 某 个 值 相应 的 全 部 (Xi,…,X, ) 值 的 概率 加 起 来 , 即 
得 Y 取 这 个 值 的 概率 . 当然 ,在 实际 做 的 时 候 ,涉及 的 计算 也 可 能 
并 不 简单 . 

例 4.1 设 (Xi,X，…X,) 服 从 多 项 分 布 MI(Ni pi …， 
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思 ) ,7 3. 试 求 了 = XI+X> 的 分 布 . 

Y 取 值 为 0,1，…,N .指定 A, 有 

P(Y = R) = 了 之/ TD 多 让 牛 - -jwr 

这 里 >， 表示 求 和 的 范围 为 

R， 为 非 负 整 数 ,Ri 十 R， 一 R,R1 十 ”十 尺 ， 一 和 

=zb[1-z 力 加)=3， 0 则 z3 廿 二 pu=1. 将 上 式 

写 为 
NI 

PCY = 上 ) =RITN AI 力 一方 3)N 六 国 2 

人 (N 一 R)1 
3 R31 3 - 轧 各 

这 里 > 求 和 的 范围 为 :il,A2z 为 非 负 整 数 ,Al + tz = &. 之“ 求 
和 的 范围 为 ;&3,，…，,A，, 为 非 负 整数 ,&3 十 …+A&n = AN- 一 &. 由 于 

p3+…+ 力 = 由 (2.4) 式 知 >) 这 个 和 的 值 是 1. > 这 个 和 

的 值 为 ( 记 ii + 加 >) .于 是 得 到 

P(Y = 上) -RCIT(D 十 力 ))[1 一 ( 访 十 力 ))] 

一 O(RINDI + 旋 2) 
即 Y 服从 二 项 分 布 如 CN,pli+ zz). 

如 果 从 概率 意义 的 角度 去 考虑 ,这 个 结果 不 用 计算 就 可 以 知 

道 :在 定义 多 项 分 布 时 有 ?2 个 事件 Ai,A:，,A43，…，A4,. Xi,X2>， 

X3，……，,X,， 分 别 是 它们 在 N 次 试验 中 发 生 的 次 数 . 现 若 记 A = Ai 

+A>, 则 事件 A ,A3,……,A，, 仍 构 成 一 个 完备 事件 群 , 其 概率 分 别 

为 pi+ pp3pp2j 记 了 =XI+TX2 则 (了 ,X3,…,Xn) 构 成 多 

项 分 布 AN3 DT+ 访 2， 力 3，…， 力 。) ,而 六 成 为 这 个 多 项 分 布 的 一 

个 边缘 分 布 . 于 是 按 例 2.7 即 得 出 上 述 结论 . 

这 就 是 我 们 前 面 几 个 地 方 曾 提 及 的 概率 思维 .概率 论 中 有 不 

少 结果 可 以 用 纯 分 析 方 法 证 明 ,但 如 利用 概率 思维 ,有 时 证 明 可 以 

简化 ,学习 概 率 论 的 一 个 要 素 在 于 锻炼 这 种 概率 思维 . 
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例 4.2 设 Xi 和 X。; 独立 ,分 别 服从 二 项 分 布 再 (zi, 疡 ) 和 吾 

(2>, 访 )( 注 意 是 公共 的 ) , 求 了 =Xi+X， 的 分 布 . 

Y 之 可 能 值 为 0,1,…,7zl+n .固定 & 于 上 述 范围 内 ,由 独 

立 性 假定 ,有 

P(Y=A)= > PCOXI=A，X2= 台 2) 

一 >) 1 pi(1 一 旋 )7 一 和 722] pa(1 一 记 )m- 
Ri 忆 2> / 

加 -人 71 722 加 中 

2 (jwa 访 ) 

此 处 > 求 和 的 范围 为 :1 ,2 为 非 负 整数 ,Ri + kz = . 按 第 一 
7 7 7z1 十 7 

公式 0.3) 有 客人 2 -| 中 
1 21/ 

十 

P(Y= 有)= 忆 民 站 jn 722， 力 ) 

即 Y 服从 二 项 分 布 B(ni+ ?2,z). 这 个 结果 很 容易 推广 到 多 个 

的 情形 : 若 Xi 一 B(Omzp)=1 7 而 Xi)Xn 独立 , 则 Xi 

+…+X 一 BOzi+…+7) 力 ). 证 明 不 难 用 归纳 法 作出 ,细节 留 

给 读者 . 

上 述 结 论 如 用 "概率 思维 ”, 则 不 证 自明 : 按 二 项 分 布 的 定义 ， 

若 X~B(2,zb), 则 X 是 在 2 次 独立 试验 中 事件 4 出 现 的 次 数 ， 

而 在 每 次 试验 中 A 的 概率 保持 为 训 . 今 Xi 是 在 7 次 试验 中 A 出 

现 的 次 数 ,每 次 试验 A 出 现 的 概率 为 户 . 故 了 =Xi+…+Xn 是 

在 ?1+…+7， 次 独立 试验 中 ,A 出 现 的 次 数 ,而 在 每 次 试验 中 A 

出 现 的 概率 保持 为 加 . 故 按 定 义 即 得 Y 一 B(mi+…+7mn， 访 ). 

例 4.3 设 Xi,X:， 独立 ,分 别 服从 波 哇 松 分 布 已 (Ai) 和 

P(A>)( 见 例 1.2). 证 明 :Y= Xi+ X; 服从 波 哇 松 分 布 P(Ai + 

人 > ) . 

Y 的 可 能 值 仍 为 一 切 非 负 整数 .固定 这 样 一 个 玉 , 则 由 独立 性 

假定 及 波 哇 松 分 布 的 形式 (1.7) ,有 
.85 .



  

P(Y =&) = >) 了 (XI = Ai,X2 = A2) 

= >，P(Xi 一 ki )P(X， 一 太 > ) 

一 > ea 和 AR 。 e -2A 人 AR 1 

一 二 尺 1 

这 里 > 的 求 和 范围 与 上 例 相 同 ,因而 这 个 和 等 于 (Ai+ >). 故 
P(Y = 有) = eat+j2)(A 二 22) AR1 

因而 证 明了 所 要 的 结果 . 这 结果 也 自然 地 可 推广 到 多 个 的 情形 . 
在 例 1.2 后 面 我 们 对 波 哇 松 分 布 通过 二 项 分 布 而 产生 的 过 程 

作 了 一 个 解释 ,利用 这 个 解释 的 架构 ,不 须 计 算 即 可 容易 看 出 这 个 
结论 .我 们 留 给 读者 自己 去 完成 . 这 样 解释 的 目的 , 倒 不 在 于 为 了 
避免 计算 (就 本 例 而 言 , 计 算 很 简单 ,可 能 比 通过 上 述 解释 还 简便 
些 ) ,而 是 它 使 人 了 解 为 什么 会 有 这 个 结果 (前 面 几 个 例子 也 如 
此 ) .形式 的 计算 使 人 相信 结果 是 对 的 ,但 不 能 提供 直观 上 的 启发 
性 . 

2.4.2 连续 型 分 布 的 情况 :一般 讨论 

本 节 的 其 余部 分 将 讨论 更 有 兴趣 的 连续 型 情况 . 这 一 段 对 处 

理 这 种 问题 的 一 般 方法 作 些 介绍 ,然后 在 2.4.3,2.4.4 两 段 中 ,分 

别 对 两 个 在 数理 统计 学 上 重要 的 情况 专门 进行 讨论 ,并 由 此 引出 

在 数理 统计 学 芋 几 个 重要 的 概率 分 布 . 

先 考 虑 一 个 变量 的 情况 . 设 X 有 密度 函数 F(z). 设 了 = 

g(z),g 是 一 个 严格 上 升 的 函数 , 即 当 zij<z 时 , 必 有 g(zi)< 

g(z2) .又 设 g 的 导数 g 存在 .由 于 sg 的 严格 上 升 性 ,其 反 本 数 X 

=A(Y) 存 在 且 疡 的 导数 户 也 存在 . 

任 取 实 数 y. 因 g 严格 上 升 , 有 

P(Y 芝 y) = PECO) 二) = P(X 二 ACD) = Fodt 
Y 的 密度 盟 数 !(y), 即 是 这 个 表达 式 对 > 求 导 数 ( 见 定义 1.3). 
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有 

L(y) = FACy)D)R CCy) (4.2) 

如 果 Y=g(X) 而 g 是 严格 下 噬 , 则 }1g(X) 委 >y} 相当 于 

{XA(CY)} .于 是 

P(Y 运 ) = P(EOO) 入 y) = PCX>>hC)) = | CoDdt 
对 > 求 导 数 ,得 了 的 密度 曙 数 

L(y) = 一 CACy))AmCy) (4.3) 

因为 当 g 严格 下 降 时 ,其 反 本 数 六 也 严格 下 降 , 故 六 (>y)<0. 这 
样 5(y) 仍 为 非 负 的 .总 结 (4.2),(4.3) 两 式 ,得 知 在 g 严格 单调 

(上 升 下 降 都 可 以 ) 的 情况 下 ,总 有 g(X) 的 密度 函数 L(y ) 为 
(yy) = FPCy)) AD) (4.4) 

例 4.4 Y=aX+pb,a 天 0. 反 林 数 为 X=(Y-p5)Me .由 

(4.4) 得 出 :aX+p 的 密度 函数 为 

L(y) = CC -b)Me)L al (4.5) 

若 X 有 正 态 分 布 N(7p,o), 则 据 正 态 密度 函数 的 表达 式 (1.14) 和 

公式 (4.5S), 易 算出 cX+& 服从 正 态 分 布 N(cu +oa:o). 特 别 ， 

当 Y=(X-Ap)《M 时 ,有 Y 一 N(0,1). 这 一 点 在 例 1.6 中 已 指出 

过 了 . 

当 Y=g(X) 而 g 不 为 严格 单调 时 ,情况 复杂 一 些 , 但 并 无 原 

则 困难 .我 们 不 去 考虑 一 般 情况 ,而 只 注意 一 个 特例 Y= X2. 仍 以 

厂 记 X 的 概率 密度 . 因 Y 非 负 ,有 PP(Y 委 >y)=0 当 y 委 0. 若 y> 

0, 则 有 

P(Y 乏 y) =P(OX 坟 yy) = P(-vy 坪 X 云 Vy) 
VYy 

= 上 -7Codt 

对 > 求 导数 ,得 Y 的 密度 图 数 1(y ) 为 

上 (0y) = yiI2LAV3)+ 7-V3)], 当 >0 
而 当 y 委 0 时/!(y)=0. 下 面 的 特例 很 重要 . 

人 87 。



  

例 4.5 若 X 一 N(0,1), 试 求 了 =X- 的 密度 函数 ， 

以 FLz)= (V 于 )-le-z2 代 人 上 式 ,得 
1(y) = (V2ry)-iey2, 当 ，>0.1(y>) =0 当 > 多 0 

(4.6) 

现在 考虑 多 个 变量 的 函数 的 情况 ,以 两 个 为 例 . 设 (Xi,X2>) 的 

密度 函数 为 大 (ziyz2)， 1 9 Y” 都 是 (Xi ,X2) 的 函数 : 

Yi = SI(XI,X2),Y2 = S2CX1,X2) 《4.7) 

要 求 (Yi,Y2) 的 概率 密度 函数 /(71,y). 在 此 ,我 们 要 假定 (4.7) 

是 (Xi,X2?) 到 (Yili,Y2) 的 一 一 对 应 变换 ,因而 有 逆 变 换 

XI = Pi(YiY),X = 关 (Yi Y2>) (4.8) 

又 假定 gl, g2 都 有 一 阶 连 续篇 导数 .这 时 , 逆 变 换 (4.8) 的 函数 

hi,Pz 也 有 一 阶 连 续 偏 导数 , 且 在 一 一 对 应 变换 的 假定 下 ,页 可 比 

行列 式 

Ali7《ayl 9A179y2 
J(yl1， = (22 3h2jay aha7]ay， (4.9) 

  

  

不 为 0. 

现在 我 们 在 (Yi, Y2z) 的 平面 上 任 取 一 个 区 域 A. 在 变换 

(4.8) 之 下 ,这 区 域 变 到 (Xi,X2z) 平 面 上 的 区 域 下 .就 是 说 ,事件 

{ 人 (YYz)EAI 等 于 事件 1(Xi,X2)E1. 考 虑 到 是 (Xi,X，) 

的 密度 函数 ,有 

P(UY ID)E A) = P(CXX)E B) = | /zza)dzidzs 
使 用 重 积分 变数 代 换 的 公式 ,在 变换 (4.8) 之 下 ,上 式 最 右 端 一 项 

的 重 积分 变换 为 

PCYiY:)EAI) = | Any it)) 

1 J(yiya)| dyidy? (4.10) 

此 式 对 (Yi, Y2>) 平 面 上 任何 区 域 4 都 成 立 . 于 是 , 按 定义 2.2( 见 

(2.3) 式 )), 即 得 (Yi,Y2z) 的 密度 函数 为 
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L(yiy) = FAiCyiya) ,pay1y2))17Cy1y2)| 

(4.11) 

一 个 重要 的 特例 是 线性 变换 

Yi = alXI + al2Xa ,Ya = a212Z1 + a2X 〈4.12) 

假定 变换 的 行列 式 aiie2 - aiza2i 天 0, 则 逆 变 换 (4.8) 存 在 且 仍 

为 线性 变换 : 

XI= 0OIYI 二 DY2,X 一 DoY1I + DY> (4.13) 

此 变换 的 贾 可 比 行列 式 为 常数 : 

J(yity) = = bb22 -Op021 = (alla22 -ata2l) 

按 (4.11) 式 ,得 出 (Yi,Y2) 的 密度 函数 为 

1(yiy) = Fonyt+ by ,pozyl+ b2y2)|00022 一 Di2021| 

(4.14) 

例 4.6 再 回 过 头 来 考虑 例 3.6. 为 与 此 处 记号 一 致 ,把 该 例 

中 的 尺 和 @ 分 别 记 为 Yi,Y>z, 这 时 逆 变 换 (4.8) 为 

Xi 三 YicosY2，,，X> 三 YIJsimnyY> 

足 可 比 行列 式 为 

JCYy1，y2) 二 

因为 (Xi,X2) 的 密度 函数 为 

F(zlza) = rexp| -六 (2+2)| 
而 z+ 好 = yicos2y + yisinz 和 = 好 ,由 公式 (4.11) ,得 (Yi ,Y，) 

的 概率 密度 函数 为 了 -e-w2y1. 变量 范围 为 0<w < co,0<y< 

2r. 在 这 个 范围 之 外 为 0. 这 与 例 3.6 中 求 出 的 一 致 . 

本 例 还 提 柄 了 我 们 一 点 :必须 注意 变换 以 后 变量 的 范围 . 光 从 

公式 (4.11) 上 有 时 并 不 能 看 清 这 一 点 .在 本 例 中 ,因为 (Yi,Y， ) 

是 点 的 极 坐标 ,其 范围 易于 判定 ,在 有 些 例子 中 , 则 需 经 过 一 定 的 

判断 .看 下 面 的 例子 . 

例 4.7 设 Xi,X; 独立 ,都 服从 指数 分 布 (1.20) ,其 中 =1. 
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而 设 闭 1 三 从 1 十 XXX, Y2 二 1 - X>, 求 (Yi,Y2) 的 密度 函数 . 

用 公式 (4.11) 不 难 算出 密度 机 数 为 !(yi,y:) = 十 e .问题 
在 于 :这 个 表达 式 只 在 一 定 范 围 B 内 有 效 ,在 已 外 为 0. 中 是 什 

么 ? 这 就 要 考虑 到 (Xi, X2) 只 在 第 一 象限 4 内 大 于 0.A 的 两 条 

边 , 即 两 轴 的 正 半 部 ,分别 相 应 于 (Yi,Y2) 平 面 上 的 直线 Yi = Y2 

和 了 = 一 Y( 见 图 2.10). 另 外 ,Yi =Xi+X; 必 大 于 0,Yi 必 大 

于 YY:. 故 (Yi,Y2z) 只 能 落 在 上 述 两 条 直线 所 来 出 的 包含 Yi 正 半 

轴 的 那 部 分 , 即 图 2.10 中 标示 的 虽 . 

  

图 2.10 

有 时 ,我 们 所 要 求 的 只 是 一 个 函数 
Yi = SICXI,X2) 

的 分 布 . 一 个 办 法 是 对 任何 y 找 出 | i 委 y|} 在 (Xi,X)) 平 面 上 对 
应 的 区 域 gl1(Xi X2) 委 yy 记 为 4,. 然 后 由 P(Y; 及 y) = 

上 roadrdm Yi 的 分 布 . 另 一 个 办 法 是 配 上 另 一 个 函 
数 Ya2= 8g2(CXi,X2) ,使 (Xi,X2) 到 (Yi,Y)) 成 一 一 对 应 变换 . 然 
后 按 (4.11) 找 出 (Y)， Y2) 的 联合 密度 函数 !(y ,yy ). 最 后 , Yi 的 

密度 函数 由 公式 | _L(yivya)dyz 给 出 ( 见 (2.9)). 后面 将 给 出 使 
用 这 个 方法 的 重要 例子 . 

以 上 所 说 可 完全 平行 地 推广 到 ”个 变量 的 情形 : 设 (X,…， 
X, ) 有 密度 函数 F(zl，……,z, ) ,而 
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YY = grCXI XI 二 1 7 

构成 (Xi …,Xo) 到 (Yi 了) 的 一 一 对 应 变换 ,其 道 变换 为 

Xi 一 PCYI YN) 一 11,7 

此 变换 的 页 可 比 行列 式 为 
90AhiMoyl … 9hl9y 

Jo = 

    

dghvM9y … 0jh7L[gy 

则 (YY YY) 的 密度 函数 为 

Lyn) 二 CR) jy yn)) 

Jo (4.15 ) 

2.4.3 随机 变量 和 的 密度 函数 

设 (Xi,X2) 的 联合 密度 图 数 为 F(Czl,zz), 要 求 

Y 二 Xi 十 式 ， 

的 密度 嚼 数 . 

一 个 办 法 是 考虑 事件 

上 IY 委 = { 人 XI+X 委 yy| 

它 所 对 应 的 (Xil,X2) 坐 标 平面 上 的 集合 

刀 ,就 是 图 2.11 中 所 示 的 直线 zl1+ zz=y 

的 下 方 那 部 分 . 按 密度 函数 的 定义 有 

P(Y 生 >y)= PXI+X 二 >) 

二 | Proza)dridzs 图 2.11 

吾 

将 重 积分 化 为 累积 分 , 先 固定 zl 对 z， 积分 ,积分 范围 为 -~ co 到 
y-1, 如 图 所 示 . 然 后 再 对 zi 从 - co 到 ce 积分 .结果 得 

PLY 委 y) = | (Arnza)drzjdai 

对 y 求 导数 , 即 得 Y 的 密度 函数 为 

1() = (zy -xz0dzi 

 



-| zy 一 并)dz (4.16) 

作 变 数 代 换 上 = y 开 (注意 > 是 国定 的 ) ,再 把 积分 变量 上 换 回 到 

并 ,也 得 到 

上 7) = Fo -rz)dz (4.17) 
如 果 Xi,X;， 独立 , 则 帮 zz)= 说 zi)P 记 (z) 这 时 (4.16) 和 

(4.17) 有 形式 

人 (y) =| Ad(z)Poy 一 工 )dz 

=| Ah-z)P(z)dz (4.18) 
这 个 方法 在 数学 上 一 点 不 足 的 地 方 是 要 通过 在 积分 号 下 求 导 

数 .这 在 理论 上 是 有 条 件 的 . 另 一 个 做 法 是 配 上 另 一 个 函数 ,例如 

2 =Xi. 则 

了 一 XI+TX，Z = 和 XI 

构成 (Xi ,X2z) 到 (Y,Z) 的 一 一 对 应 变换 . 逆 变 换 为 
Xi = ZX 一 立 -Z 

贯 可 比 行列 式 为 -1 ,绝对 值 为 1. 按 公式 (4.11) ,得 (了 ,Z) 的 联合 

密度 困 数 为 F(z,y - <). 再 依 公 式 (2.9), 求 得 Y 的 密度 函数 

/(y) 仍 为 (4.16) 式 . 

例 4.8 设 Xi,X: 独立 ,分 别 服从 正 态 分 布 N(miy ci) 和 

Na3). 求 了 =XI+X， 的 密度 函数 . 

由 假定 ,利用 (4.18) 的 第 一 式 , 有 

1 fe* 1fCz 一 Am 放 (y 一 工 一 Ap /(y) = 二 | eep| - 5 | 如 十 本 )j 

(4.19) 

  
  

经 过 一 些 初等 代数 的 运算 ,不 难得 到 

(z -AMot+(y 一 工 一 ja)[a3 
= (ai+o) yy 一 AM 一 pa)+(ar 一 六) 
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其 中 

a = 三 GilaoAAN GaT 十 Gy 

G1G 人 _ = 一 (pic +(y -和 )o2) 
V of 二 ca 

代 人 (4.19) ,得 

- (y -Ap 一 po 六 1fe Lo 

0 = Coree|- 5 光 和 e 才 d 
注意 < ,6 都 与 无 关 , 作 变 数 代 换 ! = ar+6, 并 利用 | e- 2dt 
= V2xr( 见 (1.15) 式 ) , 即 得 

L(y) =(V27r(og+o)  x 

exp| -了 (一 和 一 pa)2Moi+ oa)| (4.20) 
这 正 是 正 态 分 布 NOCpi + pa yci+o) 的 密度 函数 .由 此 可 见 , 两 个 

独立 的 正 态 变量 的 和 仍 服 从 正 态 分 布 , 且 有 关 的 参数 相 加 

有 趣 的 是 ,这 个 事实 的 逆 命 题 也 成 立 :如 果 Y 服从 正 态 分 布 ， 

而 Y 表 成 两 个 独立 随机 变量 Xi,X, 之 和 , 则 Xi,X， 必 都 服从 正 

态 分 布 .这 个 事实 称 为 正 态 分布 的 "再 生性 ” :一 条 是 坚 砍 成 两 段 ， 

仍 各 成 一 条 是 虹 ,这 称 为 是 归 的 再 生性 ;此 处 亦 然 :一 个 正 态 变量 

Y 克成 独立 的 两 段 Xi,X(Y=XI+X2), 各 段 Xi,X， 仍 不 失 其 

正 态 性 . 这 个 深刻 命题 的 证 明 超 出 了 本 书 的 范围 

不 难 证 明 : 即 使 Xi,X。* 不 独立 ,只 要 其 联合 分 布 为 二 维 正 态 

NI(pipayafosp), 则 工 =Xi+X2: 仍 为 正 态 :Y 一 N(Cpl +Aa2， 

of+oi+2ooloz). 证 明 与 本 例 相 仿 ,细节 留 给 读者 . 

本 例 直接 推广 到 ?个 变量 的 情形 : 若 Xi,…,X, 相互 独立 ， 

分 别 服从 正 态 分 布 NCA ,ac?) ,NO ca), 则 XI+…+X, 服 

从 正 态 分 布 N(AT+ ……+ ya 十 十 0 )， 

证 明 很 容易 .以 三 个 变量 的 情形 为 例 . 记 

Y=Xi+X+XI -2Z+X3 ZXI+X， 
人 3 ae



按 本 例 结 果 有 QZ 一 N(pl + pa ,al+a) .又 按 定 下 3.3, 知 Z 与 X3 

独立 .对 Z 和 Xs3 应 用 本 例 , 即 得 

Y=Z+Xs 一 NO +Ha+H3saoi+ oa 十 03) 

在 介绍 下 面 这 个 重要 例子 之 前 ,我 们 先 要 引进 两 个 重要 的 特 

殊 函 数 : 

有 卫 函 数 ( 读 作 Gamma 困 数 ) 有 (xz): 通 过 积分 

P(z) = | etdtsz >0 (4.21) 

来 定义 .此 积分 在 工 >0 时 有 意义 ， 

8 郴 数 ( 读 作 Beta 函数 )8(z ,y): 通 过 积分 

BCzy,y) = | -zt)>7 idtz>0y>0 (4.22) 

来 定义 .此 积分 在 过 >0,y>0 时 有 意义 . 

直接 算出 PC1) = | erdx = 1 而 在 作 变 数 代 换 ! = v2 后 ， 
算出 

PC1A2) =| e tidz 一 | st2vdz) 
0 0 

-2 edu 一 | edu 

令 x=uw2 ,并 利用 (1.15) 式 ,得 

-了 工 | ee22ly = 工 元 一 VT 及 (12) 情 d 万 Y2a VT 

了 函数 有 重要 的 递 推 公式 : 

有 Prz+l)= xzP(z) (4.23) 

事实 上 ，P(z + 1D) = | eardz. 作 分 部 积分 ,有 

| eerdt =-| ace) = 一 大 e | 久 了 | ed 

=ZP(Z) 

由 算出 的 (1) 和 了 (1/2), 可 得 出 当 ”为 正 整数 时 , 玉 (z) 和 
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P(a 2) 之 值 ( 后 者 当 ? 为 奇数 时 ,否则 ?02 为 整数 ): 

Pi =( -1)1POz2)=1.3.5…(72 一 2)2-42 一 1 人 V 

(4.24) 

例如 
FP(4) =PG3+1)=3pP)=3:.2P02)=3:.2.1FG0) 

=3.2.1=3! 

P(72) = 了 SAT1) = (SA 和 2)PSAD) 

=($ 和 )(3) 有 3] ) 

=($ 和 2)(32)(12J)PGI2) =1.3.5.23Vrx 

及 函数 与 8 函数 之 间 有 重要 的 关系 式 : 

Brzyy) = 了 有 GOz)PGCy)APGCz +y) (4.25) 

这 个 公式 的 证 明 见 本 章 附 录 4. 

由 一 函数 的 定义 易 知 : 若 交 >0, 则 函数 

] ez2zr0cr22 当 过 之 0 

ez) = 41P( 生 )222 (4.26) 
0， 当 工 委 0 

是 概率 密度 函数 实际 上 ,由 Au(Zz) 的 定义 知 它 非 负 . 又 ( 作 变 数 代 

换 工 三 27 ) 

| ez27rt02-2) 人 2 区 一 2 co-2) 人 47 一 2"2r( 生 】 

0 

玫 知 | A(z)dz = 上访 (z)dz = 因而 证 明了 它 是 密度 函 
数 .这 个 密度 函数 在 统计 学 上 很 重要 且 很 有 名 , 它 称 为 "有 目 由 度 7 

的 皮尔 逊 卡 方 密度 “相应 的 分 布 则 称 为 卡 方 分 布 ), 常 记 为 Xi. 

K. 皮 尔 进 是 英国 统计 学 家 ,现代 统计 学 的 葛 基 人 之 一 .在 本 书 第 
五 章 中 将 涉及 他 的 工作 . 
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例 4.9 若 Xi,…，,X, 相互 独立 ,都 服从 正 态 分 布 N(0,1) ， 

则 Y= Xi+…+X2 服从 自由 度 ” 的 卡 方 分 布 X， 

从 例 4.5, 并 注意 P(1/2) = VX, 看 出 本 例 的 结果 当 = 1 时 
成 立 . 于 是 可 用 归纳 法 , 设 此 结果 当 ” 改 为 -1 时 成 立 . 表 Y 为 
Z+22 ,其 中 Z=Xi+…+X2_ 则 由 归纳 假设 , 知 Z 有 密度 函 
数 &_1i(z). 由 例 4.5 知 X 有 密度 函数 AI(z) .再 由 定理 3.3, 知 

2 与 X7 独立 .于 是 按 公 式 (4.18)( 用 前 一 式 ) , 知 Y 的 密度 函数 为 

人 (y) 一 | 和 zkaty 一 工 )d 一 上 和 zaa(y- 并 )dz 

后 一 式 是 因为 ,Ri1(CL) 和 RiCt) 都 只 在 上 之 0 时 才 不 为 0, 故 有 效 

的 积分 区 间 为 0 委 z 委 yy. 以 (4.26) 中 的 表达 式 (2 分 别 改 为 -1 

和 1) 代 和 人 上 式 , 得 
1 

ID) = 人 P( 瑟 42 二) 人) 

。 站 2 __ 过 )-L2dr (4.27) 

在 积分 中 作 变 数 代 换 z = 光 , 得 
了 
站 ze-a20 六 )-12dr 

-0 co-a201 _ z) 一 12dz 

一 《7-2)73 2 一 了 末 
y 8 7 7 

ae 人 (全 了 2 2 2 

以 此 代入 (4.27) , 即 得 !(y) = As(y). 从 而 证 明了 本 例 结 果 对 7 

也 成 立 ,这 完成 了 归纳 证 明 . 

  

  

  

* 常 把 这 说 成 Xi … AS 独立 周 分 布 并 缩 记 为 iid. (independentiy identically dis- 

tributed) ,并 说 Xi An 有 公共 分 布 N(0,1). 注 意 不 要 混 清 “公共 ”分 布 和 "联合 ”分 

布 .整个 这 假定 可 简 记 为 :Xi，…, Xiid, 一 N(O,1). 
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本 例 也 解释 了 在 定义 卡 方 分 布 时 提 到 的 目 由 度 2 这 个 名 

词 .因为 Y 表 为 ?个 独立 变量 Xi,…,X, 的 平方 和 ,每 个 变量 X， 
都 能 随意 变化 ,可 以 说 它 有 一 个 自由 度 , 共 有 2 个 变量 ,因此 有 ?> 

个 目 由 度 . 当然 这 个 解释 只 在 ;为 正 整 数 时 才 有 效 (注意 &,(z) 

的 定义 中 并 不 必须 限制 ”为 正 整 数 ,只 要 >0 就 行 ). 实 际 上 , 自 

由 度 这 个 名 词 通常 也 只 用 在 ”为 整数 时 . 

卡 方 分 布 有 如 下 的 重要 性 质 : 
1. 设 Xi,X2 独立 ,Xi 一 XXX2 一 和 5 则 Xi+X2 一 X24n 

证 明 可 以 直接 利用 和 的 密度 公式 (4.18) 得 到 .更 简便 的 是 从 
卡 方 变 量 的 表达 式 出 发 , 设 Zi …， YY 独立 且 都 有 分 布 

N(0,1). 令 XI=YI+ TY =Y21+…+Y2，， 按 本 

例 ,有 

1 一 X7，X2 一 和 

而 

XI X2 一 YT+ 十 Yin 

为 只 二 元 个 标准 正 态 变 量 的 平方 和 . 按 本 例 其 分 布 为 y2 +。 明 所 

2. 各 XI，…,X, 独立 , 且 都 服从 指数 分 布 (1.20) , 则 

X=2A(XI+…+X) 一 7X3 

首先 ,由 X; 的 密度 函数 为 (1.20) , 知 2AX 的 密度 函数 为 广 e -2 

( 当 z>0.z 和 0 时 为 0). 但 在 (4.26) 中 令 ) =2, 可 知 这 正好 是 y3 
的 密度 函数 ,因此 2AX: 一 好 .再 因 Xi ，…,X, 独立 ,利用 刚才 证 明 
的 性 质 , 即 得 所 要 的 结果 . 

2.4.4 随机 变量 商 的 密度 函数 

设 (Xi,X2) 有 密度 函数 F(zlza),Y= X7AXI .要 求 Y 的 密 
度 函 数 . 为 简单 计 ,限制 Xi 只 取 正 值 的 情况 . 

事件 1Y 委 > = 1X27[XI 委 | 可 写 为 1X 雪 Xiyl ,因为 XI > 
0. 这 相应 于 图 2.12 中 所 标 出 的 区 域 B .通过 化 重 积分 为 累积 分 ， 

@ OO7 ae



  

得 到 

P(Y 委 yy) = | Ar(zuza)dridza 

-| 7Gzovza)dzajdzi 

对 y 求 导 , 得 Y 的 密度 师 数 为 

/(y) 一 | zznzay)dz 

图 2.12 《4.28) 

知 Xi 有 独立 , 则 FFCziz2)= 万 (zi)， 

  

六 (za) ,而 上 式 成 为 

L(y) 一 | rzDP(zt)dai (4.29) 

《4.28) 式 也 可 以 通过 添加 一 个 变换 Z = Xi ,再 运用 公式 44.11) 和 

(2.9) 得 到 ,建议 读者 自己 去 完成 .这 个 做 法 不 须 在 积分 号 下 求 导 
数 . 

下 面 考 察 两 个 在 统计 学 上 十 分 重要 的 例子 . 
例 4.10 设 Xi,Xs; 独立 ,Xi 一 Xz 独立 ,X2 一 N(0,1), 而 了 

= X2? 人 人 /XIA . 求 Y 的 密度 本 数 . 

记 2Z=VAXi. 先 要 求 出 2 的 密度 函数 g(z). 有 

P(Z 迄 zx)=POVXI < 委 >z)= PCOXI 扫 ?xz2) 

-| 有 (位 )d 

两 边 对 Z 求 导 , 得 2 的 密度 冰 数 为 

gz) 三 27z 交 (7z2) 

其 次 ,以 万 (zi) 三 22zi& (zazi) 和 户 (z)=V 阮 -ea22 应 用 公 

式 (4.29) ,得 Y 的 密度 函数 , 记 之 为 如 (y) ,等 于 

to(y) =-v 歼 (22ra2)， 27zzie-m2(zaz? 和 (20 
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， erCra) dz 

=Vv27 (222P(7 [2)) 12722 

-| iexp| -Caz + zy2) |dzi (4.30) 
0 

作 变 数 代 换 zi =V2/(2+ 交 )Vt, 上面 的 积分 变 为 

( 2 ) ”三 seroad 

2 7 十 0 

= 寺 人 2 5 人 十 1 

2 7 十 yy 2 

以 此 代入 (4.30) ,并 略 加 整理 , 即 得 了 Y= XXX/ 的 密度 呆 数 

为 

  

  
  

所 十 ] 

__ PP((2 二 1)A2) 人 2 
ty ) 7 (1 十 亲 (4.31 ) 

这 个 密度 函数 称 为 "自由 度 ”的 上 分布" 的 密度 函数 , 常 简 记 

为 了 一 妨 : 这 个 分 布 是 英国 统计 学 家 双 . 哥 色 特 在 1908 年 以 "stu- 

dent 的 笔名 首次 发 表 的 . 它 是 数理 统计 学 中 最 重要 的 分 布 之 一 ， 

今后 我 们 将 见 到 这 个 分 布 在 统计 学 上 的 许多 应 用 . 

这 个 密度 函数 关于 原点 对 称 , 其 图 形 与 正 态 N(0,1) 的 密度 

函数 的 图 形 相 似 , 以 后 我 们 将 见 到 ( 兄 第 三 章 3.4 节 ), 当 自由 度 7 

很 大 时 ,* 分 布 确实 接近 于 标准 正 态 分 布 . 

例 4.11 设 Xi,X， 独立 , Xi 一 X,，X2 一 Xma， 面 Y=7 一 1 

X2[m Xi. 求 了 的 密度 函数 ， 

因为 Xi,X， 独立 , 故 ?7LXI 和 产 -1X,， 也 独立 .由 XI 一 MX 

和 X2 一 X 易 求 出 7 1X1 利 MX， 的 密度 函数 分 别 为 ) 疏 ， 

(azi) 和 mazR (azo). 以 此 代 人 (4.29) ,得 Y 的 密度 函数 , 记 之 为 

万 (yy) 人 注意 m2 在 前 ,mm 是 分 子 X; 的 自由 度 ) ,等 于 

三 (y) = zz ZI1R (1T)R 71IY)dzi 

-re 人 
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CO 

。 | zle zz 人 1721) 1e mc (7TYy)22 Idzi 

0 

一 主 
一 2622m( 至 jn( 到) 171zP 人 jz yl 

2 2 

。 | ee 中 21 人 1(m+z)M2 -1d71 

作 变 数 代 换 上 = (my+72)zli/2, 上 式 的 积分 化 为 

242+7)02(72y 十 也 ) 人 etdt 

一 24m+z)02( zzy 十 mo2r( 王 二) 

2 

以 此 代入 上 式 , 得 

PP 2 十 了 

万 y) 三 117 王 [272204 站 及 人 (zy 十 17 ) (mt+n)《2 ， 

( 品 )( 公 ) 
>0 (4.32) 

当 ys<0 时 请 ,(y)=0, 因 为 Y 只 取 正 值 . 

这 个 分 布 称 为 "自由 度 mm ,7 的 下 分 布 "( 注 意 分 子 的 自由 度 

在 前 ). 它 也 是 数理 统计 学 上 的 一 个 重要 分 布 ,有 很 多 应 用 , 常 记 为 

一 

人 们 有 时 把 米 ,z 和 下 这 三 个 分 布 合 称 为 “统计 上 的 三 大 分 

布 ,就 是 因为 它们 在 统计 学 中 有 广泛 的 应 用 . 这些 应 用 的 相当 大 

一 部 分 根 由 ,在 于 以 下 的 几 条 重要 性 质 .它们 的 证 明 可 参见 本 章 附 
录 口 ， 

] 设 Xi,…,X 独立 同 分 布 , 有 公共 的 正 态 分 布 

Nupo2)， 记 X 一 (Xi 十 …， 十 ) AS? 一 > ，(X， 一 X)2A(7 一 

i=1 

1). 见 Y， 雯 ) . 则 (1)S?[o2 = > (入 -X)2[o2 一 X2  (4.33) 守 

2” 设 Xi ……,X, 的 假定 同 1 二, 则 

Va(X-A)XS 一 二 1 (4.34) 
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3” 设 XXX Yi Yw 独立 ,Xi 各 有 分 布 N(piyo?)， 

让 各 有 分 布 N(pa ci), 则 

as [ (Yam-D)] /Xe -D)] 
(4.35) 一 一 

认 一 上 ,7 一 

b . 若 ao1 = o5, 则 

\/ Pa 二 到 一 全 [( 双 -了 ) - (pi - A2) ] 

/[(x 一 又 )2 + > (y 一 平 ) 和 一 (4.36) 

附 录 

A. 公式 (4.25) 的 证 明 

由 等 式 

上 xz+y -1zzrle-xl+odw 一 co (zu)z -lexxal dm 
0 0 

出 发 , 作 变 数 代 换 w = va , 知 右边 的 积分 等 于 | rie-“dw 即 
有 PCz) .于 是 

erodo = eerir(z) 
两 边 对 wx 从 0 到 积分 ,得 

PCz)PCOD) = [eeeodu]ead 
对 里 面 的 积分 作 变 数 代 换 := w(1+ w), 有 

| DZ+?-1e-x(li+o)d 

0 

= (1 + -ct es-ld 
1 

=(1+ mo)-zrDP(z+y) 

代入 上 式 得 
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P(z)P(O) = PCz+ | w+ arerodo (0 

作 变 数 代 换 := /AL1+zm). 当 立 由 0 变 到 ce 时 ,上 由 0 变 到 1. 又 

ozD(T TD)Czt+y) 

=(uw《A(1+ az))z-I(L+z)G+) 

一刀 (1 一 站 1 

因而 vv=zAL-i), 有 do=(1-- 划 dz. 故 

| 46 + vv)-(z+y)dm = | ea -ti)7 dr = B(zyy)(2) 
0 0 

由 (1),(2) 两 式 即 得 (4.25). 
B.(4.33) 一 (4.36) 的 证 明 

这 个 证 明和 要求 读者 对 正 交 方 阵 有 初步 知识 . 先 证 明 下 面 的 预 

备 事实 : 

引 理 设 Xi,X;，,…,X,iid, 一 NCpo2). 记 X = TVX 
1 一 

则 

a.V7za(X -An)vM 一 NO0,1)， 

pb (0X -2o2 一 认 -， 

<. 广 与 > (Xi - 叉 ) 独立 . 

证 找 一 个 ” 阶 正 交 方 阵 A ,其 第 一 行 各 元 都 是 1Mz2 . 作 正 

Y X%1 
: | 一 Al 

        

了 入 
也 

由 于 A 为 正 交 恋 换 ， 它 不 改变 平方 和 , 即 > - 六 于 又 因 

正 交 方 阵 的 行列 式 为 1, 根 据 公 式 (4.15 )， 注意 到 (X，，， …Xn) 的 
密度 函数 为 
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(V3xc)-"exp| 一 7 > (Zi; 一 | 

= (V37xo)-"exp| - 7 1 一 2 > zi 十 np2) | 
GI 5i=1 i=1 

以 及 >) r; = Vi (这 是 因为 A 的 第 一 行 各 元 都 是 1 ,因而 

Wi= (zi+…+ mn)AW 歼 ), 得 知 ( Yi，… 2) 的 密度 函数 为 
VEFojremp[- 识 ( 阅 时 -20Vtt na) 

2 2 2? 

= (V2xo)-ler0o0 yw 2 ，(V2rc) Tie 22o 
了 2 

。(V2ra)-le-y02a 

因此 ,(Y，…Y) 的 密度 可 分 解 为 ?个 函数 的 乘积 ,每 个 画 数 只 

依赖 一 个 变量 . 据 定 理 3.2, 即 知 Yi, Yaz，…,Y 独立 , 且 

Yi 一 NOVzapna2) ,Yi 一 NO0,c2)，; 一 了 之，……，372 (3 ) 

再 据 定 理 3.3, Y; 与 YI+…+Y2 独立 ,但 

于 -于 

-XI 
而 Yi=VnX. 这 证 明了 c.a 和 b 由 (3),(4) 及 卡 方 分 布 的 定义 立 

即 得 出 . 引 理 证 毕 . 

有 了 这 个 引 理 就 不 难得 出 (4.33) - (4.36). 事 实 上 ,(4.33) 就 

是 这 引 理 的 b. 为 证 (4.34) ,注意 Vz(X-Aw)vc 服从 正 态 分 布 

NT(0,1) ,由 引 理 的 b,Svc 的 分 布 与 V X2 1 一 1) 的 分 布 相同 . 

又 按 引 理 的 c,Vz(X- ww) 与 S 独立 .于 是 由 上 分 布 的 定义 即 得 

(4.34).(4.3S$) 由 引 理 的 b 及 开 分 布 的 定义 得 出 . 

(4.36) 的 证 明 略 复杂 一 些 . 暂 记 Z， = > (X, - 玛 ),Z, = 
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> (y - 立 )2. 据 引 理 的 <, 壹 与 2 独立 , 立 与 Z 独立 ,又 因 X ， 
i=1 

人 Yi 了 全 体 独 立 , 故 X,Y,Zi;,Z， 四 者 独立 . 因为 愉 全 

NOCUpiya2[a ) ,六 一 NA ya2LAoa ) ,Ga2 为 0 和 Ga 的 公共 值 , 据 例 

一 - 一 十 一 一 
4.8, 知 X-Y 一 Ni-Apayo2An + ) ,因而 2 到 二 [( 驻 

-了 ) - (Ai -pa)] 一 NGC0,1). 又 据 (4.33), 有 Zi《o 一 X5 -1， 

2Z2《[i 一 Xi, 因 AR 独立 , 按 卡 方 分 布 的 性 质 , 有 (21 十 2Z2)《 

0 一 Ya 因 X,Y,Z1,Z， 四 者 独立 , 按 第 二 章 定 理 3.3, 知 

Wi =\/ 三 二 本 二 [( 冯 - 立 )- (xl -pa)] 与 
1 站 本 人 总 (2 十 2Z2) | 二 者 独立 

(7 十 71 

按 上 分布 的 定义 知 , Wi7W2 一 已 + 这 就 证 明了 (4.36). 

可 以 注意 一 下 这 些 结果 中 的 自由 度数 目 .在 (4.33)， > (X - 
X) 为 元 个 量 的 平方 和 ,为 何 自由 度 只 有 )” - 1? 这 是 因为 ,Xi 一 
XXX 一文 这 ?个 量 并 不 能 自由 变化 ,而 是 受到 一 个 约束 , 即 

> (Xi - 又 ) = 0. 这 使 它 的 自由 度 少 了 一 个 .(4.36) 中 的 自由 度 
是 2+2-2 也 一 样 地 解释 :一 共有 7 + 产 个 量 X 一斑 (= 1 

2) 和 玉 -YY(G = 1 mm) 取 平方 和 . 它们 受到 两 个 结束 , 即 
(2 - 文 ) = 0, > ( 芭 -=- 立 ) = 0. 少 了 两 个 自由 度 , 故 自由 度 
不 为 由 +7a 而 为 丸 十 加 一 2. 

在 第 四 章 例 3.2 中 ,将 给 自由 度 这 个 概念 以 另 一 个 解释 . 不 言 
而 喻 ,不 同 的 解释 只 是 形式 上 的 差别 ,实质 并 无 不 同 . 

习 题 

1. 茶 事件 4 在 一 次 试验 中 发 生 的 概率 为 1/2. 将 试验 独立 地 重复 ”次 . 
证 明 : A 发 生 偶数 次 ”的 概率 为 12 ,不 论 ”如 何 (0 算 偶 数 )， 
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2. 在 上 题 中 , 若 4 在 一 次 试验 中 发 生 的 概率 为 户 , 则 “A 发 生 偶 数 次 的 

概率 为 六 = 寺 [1 + (1 - 2 思 ) 中 .用 归纳 法 . 
3. 两 人 分 别 各 拿 一 个 均匀 侗 板 投掷 ” 次 (每 次 掷 出 正 、 反 面 的 概率 都 是 

1/), 间 :“ 两 个 掷 出 的 正面 数 相同 ”这 事件 的 概率 是 多 少 ? 
4. 甲乙 二 人 赌博 . 每 局 甲 胜 的 概率 为 刀 , 乙 胜 的 概率 为 g = 1- 户 . 约 

定 : 赌 到 有 人 胜 满 。 局 为 止 ,到 这 时 即 算 他 获胜 . (a) 求 甲 胜 的 概率 . (b) 若 
= 1/2, 用 (a) 的 结果 以 及 用 直接 推理 ,证 明 甲 胜 的 概率 为 1 /2. 

5. 以 bg(Ain yp) 记 二 项 分 布 概率 人 ju- mp" 证 明 :(a) 者 p<l7 
(za+1l), 则 当 太 增加 时 8(3zz 力 ) 非 增 .(b) 若 2P1-12+Tl), 则 当 有 增加 

时 5(Rizz,zb) 非 降 .(c) 若 1M2+1l)<b<l-lia+l), 则 当 增 加 时 ， 

(3 力 ) 先 增 后 降 . 求 使 5(R ;2 力 ) 达 到 最 大 的 开 ， 

6.10 个 球 随机 地 放 进 12 个 盒子 中 , 问 : 空 盒 (不 含 球 的 盒 ) 数 目 为 10” 

这 事件 的 概率 是 多 少 ? 

7. 设 随机 变量 X 服从 二 项 分 布 B(z,b),& 为 小 于 z 的 非 负 整 数 , 记 

(pb)= 了 PCOXst)， 

《a) 用 直观 说 理 的 方法 指明 : F(p) 随 请 增 加 而 下 降 . 

(b) 用 概率 方法 证 明 (a) 中 的 结果 . 

(c) 建立 恒等式 

太 访 ) = RE 砍 (1 -z)” 人 1dt 

从 而 用 分 析 方 法 证 明了 (a) 中 之 结论 . 

8. 设 随 机 变量 Xi ,X; 独立 同 分 布 ,而 Xi + X; 服从 二 项 分 布 B(2, 户 ). 

则 Xi1,X2z 都 服从 二 项 分 布 B(1,)( 即 P(XI=1)=z 力 (XI=0)=1--)， 

若 只 假定 Xi ,X2 独立 且 都 只 取 0,1 为 值 , 这 结论 也 对 . 

9. 在 超 几何 分 布 (1.10) 中 国定 ,mm , 令 N 一 co ,Moco 但 MLN-p,0 

委 魏 1. 证 明 :(1.10) 以 (ia 力 ) 为 极限 ， 

10. 设 随 机 变量 X 服从 波 哇 松 分 布 P(1).& 为 正 整数 

《a) 用 概率 方法 证 明 :P(X<&) 随 1 增加 而 下 降 . 

(b) 建立 恒等式 

了 P(X 委 有 ) = 二 | 帮 etdz 

从 而 用 分 析 方 法 证 明 (a) 中 之 结论 . 
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11. 记 忘 (R)=e 和 MRI 证明:(a) 若 人 和 1, 则 思 (E) 随 不 增加 而 非 增 . 

(b) 若 人 >1, 则 饭 (RE) 先 增 后 降 , 找 出 使 六 人) 达到 最 大 的 大 

12. 有 一 个 大 试验 由 两 个 独立 的 小 试验 构成 .在 第 一 个 小 试验 中 ,观察 

某 事件 A 是 否 发 生 ,A 发 生 的 概率 为 i; 在 第 二 个 小 试验 中 ,观察 某 事 件 如 

是 否 发 生 ,日 发生 的 概率 为 加 2. 故 这 个 大 试验 有 4 个 可 能 结果 :(A, 忆 )， 

(4,B),(4,B),(A,B). 把 这 大 试验 重复 N 次 . 记 

FEi =|(A,B),(4A,B) 总 共 发 生 7 次 | 

Ba =1(A,B) 发 生 玉 次 | 

计算 条 件 概率 P(Ez| 开 1) ,证 明 它 等 于 (Aiza yb), 其 中 心 = 记 ii(1- 思 2)《A[D 
(1 一 z)+(1-zi)pz], 并 用 直接 方法 (不 通过 按 条 件 概率 公式 计算 ) 证 明 这 
个 结果 . 

13. 设 Xi，…,Xr 独立 同 分 布 ,其 公共 分 布 为 几何 分 布 (1.12). 用 归纳 法 
证 明 :Xi+…+X; 服从 负 二 项 分 布 (1.11). 又 :对 这 个 结果 作 一 直观 上 的 解 
释 ,因而 得 出 一 简单 证 法 . 

14. 在 一 串 独 立 试验 中 观察 某 事件 A 是 否 发 生 , 每 次 A 发 生 的 概率 都 
是 疡 .有 以 下 两 个 概率 :(1) zi= 做 :+r 次 试验 ,4 出 现 r 次 的 概率 .(2) 2 = 
做 试验 直到 A 出 现 - 次 为 止 ,到 此 时 A 有 :; 次 不 出 现 的 概率 .二 者 都 是 做 ; 
+z 次 而 A 出 现 > 次 ,但 总 有 > 加 .证 明 这 一 事实 并 给 一 解释 . 

15. 先 观察 一 个 服从 波 畦 松 分 布 P(A) 的 随机 变量 之 值 X, 然 后 做 X 次 
独立 试验 ,在 每 次 试验 中 某 事件 A 发 生 的 概率 为 .以 立 记 在 这 X 次 试验 中 
4 发 生 的 次 数 ,证 明 : 服 从 波 哇 松 分 布 P(Ap ). 

16. 设 随机 变量 X,Y 独 立 ,X 有 概率 密度 F(z), 而 Y 为 离散 型 ,只 取 
两 个 值 ci: 和 az 概率 分 别 为 训 和 加 .证明 ;:X+ Y 有 概率 密度 六 (z): 

Ptz)= pz-ai)r+ztpFz-a?) 

把 这 个 结果 推广 到 了 取 任 意 有 限 个 值 以 至 无 限 个 值 (但 仍 为 离散 型 ) 的 情 
况 . 

17. 设 X,Y 独 立 , 各 有 概率 密度 冰 数 F(z) 和 g(y), 且 X 只 取 大 于 0 
的 值 .用 以 下 两 种 方法 计算 Z= XY 的 概率 密度 ,并 证 明 结果 一 致 ; 

(a) 利用 变换 Z= XY, 太 =X， 

(b) 把 XY 表 为 YAX-1, 先 算出 X 的 密度 , 再 用 商 的 密度 公式 
(4.29). 

18. 设 X, 了 独立 ,X 有 概率 密度 FLz),Y 为 离散 型 ,其 分 布 为 . 
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了 (X= ai) = 如 =12 思 人 0 二 2 

证 明 : 若 cl,az,… 都 不 为 0, 则 XY 有 密度 本 数 

有 ( 工 ) 一 之 / 妃 [azves) 

若 al ,a… 中 有 为 0 的 , 则 XY 没有 概率 密度 天 数 ， 

19. 设 袜 为 只 取 正 值 的 随机 变量 , 且 logY 服从 正 态 分 布 N(a,o). 求 
Y 的 密度 末 数 (Y 的 分 布 称 为 对 数 正 态 分 布 ). 

20. 设 X 服 从 自由 度 为 ”的 上 分 布 ,而 Y=X/V a+X?, 其 中 a>0 为 

常数 , 试 求 了 的 密度 函数 . 

21. 设 X~N(0,1),Y=cosX, 求 站 的 密度 函数 ， 

22. 设 XI，…X,。 独立 同 分 布 ,Xi 有 分 布 函 数 F(z) 和 密度 函数 /(z). 

记 

Y = max( XXX),Z = min( XI X，) 

证 明 :Y,2Z 分 别 有 概 率 密度 函数 aF" -ICz)Fz) 和 ml1-FOz)] 1 (zx)》. 

23. 续 上 题 , 若 F(X) 为 !0,9] 上 的 均匀 分 布 (9>0 为 常数 ). 用 上 题 结 果 

证 明 :2 -max(X1，…，Xo) 与 min(X1l1,…,Xn) 的 分 布 相同 ,并 从 对 称 的 观点 

对 这 个 结果 作 一 直观 的 解释 . 

24. 设 Xi,X; 独立 同 分 布 ,其 公共 密度 为 

erz>0 

人 rz 10， < 
记 呈 = min(Xi,X2)， Yi = max( Xi X2) 一 min(Xi,X2) .证明 :Yi 与 刀 独 

立 , 呈 的 分 布 与 Xi]2 的 分 布 同 , Y> 的 分 布 与 Xi 同 (直接 计算 概率 P(Y' 

<u < 委 5) ). 

25. 一 大 批 元 件 其 寿命 服从 指数 分 布 (1.21). 男 定 一 个 时 间 下 >0. 让 一 

个 元 件 从 时 刻 0 开始 工作 .每 当 这 元 件 坏 了 马上 用 一 个 新 的 替换 之 .以 X 记 
到 时 刻 工 为 止 的 替换 次 数 .证 明 :X 服从 波 哇 松 分布 P(AT), 即 已 (X=7)= 
e Ma (用 归纳 法 , 详 见 提示 ). 

26. 证 明 Rs(a)= 忆 ,nm(1L-a)0<a<1. 

27. 设 (X,Y) 服 从 二 维 正 态 分 布 Nac,b,ai,as,o). 证 明 : 必 存 在 常数 

,使 X+p8Y 与 X-6Y 独立 ， 

28. 设 (X,Y) 有 密度 函数 

世 

(zy) -| 
0， 当 z 刀 + 刀 >1 
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(a) 求 出 常数 c. (b) 算 出 X,Y 的 边缘 分 布 密度 ,并 证 明 X,Y 不 独立 . 

29. 证 明 : 对 任何 自然 数 &,2 及 0<a<1, 有 

PFCa) 之 Fa) 

《实际 成 立 严 格 不 等 号 ). 

30. 设 X,Y 独 立 , 都 服从 标准 正 态 分 布 N0,1) ,以 FGz,y) 记 (X,Y) 

的 歌 合 密度 函数 .证 明 :天 数 

人 KRKzy)+z[00， 当 疡 了 史 委 1 
8 一 zy)， 当 z2+ 闪 >1t 

是 二 维 概率 密度 函数 . 若 随机 向 量 (U, V) 有 密度 函数 g(z,y), 证 明 : LU,V 

都 服从 标准 正 态 分 布 N(0,1) ,但 (LU,V) 不 服从 二 维 正 态 分 布 : 

本 例 说 明 : 由 各 分 量 为 正 态 推 不 出 联合 分 布 为 正 态 . 
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第 三 章 随机 变量 的 数字 特征 

在 前 章 中 ,我 们 较 仔 细 地 讨论 了 随机 变量 的 概率 分 布 ,这 种 分 

布 是 随机 变量 的 概率 性 质 最 完整 的 刻画 . 而 随机 变量 的 数字 特征 ， 

则 是 某 些 由 随机 变量 的 分 布 所 决定 的 常数 , 它 刻画 了 随机 变量 (或 
者 说 ,刻画 了 其 分 布 ) 的 某 一 方面 的 性 质 . 

例如 ,考虑 某 种 大 批 生产 的 元 件 的 寿命 .如 果 知 道 了 它 的 概率 

分 布 ,就 可 以 知道 寿命 在 任 一 指定 界限 内 的 元 件 百分率 有 多 少 ,这 

对 该 种 元 件 寿命 状况 提供 了 一 幅 完整 的 图 最 .如 王 文 将 指出 的 , 根 

据 这 一 分 布 就 可 以 算出 元 件 的 平均 寿命 mm ,mm 这 个 数 虽 则 不 能 对 

寿命 状况 提供 一 个 完整 的 刻画 ,但 却 在 一 个 重要 方面 , 且 往 往 是 人 

们 最 为 关心 的 一 个 方面 ,刻画 了 元 件 寿命 的 状况 ,因而 在 应 用 上 有 

极 重 要 的 意义 .类 似 的 情况 很 多 ,比如 我 们 在 了 解 某 一 行业 工人 的 
经 济 状 况 时 ,首先 关心 的 芒 怕 会 是 其 平均 收入 ,这 给 了 我 们 一 个 总 

的 印象 .至 于 收入 的 分 布 状 况 ,除非 为 了 特殊 的 研究 目的 , 倒 反而 
不 一 定 是 最 重要 的 . 

另 一 类 重要 的 数字 特征 ,是 衡量 一 个 随机 变量 (或 其 分 布 ) 取 

值 的 散布 程度 . 例如 ,两 个 行业 工人 的 平均 收入 大 体 相 近 ,但 一 个 
行业 中 收入 分 配 较 平 均 : 大 多 数 人 的 收入 都 在 平均 值 上 下 不 远 处 ， 
其 散布 小 ; 另 一 个 行业 则 相反 :其 收入 远离 平均 值 者 甚 多 ,散布 

较 大 ,这 二 者 的 实际 意义 当然 很 不 同 .又 如 生产 同一 产品 的 两 个 工 

三 ,各 目的 产品 平均 说 来 都 能 达到 规格 要 求 , 但 一 个 厂 波动 小 , 较 
为 稳定 , 另 一 个 厂 则 波动 大 ,有 时 质量 超标 准 , 有 时 则 低 于 标准 不 
少 ,这 二 者 的 实际 后 果 当 然 也 不 同 . 

上 面 论 及 的 平均 值 和 散布 度 ,是 刻画 随机 变量 性 质 的 两 类 最 
重要 的 数字 特征 ,对 多 维 变量 而 言 , 则 还 有 一 类 刻画 各 分 量 之 间 的 
关系 的 数字 特征 ,在 本 章 中 ,我 们 将 就 以 上 各 类 数字 特征 中 , 举 其 
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最 重要 者 进行 讨论 ， 

3.1 数学 期 望 ( 均 值 ) 与 中 位 数 

要 说 明 这 个 名 称 的 来 由 ,让 我 们 回 到 第 一 章 的 例 1.1. 甲 乙 二 

人 赌 技 相 同 ,各 出 赌 金 100 元 ,约定 先 胜 三 局 者 为 胜 , 取 得 全 部 

200 元 .现在 甲 胜 2 局 乙 胜 1 局 的 情况 下 中 止 , 问 赌 本 该 如 何 分 ? 

在 那里 我 们 已 算出 ,如果 继 续 赌 下 去 而 不 中 止 , 则 甲 有 3[4 的 机 会 

(概率 ) 取 胜 ,而 乙 胜 的 机 会 为 14. 所 以 ,在 甲 胜 2 局 乙 胜 1 局 这 

个 情况 下 , 甲 能 “期 望 "得 到 的 数目 ,应 当 确 定 为 

200x 了 +0x 寺 = 150( 元 ) 

而 乙 能 "期望 " 得 到 的 数目 , 则 为 

200x 寺 +0x 立 =- 50( 元 ) 

如 果 引 进 一 个 随机 变量 X,X 等 于 在 上 述 局 面 ( 甲 2 胜 乙 工 胜 ) 之 

下 ,继续 赌 下 去 甲 的 最 终 所 得 , 则 X 有 两 个 可 能 值 :200 和 0, 其 概 

率 分 别 为 3[4 和 14. 而 甲 的 期 望 所 得 , 即 X 的 “期 望 ” 值 , 即 等 于 
X 的 可 能 值 与 其 概率 之 积 的 累加 

这 就 是 数学 期 望 〈 简 称 期 望 ) 这 个 名 词 的 由 来 .这 个 名 词 源 出 财 

博 , 听 起 来 不 大 通俗 化 或 形象 易 懂 ,本 不 是 一 个 很 怡 当 的 命名 ,但 

它 在 概率 论 中 已 源远流长 获得 大 家 公认 ,也 就 站 住 了 脚 根 . 另 一 个 
名 词 均值 形象 易 懂 ,也 很 常用 ,将 在 下 文 解释 . 

3.1.1 数学 期 望 的 定义 

先 考 虑 一 个 最 简单 的 情况 . 

定义 1.1 设 随 机 变量 X 只 取 有 限 个 可 能 值 c; ,……,c，. 其 概 
率 分 布 为 P(X=aw)= 疙 =1T,…,m7. 则 X 的 数学 期 望 , 记 为 

(X) 六 或 EX ,定义 为 

* 五 是 期 望 Expectation 的 缩写 . 
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下 (X) = ap1 + a2 力 ? 十 …aamzm (1.1) 

名 词 的 来 由 已 如 前 述 .数学 期 望 也 常 称 为 均值, 即 “随机 变 

量 取 值 的 平均 值 "之 意 , 当然 这 个 平均 ,是 指 以 概率 为 权 的 加 权 平 

均 . 

利用 概率 的 统计 定义 ,容易 给 均值 这 个 名 词 一 个 自然 的 解释 ， 

假定 把 试验 重复 N 次 ,每 次 把 X 取 的 值 记 下 来 , 设 在 这 六 次 中 ， 

有 Ni 次 取 al,N; 次 取 az,……,N， 次 取 c，. 则 这 N 次 试验 中 X 

总 共 取 值 为 alNi +a”N +…+anN，, 而 平均 每 次 试验 中 X 取 

值 , 记 为 文 ,等 于 

和 = (alNi+aN + …+TaN DJZN 

= alNILN) +azCNz[N) +…+an(CNnAN) 

NiLN 是 事件 |1X= oj 在 这 ”次 试验 中 的 频率 . 按 概率 的 统计 定 

义 ( 见 第 一 章 ,1.1 节 ), 当 N 很 大 时 ,NiZN 应 很 接近 户 . 因 此 , 芝 
应 接近 于 (1.1) 式 右边 的 量 , 就 是 说 ,X 的 数学 期 望 忆 (X) 不 是 别 

的 , 正 是 在 大 量 次 数 试验 之 下 ,X 在 各 次 试验 中 取 值 的 平均 ， 

很 自然 地 ,如 果 X 为 离散 型 变量 , 取 无 穷 个 值 cl, ay,…, 而 

概率 分 布 为 P(X=ai)= 记 =1,2,…, 则 我 们 仿照 (1.1) ,而 把 
X 的 数学 期 望 下 (X) 定 义 为 级 数 之 和 : 

到 (X) = 2 at (1.2) 

但 当然 ,必须 级 数 收敛 才 行 ,实际 上 我 们 要 求 更 多 ,要 求 这 个 级 数 
绝对 收敛 

定义 1.2 如 果 

2 |ai| 记 < co (1.3) 

则 称 (1.2) 式 右边 的 级 数 之 和 为 X 的 数学 期 望 
为 什么 不 就 要 求 (1.2) 右 边 收敛 而 必须 要 求 (1.3)? 这 就 涉及 
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级 数理 论 中 的 一 个 现象 ;如果 某 个 级 数 ,例如 >\ap， ,只 是 收 伍 
;=1! 

( 称 为 条 件 收敛 ) ,而 其 绝对 值 构成 的 级 数 >, | a;| 思 ,并 不 收敛 ， 
二 1 

则 将 这 级 数 各 项 次 序 改 排 以 后 ,可 以 使 它 变 得 不 收敛 ,或 者 使 它 收 

敛 而 其 和 等 于 事先 任意 指定 之 值 .这 就 意味 着 (1.2) 右 边 的 和 存在 

与 否 , 等 于 多 少 ,与 随机 变量 X 所 取 之 值 的 排列 次 序 有 关 , 而 

巨 (X) 作 为 刻画 X 的 某 种 特性 的 数值 ,有 其 客观 意义 ,不 应 与 其 值 

的 人 为 排列 次 序 有 关 . 

在 连续 型 随机 变量 的 情况 ,以 积分 代替 求 和 , 而 得 到 数学 期 望 

的 定义 : 

定义 1.3 设 X 有 概率 密度 困 数 ALz). 如 果 

| zlrz)az< ma (1.4) 
则 称 

E(X) = | _zr(z)dz (1.5) 
为 X 的 数学 期 望 

这 个 定义 可 以 用 离散 化 的 方式 
Jo 来 加 以 解释 .如 图 3.1, 在 zx 轴 上 用 

密集 的 点 列 {z;} 把 z 轴 分 成 很 多 小 

区 间 ,长 为 xi- =Azr. 当 X 取 

5 zxr yy 值 于 区 间 [zi,z:i) 内 时 ,可 近似 地 
认为 其 值 就 是 zi: 按 密 度 函 数 的 定 

图 3.1 义 ,X 取 上 述 区 间 内 之 值 的 概率 , 即 

图 中 斜 线 标 出 部 分 的 面积 ,近似 地 为 

Aczi)Azi .用 这 个 方式 ,我 们 把 原来 的 连续 型 随机 变量 X 近似 地 

离散 化 为 一 个 取 无 穷 个 值 {zi} 的 离散 型 变量 X“ , X“ 的 分 布 为 
P(X = zi)zF(zi)Azri. 按 定义 1.2, 有 

E(X ) 2Uzif(z)Ar， 
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随 着 区 间 Az; 愈 分 愈 小 , X 愈 来 愈 接近 X, 而 上 式 右 端 之 和 也 愈 

来 愈 接近 于 (1.5) 式 右边 的 积分 ,这 样 就 得 出 定义 1.3. 至 于 要 求 

积分 绝对 收敛 即 (1.4) 式 ,其 原因 与 定义 1.2 的 情况 有 所 不 同 ,在 

此 不 能 细 论 了 . 

例 1.1 和 - 训 例 工 2) , 则 

FE(X)= 2 - = ec 1 人- 

一 Meray， 思 = Mere = 入 (1.6) 
i=0 7。 

这 解释 了 波 哇 松 分 布 P(X) 中 参数 1 的 意义 , 拿 第 二 章 例 1.2 的 

情况 来 说 ,》 就 是 在 所 指定 的 时 间 段 中 发 生 事故 的 平均 次 数 . 

例 1.2 设 X 服从 负 二 项 分 布 ( 见 第 二 章 例 1.5 的 (1.11) 

式 ) , 则 

十 7 一 1 EOO = 广 2i a- 人 7) 
为 求 这 个 和 ,我 们 要 用 到 在 第 二 章 例 1.5 中 指出 过 的 负 指 数 二 项 

展开 式 

(ar- fj 

:=0\V 7 一 | 

两 边 对 工 求 导 ,得 

r(1 一 工 ) -六 = 2 有 
i=0 六 一 荆 

在 上 式 中 令 z=1- zt, 然 后 两 边 同 乘 1- 得 到 

2 十 和 一 | -图 )= rp 力 ) 
fi=0 r 一 工 

而 

E(X) = 六 mp-zD)=r1-zp) 人 Mb (1.8) 
户 愈 小 , 则 此 值 愈 大 ,这 是 自然 的 : 若 事件 4 的 概率 户 很 小 , 则 等 

待 它 出 现 > 次 的 平均 时 间 也 就 愈 长 , 当 -=T1 时 ,得 到 几何 分 布 

(第 二 章 (2.12) 式 ) 的 期 望 为 (1-- 户 )/. 
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例 1.3 若 X 服 从 [a,oj 区 间 的 均匀 分 布 (第 二 章 例 1.9), 则 

EC = 让 | zxdz = 二 (co+ 间 (1.9) 
即 期 望 为 区 间 中 点 ,这 在 直观 上 很 显然 . 

例 1.4 若 X 服 从 指数 分 布 ( 第 二 章 例 1.7,(1.20) 式 ), 则 

五 (X) 一 让 ze 和 民 dz 一 | Ze zdz = -IIRO2) = 017 

  

  

  

  

  

(1.10) 
这 个 结果 的 直观 解释 曾 在 第 二 章 例 1.7 中 指出 过 . 

例 1.5 设 X 服 从 正 态 分 布 NCp,a) , 则 
1 fo -人 

玖 (X) = 六 | rem 2 dd 和 

作 变 数 代 换 zx=A+co ,化 为 

1 |> iD 
EOO= - 疡 | w+eos dt 

| 22 1 |”，-e22 -zx 疡 | di+o | te dt 

上 和 式 右 边 第 一 项 为 凡 ,第 二 项 为 0. 因此 

巨 (X) = (1.11) 
这 样 ,我 们 得 到 了 正 态 分 布 N(w,c-) 中 两 个 参数 之 一 的 wp 的 解 

释 :A 就 是 均值 ,这 一 点 从 直观 上 看 很 清楚 ,因为 N(wp,c2) 的 密度 
男 数 关于 wp 点 对 称 ( 兄 第 二 章 图 2.2b) ,其 均值 自 应 在 这 个 点 . 

因为 数学 期 望 是 由 随机 变量 的 分 布 完 全 决定 的 ,故我 们 可 以 
而 且 常 常 说 某 分 布 已 的 期 望 是 多 少 , 某 密度 太 的 期 望 是 多 少 等 . 
期 望 是 通过 概率 分 布 而 决定 这 个 事实 ,可 能 会 被 理解 为 :在 任何 应 
用 的 场合 , 当 谈 到 某 变 量 X 的 期 望 时 ,必须 知道 其 分 布 , 这 话 不 完 
全 确切 .在 有 些 应 用 问题 中 ,人 们 难于 决定 有 关 变量 的 分 布 如 何 ， 
甚至 也 难于 对 之 提出 某 种 合理 的 假定 ,但 有 相当 的 根据 (经 验 的 或 
理论 的 ) 对 期 望 值 提 出 一 些 假定 甚至 有 不 少 了 解 .例如 ,我 们 可 能 
比较 确切 地 知道 某 行业 工人 的 平均 工资 ,而 对 工资 的 分 布 情况 并 
不 很 清楚 .另外 , 当 需 要 通过 观察 或 试验 取得 数据 以 进行 估计 时 ， 
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去 估计 一 变量 的 期 望 ,要 比 去 佑 计 其 分 布 容易 且 更 确切 ,因为 期 户 

只 是 一 个 数 而 分 布 (或 密度 ) 是 一 个 画 数 .以 上 所 说 对 其 他 的 数字 

特征 也 成 立 . 在 本 书后 面 讲 到 数理 统计 学 时 将 更 明白 这 一 点 . 

3.1.2 数学 期 望 的 性 质 

数学 期 望 之 所 以 在 理论 和 应 用 上 都 极为 重要 ,除了 它 本 身 的 

含义 (作为 变量 平均 取 值 之 刻画 ) 外 ,还 有 一 个 原因 , 即 它 具有 一 些 

良好 的 性 质 , 这 些 性 质 使 得 它 在 数学 上 很 方便 .本 段 就 是 讨论 这 个 

问题 . 

定理 1.1 关 干 个 随机 变量 之 和 的 期 望 , 等 于 各 变量 的 期 望 

之 和 , 即 

已 (XI+TX2+ 二 Xno) 三 开 (XI)+ 巨 (X2) 十 十 厂 (X) 

(1.12) 
当然 ,这 里 要 假定 各 变量 X; 的 期 望都 存在 . 

证 先 就 2=2 的 情况 来 证 , 若 Xi,X2 为 离散 型 ,分别 以 al， 
a2,… 和 bb，… 记 Xi 和 X; 的 一 切 可 能 值 ,而 记 其 分 布 为 

PP(X1 = ai,X， 一 站) = 略 11 =1)2,… (1.13) 

当 XI=a,X2= 包 时 ,有 Xi +X2=a+b: 故 

下 (Xi + X2?) = > (ai + Di) Di 一 > vaip 十 之 00 

(1.14) 

先 看 第 一 项 , 据 第 二 章 (2.8) 式 ,有 

P(CXI = wi) = 之 /区 

所 以 , 按 定 义 1.2, 有 

之 /ai 二 2 vai 2 区 三 ZaiP(Xi = ai) = 下 (Xi) 

同 理 ,(1.14) 右 边 第 二 项 为 瓦 (X;?). 这 证 明了 所 要 结果 . 

行 (Xi ,X2) 为 连续 型 ,以 F(zi,z?) 记 其 联合 密度 , 按 第 二 章 

(4.16) 式 , 知 Xi + X2 的 密度 函数 为 (>) = | ”zy 一 z)dz 
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故 按 定义 1.3, 有 

EC + X)= | yw)day=| | rriy-z)drdy 

= | (| rezy 一 z)dy jaz 

在 里 面 那个 积分 作 变 数 代 换 y= +t, 得 

下 (XI1 二 X> ) = | | cz +t)FCzst)dzdt 
一 Oo 一 Oo 

三 | | arzsoazd 十 | | rzsodzd 
一 co 一 Co 一 Do 一 co 

(1.15) 

按 第 二 章 (2.9) 式 , 知 | ”7(z,z)dt 就 是 Xi 的 密度 函数 , 所以， 
(1.15) 右 边 第 一 个 积分 等 于 

全 z(|Az,odz]az 一 | zmn(z)dz = 下 (XI1) 

同 理 证 明 第 二 个 积分 为 五 (X2?) ,于 是 证 得 了 所 要 的 结果 . 

一 般 情 况 可 用 归纳 的 方式 得 到 .例如 , 记 Y= XIi+X2, 有 

尼 (XI +TX2+X3)= 万 (了 +TX3) 三 瑟 ( 了 )+ 瑟 (X3) 

= 下 (XI1) + 下 (X2) + 巨 (X3) 

等 等 .定理 1.1 证 毕 . 

定理 1.2 若干 个 独立 随机 变量 之 积 的 期 望 ,等 于 各 变量 的 

期 望 之 积 : 

开 (XIX2…Xn) = 下 (XI) 开 (X2)…(X。) 

当然 ,这 里 也 要 假定 各 变量 X; 的 期 望都 存在 . 

证 与 定理 1.1 相似 ,只 须 对 ?=2 的 情况 证 明 即 可 . 先 设 
Xi1,X2 都 为 离散 型 ,其 分 布 为 (1.13). 由 独立 性 假定 知 刀 = 

P(XI=a)P(OX2= 训 )， 

因为 当 Xi = ai ,X2= 电 时 有 XIX;= ab;, 故 
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天 (XI1X2?) 三 之 /aibjt 一 >aibiP(XI 一 ai)P(X> 一 Di ) 

= 2aP(X = ai) OP(X2 = 
= 玖 (XI1) 瑟 (X2) 

如 所 和 欲 证 . 若 (Xi,X2) 为 连续 型 , 则 因 独 立 性 ,其 联合 密度 FCzl， 

2Z2) 等 于 各 分 量 密度 PCzi) 与 (zz) 之 积 , 故 

Co 

天 (XI1X，) 一 | mazaraa ,2)dzidz> 

一 Co 

= 开 (X1)(X2) 

细心 的 读者 可 能 会 注意 到 ,在 后 一 段 证 明 中 我 们 是 从 公式 

一 | rankzodz| maPCza)dzs 

匡 (XI1X2> ) 一 | zizzrGznza)dzidza (1.16) 

出 发 ,而 这 公式 并 非 直接 从 期 望 的 定义 而 来 , 它 也 需要 证 明 . 因此 ， 
更 严格 的 证 法 应 如 定理 1.1 那样 , 先 推导 出 X)X。, 的 密度 = ,计算 

| xieCz)dz 再 通过 积分 变数 代 换 .这 不 难 做 到 ,我 们 把 它 放 在 
习题 里 留 给 读者 去 完成 (习题 21). 

读者 也 许 还 会 问 :在 以 上 两 个 定理 中 ,如果 一 部 分 变量 为 离散 

型 ,一 部 分 为 连续 型 ,结果 如 何 ? 答案 是 结论 仍 成 立 . 对 乘积 的 情 
况 , 由 于 有 独立 假定 ,证 明 不 难 .对 和 的 情况 则 要 用 到 高 等 概率 论 ， 
这 些 都 不 在 此 细 讲 了 . 

要 注意 到 定理 1.2 和 1.1 之 间 的 区 别 :后 者 不 要 求 变 量 有 独 
立 性 .读者 也 可 以 思考 一 下 这 个 问题 :如 果 说 ,事件 积 的 概率 的 定 
理 (第 一 章 定理 3.3) 与 此 处 定理 1.2 完全 对 应 ,那么 ,为 什么 事件 
和 概率 的 定理 (第 一 章 定理 3.1) 与 此 处 的 定理 1.1 并 不 完全 对 应 

《概率 加 法 定理 中 有 互 斥 要 求 而 定理 1.1 无 任何 要 求 ) ,道理 何在 ? 

定理 1.3( 随 机 变量 函数 的 期 望 ) 设 随 机 变量 X 为 离散 型 ， 
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有 分 布 PCX=a ) 二 户 ,=1,2,…, 或 者 为 连续 型 ,有 概率 密度 函 
数 FLz). 则 

天 (Cg(X)) = >.g(ai) 加 ( 当 >， |g(ai)|Pi < oo 时 ) 

(1.17) 

或 

ECECOO) = | sCz)7z)dz( 洁 eg(z)l7Cz)dz < 时] 
(1.18) 

这 个 定理 的 实质 在 于 :为 了 计算 X 的 某 一 函数 g(X) 的 期 望 ， 

并 不 需要 先 算 出 g(X) 的 密度 图 数 ,而 可 以 就 从 X 的 分 布 出 发 ， 

这 当然 大 大 方便 了 计算 ,因为 在 g 较为 复杂 时 ,g(X) 的 密度 很 难 

求 . 

证 ”离散 型 情况 (1.17) 好 证 ,因为 P(X=ai)= 记 ,有 P(Cg 

(X)=g(ai))=pb (gai),g(a),… 中 可 以 有 相 重 的 ,但 这 并 

不 影响 下 面 的 证 明 ). 由 此 立即 得 出 (1.17). 

连续 型 情况 较 复杂 ,我 们 只 能 就 g 为 严格 上 升 并 可 导 的 情况 

给 出 证 明 . 按 第 二 章 (4.2) 式 ,这 时 Y=g(X) 的 密度 函数 为 F 庆 

《y))A(y) ,其 中 疡 为 g 的 反 困 数 , 即 Ag(z))= 并 .此 式 两 边 对 

工 求 导 , 得 P (yy)1 -os Cz)=1 即 六 (Cg(z))=1《g(z). 因 此 

ECE(X)) = | CCy))2Cy)ay 
作 积分 变数 代 换 y= g(z) ,注意 到 Fr(P(g(z)))= F(z),P(g 

(z))=1/g (z) 及 dy=g(z)dz ,得 

E(g(X)) = | sg(z)7(z)dz 
即 (1.18) .一 般 情 况 (g 非 单调 ) 的 证 明 超 出 本 书 范围 之 外 ,但 对 有 
些 简 单 情 况 ,g(X) 昌 非 单调 ,但 g(X) 的 密度 不 难 求 得 ,这 时 

《1.18) 也 不 难 证 .有 凡 种 这 样 的 情况 作为 习题 留 给 读者 . 

本 定理 的 一 个 重要 特例 是 

系 1.1 若 <c 为 常数 , 则 

"1118 ，



开 (cX) = cE(OX) (1.19) 

证 明 由 取 g(z)=cz 得 出 .当然 ,直接 证 明 也 很 容易 . 

这 几 个 定理 无 论 在 理论 上 和 实用 上 都 有 重大 意义 ,这 里 我 们 

举 几 个 例子 说 明 其 应 用 . 

例 1.6 设 X 服从 二 项 分 布 B(2,z), 求 下 (X). 
此 例 不 难 由 定义 1.1 直接 计算 ,但 如 下 考虑 更 简单 : 因 X 为 z 

次 独立 试验 中 某 事 件 A 发 生 的 次 数 , 且 在 每 次 试验 中 A 发 生 的 

概率 为 力 . 故 如 引进 随机 变量 Xi ,… ，,X。 ,其 中 

X - 1， 若 在 第 ; 次 试验 时 事件 A 发 生 

”10， 若 在 第 :次 试验 时 事件 A 不 发 生 

则 Xi,…,X, 独立 , 且 

和 = XI+T…+X (1.21) 

按 定 理 1.1 有 , 开 (X)= 开 (Xi)+…+ 巨 (X). 为 计算 下 (X), 注 

意 按 定 义 (1.20) ,X; 只 取 两 个 值 1 和 0, 其 取 1 的 概率 为 p, 取 0 

的 概率 为 1 一 户 . 因 而 下 (X)=1xp+0x(1-z)= 轧 .由 此 得 到 

巨 (X) = 7 (1.22) 

这 上 比 直 接 计算 要 简单 些 ,又 注意 :在 上 述 论 证 中 并 未 用 到 Xi ,…， 
X, 独立 这 一 事实 . 

例 1.7 再 考虑 第 一 章 例 2.2 那个 “” 双 鞋 随机 地 分 成 堆 ” 

的 试验 ,以 X 记 ”恰好 成 一 双 " 的 那 种 堆 的 数目 , 求 下 (X). 

此 题 若 要 直接 用 定义 1.1, 就 须 计 算 P(X=i), 即 “恰好 有 ; 

个 堆 各 自 成 一 双 ” 的 概率 .这 个 概率 计算 不 易 ,但 使 用 上 例 的 方法 

不 难 求解 :引进 随机 变量 XI, …,X，, ,其 中 

1， 若 第 ; 堆 的 两 只 恰 成 一 双 

0， 知 第 ; 堆 的 两 只 不 成 一 双 

则 仍 有 X=Xi+…+X, 且 下 (Xi)=POX=1)= 己 (第 ; 堆 恰 成 

一 双 ). 为 算 这 个 概率 ,我 们 取 如 下 的 分 堆 方法 : 先 把 2” 只 鞋 随机 

地 目 左 至 右 排 成 一 列 ,然后 让 排 在 1,2 位 置 的 成 一 堆 ,3,4 位 置 的 

为 第 二 堆 , 等 等 .总 的 排列 方法 有 (22z)! 种 .有 利于 事件 { 第 ; 堆 

恰 成 一 双 } 的 排 法 可 计算 如 下 :第 ; 堆 占 据 排 列 中 的 第 (2; - 1) 和 
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第 2; 号 位 置 .第 (2; - 1) 号 位 置 可 以 从 2” 只 鞋 中 任 取 一 只 ,有 
27” 种 取 法 .这 只 定 了 以 后 ,为 使 恰 成 一 双 , 第 2; 号 位 置 就 只 有 一 

种 取 法 . 取 好 后 , 剩 下 的 22 -2 只 则 可 任意 排 , 有 (22z -2)! 种 排 
法 .因此 ,有 利于 上 述 事 件 的 总 排列 数 为 22 .1.(22 -2)1, 而 所 求 

的 概率 为 

2z2(272 一 2)1《(2m)1 = 1[22 -1 了) 
此 即 为 忆 (Xi), 而 瓦 (X)= 瑟 (Xi)+…+ 下 (X)=7mA22 一 1 

例 1.8 试 计 算 “ 统 计 三 大 分 布 ?的 期 望 值 . 
对 自由 度 ”的 卡 方 分 布 ,直接 用 其 密度 函数 的 形式 (第 二 章 

(4.26)), 函数 的 公式 (第 二 章 (4.23)) 及 数学 期 望 的 定义 1.3， 
不 难 算 出 其 期 望 为 2. 略 简单 一 些 是 用 第 二 章 例 4.9, 把 X 表 为 
X1+ … 十 X2 XI，X。 独立 且 各 服从 标准 正 态 分 布 N(0,1). 按 

定理 1.3, 有 

尼 (X#) = 一 方 | z2erz 2d7 = 记 | er-z 27r2dx 

把 e-z 2z2dz 写 为 ~-zd(e-=2), 用 分 部 积分 ,得 到 
| 2z2dz 一 | 2dz 三 卫 | er-z 2dz = V2r/2 

10 0 2 一 co 

后 一 式 用 第 二 章 (1.15). 于 是 得 到 已 (X?) =1, 而 天 (X)=(X3) 
二 十 五 (X2 一 7]7. 

对 上 自由 度 ”的 上 分 布 ,由 于 其 密度 函数 (第 二 章 (4.31) 式 ) 关 
于 0 对 称 , 易 见 其 期 望 为 0. 但 是 有 一 个 条 件 ,就 是 自由 度 ”必须 
大 于 1. 这 是 因为 

2 了 +1 
| zlG + zzmm) 2dz=oo 当 7 =1It 

因而 条 件 (1.4) 不 适合 , 当 >1 时 上 式 的 积分 有 限 . 
对 目 由 度 为 mm ,7 的 下 分布 , 写 

1 1 _ X = 二 xxX， = 7 1L72X2/X1 

其 中 Xi,X2 独立 ,分 别 服 从 分 布 X” 和 X ,由 于 Xi ,X 独立 , 按 
"120 ，



第 二 章 定 理 3.3, 知 XTL 和 X; 也 独立 , 故 按 定理 1.2, 有 

忆 (X) = ml172E(X)) 巨 (XTL) = 7 -17277 开 (XITL) = ME(XTL) 

(1.23) 

于 是 问题 归结 为 计算 下 (XT1). 按 定理 1.3, 有 

下 (XT1) = [222 县) ) 了 ZLe zzP 1Ldz 

_ (22r(3)) | oz (nr-2)02-19 7 

_ [22r( 呈 | ) 2o22r 人 (人 _ 1] 

-人 
-人 人 -人 
= 1/[(z -2) 

由 此 及 (1.23) , 知 

FE(X)= ma -2) (X 一 下 ，) (1.24) 

此 式 只 在 2 >2 时 才 有 效 . 当 z=1,2 时 ,F。, 的 期 望 不 存在 . 

3.1.3 条 件数 学 期 望 ( 条 件 均 值 ) 

与 条 件 分 布 的 定义 相似 ,随机 变量 Y 的 条 件数 学 期 望 , 就 是 

它 在 给 定 的 某 种 附加 条 件 之 下 的 数学 期 望 . 对 统计 学 来 说 ,最 重要 

的 情况 是 :在 给 定 了 某 些 其 他 随机 变量 X ,Z ,… 等 的 值 zx ,z ,… 等 

的 条 件 之 下 ,Y 的 条 件 期 望 , 记 为 ECYIX=z,Z=>z，…). 以 只 有 

一 个 变量 X 为 例 ,就 是 忆 (YjlX=z). 在 X 已 明确 而 不 致 引起 误 
解 的 情况 下 ,也 可 简 记 为 下 (Y|z). 

如 果 知 道 了 (X,Y) 的 联合 密度 , 则 瑟 (YY|z) 的 定义 就 可 以 具 

体 化 为 : 先 定 出 在 给 定 X= z 之 下 ,Y 的 条 件 密 度 函 数 F(y|z)， 

然后 按 定 义 1.3 算出 

E(Ylz) = | ywr(ylz)dy (1.25) 
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如 果 说 ,条 件 分 布 是 变量 X 与 了 的 相依 关系 在 概率 上 的 完全 

刻画 ,那么 ,条件 期 望 则 在 一 个 很 重要 的 方面 刻画 了 二 者 的 关系 ， 

它 反 映 了 随 着 X 取 值 zx 的 变化 , Y 的 平均 变化 的 情况 如 何 , 而 这 

常常 是 研究 者 所 关心 的 主要 内 容 . 例 如 , 随 着 人 的 身高 工 的 变化 ， 

具 身 高 z 的 那些 人 的 平均 体重 的 变化 情况 如 何 ; 随 着 其 受 教 育 年 

数 z 的 变化 ,其 平均 收入 的 变化 如 何等 等 .在 统计 学 上 , 常 把 条 件 

期 望 下 (YIz) 作 为 z 的 函数 称 为 了 对 X 的 “回归 函数 ”( 回 归 这 

个 名 词 将 在 第 六 章 中 解释 ) ,而 “回归 分 析 ", 即 关于 回归 函数 的 统 

计 人 研究 ,构成 统计 学 的 一 个 重要 分 支 . 

例 1.9 条 件 期 望 的 一 个 最 重要 的 例子 是 (X,Y) 服 从 二 维 正 

态 分 布 Na ,bp ,ci,ct,po). 根 据 第 二 章 例 3.3, 在 给 定 X=>z 时 

的 条 件 分 布 为 正 态 分 布 NC8+ puzofrl(z-a),os(1-po2)). 因 为 

正 态 分 布 N(w ,co ) 的 期 望 就 是 w;, 故 有 

ECOYlz)=b+ooocilz 一 a) (1.26) 

它 是 z 的 线性 函数 .如 果 p>0, 则 (Ylz) 随 增加 而 增加 , 即 
Y 平均 说 来 "有 随 X 的 增长 而 增长 的 趋势 ,这 就 是 我 们 以 前 提 到 

的 正 相 关 的 解释 . 若 o<0, 则 为 负 相 关 , 当 po=0 时 ,X 与 Y 独 

立 , 下 ( 冯 |z) 当 然 与 z 无 关 . 

从 条 件数 学 期 望 的 概念 ,可 得 出 求 通常 的 (无 条 件 的 ) 数 学 期 
望 的 一 个 重要 公式 .这 个 公式 与 计算 概率 的 全 概率 公式 相当 . 回想 

全 概率 公式 P(A) = 2 ,P(Bi)P(A1Bi). 它 可 以 理解 为 通过 事 
件 4 的 条 件 概率 P(A |Bi;) 去 计算 其 (无 条 件 ) 概 率 P(A). 更 确定 
地 说 ,P(A) 就 是 条 件 概 率 P(A |B;) 的 某 种 加 权 平均 , 权 即 为 事件 
下 ; 的 概率 . 以 此 类 推 , 变 量 Y 的 (无 条 件 ) 期 望 , 应 等 于 其 条 件 期 

望 正 (Yi|z) 对 = 取 加 权 平 均 ,z 的 权 与 变量 X 在 xz 点 的 概率 密度 
六 (zz) 成 比例 , 即 

E(Y) = | Elz)P(z)dz (1.27) 
此 式 很 容易 证 明 : 以 Fz,y) 记 (X,Y) 的 联合 密度 函数 , 则 X,Y 
的 (边缘 ) 密 度 函 数 分 别 为 
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P 

万 (z) = | Alz,y)ay 和 户 (y) = | (zsy)dz 

按 定义 , E(Y) = | yz(y)dy, 可 写 为 

FE(Y) 二 | | xz ,y)dzdy 

六 [rzsy)ay]a
z 

由 于 天 (YYlz) = | rzsy)dyn(z)， 有 | yz,y)dy = 

EC(Ylz) 方 (z), 而 上 式 转化 为 (1.27). 

公式 (1.27) 可 给 以 另 一 种 写法 , 记 g(z)= 下 (Ylz), 它 是 工 

的 函数 , 则 (1.27) 成 为 

ECY) = | _s(z)7i(z)dz (1.28) 
但 据 (1.18), 上 式 右 边 就 是 EUg(X)). 从 gz) 的 定义 ,g(X) 是 

E(Y|z)| -vv, 可 简写 为 下 (Y|X). 于 是 由 (1.28) 得 

EC(Y) = 五 [ 瓦 ( 立 |X) ] (1.29) 

这 个 公式 可 以 形象 地 叙述 为 :一 个 变量 Y 的 期 望 ,等 于 其 条 件 期 

望 的 期 望 .下 (Y|X) 这 个 符号 的 意义 ,从 上 面 的 叙述 中 已 明确 交代 

了 ,只 须 记 住 :在 求 下 (Y|X) 时 , 先 设 定 X 等 于 一 固定 值 z,z 无 

随机 性 ,这 样 可 算出 EC(Y|z), 其 表达 式 含 zx, 再 把 zx 换 成 X 即 

得 . 

公式 (1.29) 虽 可 算是 概率 论 中 一 个 比较 高 深 的 公式 , 它 的 实 

际 含义 其 实 很 简单 : 它 可 理解 为 一 个 “分 两 步 走 ”去 计算 期 望 的 方 

法 .因为 在 不 少 情况 下 , 运 直 计算 玉 (Y) 较 难 , 而 在 限定 某 变 量 X 

之 值 后 ,计算 条 件 期 望 天 (了 jz) 则 较 容 易 . 因 此 我 们 分 两 步 走 :第 

一 步 算 出 如 (Y|z) ,再 借助 X 的 概率 分 布 , 通 过 巨 (Y|z) 算 出 

忆 (Y). 更 直观 一 些 , 你 可 以 把 求 下 (Y) 看 成 为 在 一 个 很 大 的 范围 

求 平均 .限定 X 之 值 从 这 个 很 大 的 范围 内 界定 了 一 个 较 小 的 部 

分 . 先 对 这 较 小 的 部 分 求 平均 ,然后 再 对 后 者 求 平 均 . 比如 要 求全 
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校 学 生 的 平均 身高 ,你 可 以 先 求 出 每 个 班 的 学 生 的 平均 号 高 ,然后 

再 对 各 班 的 平均 值 求 一 次 平均 .自然 ,在 作 后 一 平均 时 ,要 考虑 到 

各 班 人 数 的 不 同 ,是 以 各 班 人 数 为 权 的 加 权 平 均 . 这 个 权 的 作用 相 

当 于 公式 (1.27) 中 的 亡 (z). 

公式 (1.29) 虽 来 自 (1.27), 但 因为 其 形式 并 不 要 求 对 X,Y 

有 特殊 的 假设 , 故 可 适用 于 更 为 一 般 的 情形 . 例如 ,X 不 必 是 一 维 

的 ,如 采 X 为 2” 维 随机 向 量 (Xi,…，,X,), 有 概率 密度 FCzl,…， 
Zn), 则 公式 (1.29) 有 形式 

ED) = | ECrlzpeyamaJA(zbeaa)dzreda 
(1.30) 

这 里 下 (Yizi za) 就 是 在 Xi = zi X， = zu 的 条 件 下 ,Y 
的 条 件 期 望 ,又 X,Y 都 可 以 是 离散 型 的 .例如 , 设 X 为 一 维 离散 
型 变量 ,有 分 布 

PIX=ah)= 思 =12,… 

则 公式 (1.29) 有 形式 

下 (Y) = 志 亡 E(Y|ai) (1.31) 

3.1.4 中 位 数 

刻画 一 个 随机 变量 X 的 平均 取 值 的 数学 特征 ,除了 数学 期 望 
以 外 ,最 重要 的 是 中 位 数 . 

定义 1.4 设 连续 型 随机 变量 X 的 分 布 函数 为 下 (z), 则 满 
足 条 件 

P(X 和 十 ) = Fnm)=12 (1.32) 

的 数 m2 称 为 X 或 分 布下 的 中 位 数 . 

由 于 连续 型 变量 取 一 个 值 的 概率 为 0,P(X= 和 )=0, 由 
《1.32) 知 

PLX 委 m) = PX<m)=PX>m)= PXm)=12 
就 是 说 ,mm 这 个 点 把 X 的 分 布 从 概率 上 一 切 两 半 ; 在 m 左边 ( 包 
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括 点 j 与 否 无 所 谓 ) 占 一 半 ,mm 右边 也 占 一 半 , 从 概率 上 说 ,mm 这 

个 点 正好 居于 中 央 ,这 就 是 "中 位 数 得 名 的 由 来 . 

在 实用 上 ,中 位 数 用 得 很 多 ,特别 有 不 少 社会 统计 资料 , 常 拿 

中 位 数 来 刻画 某 种 量 的 代表 性 数值 ,有 时 它 比 数学 期 望 更 说 明 问 

题 . 例如 , 某 社 区 内 人 的 收入 的 中 位 数 告 诉 我 们 :有 一 半 的 人 收入 

低 于 此 值 , 妃 一 半 高 于 此 值 .我 们 直观 上 感 党 到 这 个 值 对 该 社区 的 

收入 情况 ,的 确 很 具 代 表 性 . 它 和 期 望 值 相 比 它 的 一 个 优点 是 : 它 

受 个 别 特大 或 特 小 值 的 影响 很 小 ,而 期 望 则 不 然 .举例 而 言 , 若 该 

社区 中 有 一 人 收入 在 百 万 元 以 上 , 则 该 社区 的 均值 可 能 很 高 ,而 绝 
大 多 数 人 并 不 富裕 ,这 个 均值 并 不 很 有 代表 性 . 中 位 数 则 不 然 : 它 
不 受 少量 这 种 特大 值 的 影响 . 

从 理论 上 说 ,中 位 数 与 均值 相 比 还 有 一 个 优点 , 即 它 总 存在 ， 
而 均值 则 不 是 对 任何 随机 变量 都 存在 ， 

虽 则 中 位 数 有 这 些 优 点 ,但 在 概率 统计 中 ,无论 在 理论 和 应 用 
上 ,数学 期 望 的 重要 性 都 超过 中 位 数 ,其 原因 有 以 下 两 方面 ， 

一 是 均值 具有 很 多 优良 的 性 质 ,反映 在 前 面 的 定理 1.1 一 
1.3. 这 些 性 质 使 得 在 数学 上 处 理 均值 很 方便 .例如 ,下 (XI+X2，) 
= 下 (Xi)+ 开 (X2), 这 公式 既 简 单 又 毫 无 条 件 (除了 均值 存在 以 
外 ) .中 位 数 则 不 然 : Xi + X2 的 中 位 数 ,与 Xi, X; 各 自 的 中 位 数 
之 间 ,不 存在 简单 的 联系 ,这 使 中 位 数 在 数学 上 的 处 理 很 复杂 且 不 
方便 . 

二 是 中 位 数 本 身 所 固有 的 某 些 缺点 .首先 ,中 位 数 可 以 不 唯 
一 .例如 ,考察 图 3.2 的 密度 函数 广 它 只 在 两 个 分 开 的 区 间 (a ， 

6) 和 (4c ,qd) 内 不 为 0, 且 在 这 两 段 区 间 上 围 成 的 面积 都 是 1/2. 这 
时 , 按 中 位 数 的 定义 1.4, 区 间 [2,c] 中 任何 一 点 ma 都 是 中 位 数 . 
它 没 有 一 个 唯一 的 值 . 

次 一 个 问题 是 :在 X 为 离散 型 的 情况 , 虽 也 可 以 定义 中 位 数 
(其 定义 与 定义 1.4 有 所 不 同 ), 但 并 不 很 理想 ,不 完全 符合 “中 位 ” 
这 名 词 所 应 有 的 含义 .考察 一 个 简单 例子 , 设 X 取 三 个 值 1,2,3， 
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图 3.2 

P(X=1)=27m,P(X=2)=47,P(X=3)=17 

这 时 就 不 存在 一 个 点 头 , 使 za 两边 的 概率 恰好 一 样 ,不 得 已 只 好 

退 而 求 其 次 : 找 一 个 点 2 ,使 其 左右 两 边 的 概率 差距 最 小 ,在 本 例 

中 这 个 点 是 2. 从 2 这 个 位 置 看 ,左边 的 概率 (2/) 要 比 右边 的 概 

率 (1/) 大 . 故 并 不 是 理想 的 “中 位 ” 数 . 

例 1.10 正 态 分 布 NCp,o2) 的 中 位 数 就 是 w, 这 从 N(w， 

o2) 的 密度 函数 关于 w 点 对 称 可 以 看 出 . 指数 分 布 函数 已 在 第 二 

章 (1.21) 式 中 列 出 , 故 其 中 位 数 za 为 方程 1-e 各 =170 的 解 , 即 

1 =(log2)/ 人 (本 书 中 ,log 都 是 以 e 为 底 )， 

3.2 方差 与 矩 

3.2.1 方差 和 标准 关 

现在 我 们 转 到 本 章 开 始 时 提 到 的 另 一 类 数字 特征 ,即刻 画 随 

机 变量 在 其 中 心 位 置 附近 散布 程度 的 数字 特征 ,其 中 最 重要 的 是 

方 关 . 

设 随 机 变量 X 有 均值 < =(X). 试 验 中 ,X 取 的 值 当然 不 一 

定 恰好 是 a , 而 会 有 所 偏离 . 偏离 的 量 X - a 本 身 也 是 随机 的 ( 因 

为 X 是 随机 的 ). 我 们 要 取 这 个 偏离 X-a 的 某 种 有 代表 性 的 数 

字 ,来 刻画 这 偏离 即 散 布 的 程度 大 小 如 何 . 我 们 不 能 就 取 X-a 的 

均值 ,因为 天 (X-a)= 开 (X)-a=0 一 一 正 负 偏离 彼此 抵消 了 . 

一 种 解决 办 法 是 取 X- a 的 绝对 值 |X=-al 以 消除 符号 ,再 取 其 
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均值 忆 |X-a | ,作为 变量 X 取 值 的 散布 程度 的 数字 特征 . 这 个 

量 忆 |X-cij 叫 做 X( 或 其 分 布 ) 的 “平均 绝对 差 ”, 是 常用 于 刻画 

散布 度 的 数字 特征 之 一 :但 是 ,由 于 绝对 值 在 数学 上 处 理 甚 不 方 

便 , 人 人 科 就 考虑 了 另 一 种 作法 : 先 把 (X - aa) 平方 以 消去 符号 ,然后 

取 其 均值 得 下 (X- ca) 六 ,把 它 作为 X 取 值 散布 度 的 衡量 .这 个 量 

就 叫做 X 的 “ 方 益 ” (方差 差 "的 “ 方 ”). 

定义 2.1 设 X 为 随机 变量 ,分 布 为 王 , 则 

Var(X) = 开 (X -EX) (2.1) 

称 为 X( 或 分 布 刁 ) 的 方差 ”, 其 平方 根 V Var(X ) ( 季 正 值 ) 称 为 X 

《或 分 布 下 ) 的 标准 差 . 

暂 记 EX=a. 由 于 (X-ca)2=X2-2cX+a2, 按 定理 1.1 得 
Var(X)= 下 (X2) 一 2aE(X) + 

= 歼 (X) 一 ( 开 X) (2.2) 

方差 的 这 个 形式 在 计算 上 往往 较为 方便 . 

方差 之 所 以 成 为 刻画 散布 度 的 最 重要 的 数字 特征 ,原因 之 一 
是 它 具 有 一 些 优良 的 数字 性 质 ,反映 在 以 下 的 几 个 定理 中 . 

定理 2.1 1 常数 的 方 盖 为 0. 2” 若 C 为 常数 , 则 Var 
(X+C)=Var(X). 3 若 C 为 常数 , 则 Var(CX) = C2Var(X ). 

证 二 大 X= 常 数 a, 则 下 (X)=a, 故 X- 下 (X)=0, 因 
而 Var(X)=0. 

2” 因为 E(X+C)=(X)+C, 故 
Var(X+C)=EIX+C)-(EX+C)] = 下 [和 -EX]? 

一 Var(X ) 

3 因 C 为 常数 ,有 EC(CX)= CE(X). 故 
Var(CX)= ELECX - CE(X)] = C2E(X - EX)2 

= C2Var(X) 

定理 2.2 ”独立 随机 变量 之 和 的 方差 ,等 于 各 变量 的 方差 之 
和 : 

> Var 是 方差 Variance 的 缩写 . 
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Var(XI1 十 … 十 和 ) = Var(XI) + 十 Var(X) (2.3) 

证 记 E(X)=awi=1 2, 则 因 己 (> 和)= > ay 有 
i1 il1 

Var(XI1 十 … 十 X) 一 巨 | >) X 一 > ao 一 开 | > (X 一 ai) 
i1 i=1 志 

一 E[(X 一 Qi ) Xi 一 ai) |] 

《2.4) 

有 两 类 项 : 一 类 是 守 ,j) 相同 ,这 类 项 , 按 方差 的 定义 , 即 为 Var 

(Xi). 另 一 类 项 是 ;,j) 不 同 . 这 时 , 因 X,; ,Xi 独立 , 按 定理 1.2 有 

下 (XIXi)= 王 (Xi)EECOXD)=aici 所 以 

EL -ai 一 oo)= EXN) 一 EE(aX) 一 下 (COX) +aaai 

= Qi 一 aaji 一 aai+aai =0 

这 样 ,在 (2.4) 式 最 后 一 个 和 中 ,只 剩 下 :=7 的 那些 项 .这 些 项 之 

和 即 (2.3) 式 右边 .因而 证 明了 本 定理 ， 

这 个 定理 是 方差 的 一 个 极 重 要 的 性 质 , 它 与 均值 的 定理 1.1 

相似 .但 要 注意 的 是 :方差 的 定理 要 求 各 变量 独立 ,而 均值 的 定理 

则 不 要 求 . 

例 2.1 设 X 为 一 随机 变量 ,E(X)=a 而 Var(X)=c. 记 

Y=(X-a), 则 (Y)=0, 且 按 定理 2.1 易 知 Var(Y)=1. 这 

样 ,对 X 作 一 线性 变换 后 ,得 到 一 个 具 均 值 0 方差 1 的 变量 了 . 

常 称 和 是 X 的 "标准 化 ”. 

例 2.2 设 X 服 从 波 哇 松 分 布 P(4). 求 其 方差 . 前 已 求 出 
E(X)=\. 又 据 定理 1.3, 知 

忆 (X2) = >，i2eMz7Oil 
:一 0 

把 写 为 10-1)+i 注 意 到 >,ieMixil 就 是 X 的 均值, 即 
z 一 (0 

,而 zz =1X 人 zz 一 2)!1, 有 

"” 128 。



  

EC(X2)= >)eii -2)1+A 
:=2 

= )2>veMi2A -2)1+A 
7 二 2 

= 12e- 2 + = Azeriex + 一 12+A 

于 是 按 公式 (2. 2) 得 到 var(X) = 2+A-》2= 和. 即 波 哇 松 分 布 

P()) 的 均值 方差 相同 ,都 等 于 其 参数 ). 

例 2.3 设 X 服 从 二 项 分 布 B(2, 四 ), 求 Var(X). 

把 X 表 为 (1.21) 的 形式 ,其 中 X 由 (1.20) 定 义 , 因 为 Xi， 

0 X， 独立 ,有 Var(X)=Var(Xi)+…+Var(X). 现 计算 

Var(X;). 因 X; 只 取 1,0 两 个 值 ,概率 分 别 为 如 和 1 一 户 , 故 

E(Xi) = 访 ,E(OX3) = 轧 汪 一 1 

因而 得 到 Var(X;)= 一 大 =b(1- 户 ), 而 

Var(X) = zzp(1-- 尹 ) (2.5) 

本 题 也 可 由 定义 直接 计算 ,但 比 这 啉 烦 些 . 

例 2.4 再 考察 例 1.7, 求 该 例 中 变量 X 的 方差 . 

仍 如 该 例 把 X 表 为 Xi +…+X .麻烦 的 是 ,这 里 XI …X， 

并 非 独 立 ,因而 不 能 用 定理 2.2. 但 这 种 表示 仍 可 简化 计算 ,有 

忆 (X“) = E( xD 四 袜 巨 (XiXI ) (2.6) 

分 两 类 项 : 一 类 是 ; =/ 这 类 项 之 和 为 > 已 (X3) .由 于 X 只 取 
1,0 两 值 , 故 Xi = X; ,因而 

>) ECx3) 三 > ECXI) = 下 (X)= mA27 一 1) 

〈( 见 例 1.7) 
对 : 关 ) , 取 z=1.7=2 为 例 ,其 他 :7 一 样 ,因为 Xi ,XI 都 只 取 1， 

0 为 值 , 有 

ECOXIX2) = PCOXI =1,X， =1) 
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即 “ 第 1 ,2 堆 都 恰 成 一 双 " 的 概率 .这 概率 计算 的 思想 ,与 例 1.7 中 

前 明 过 的 完全 一 样 , 绪 果 为 
P(XI=1,X=1)=22 .1. (22 -2). 1: (22 一 4)1《272)1 

= 1/[(22 一 1)(22 -3)] 
又 在 和 (2.6) 中 导 夭 ) 的 项 的 个 数 为 ma(2 -1), 故 第 二 类 项 (ii 汰 7 

的 项 ) 之 和 为 zx(2 -1)x[(22 -1)(22 -3)]. 由 此 ,用 公式 (2.2)， 

得 
Var(X) = 下 (X2) 一 ( 开 X) 

= ?LAL272 一 1)+a(2 -1)X22 一 1)(22 一 3)] 

- [nzA22 -1)] =4a(2 -1)2A(22 一 1)(27 -3)] 

例 2.5 设 X 服 从 正 态 分 布 NCp,c2) .注意 到 已 (X)=A, 有 

vaGO = EX -AP = 记 - (z-poPee Oordr 

作 变 数 代 换 zx=A+dt ,得 

Var(X) = ca - 记 | ee2d 

式 中 的 积分 已 在 例 1.8 中 计算 过 ,为 V2x .所 以 

Var(X) = ca (2.7) 

由 此 得 到 正 态 分 布 NCw,c“) 中 另 一 参数 c2 的 解释 : 它 就 是 

分 布 的 方差 . 正 态 分 布 完全 由 其 均值 k 和 方差 c? 决定 , 故 也 常 说 

“均值 为 wk 方差 为 c” 的 正 态 分 布 ”. 经 过 标准 化 了 = (X -wz)《c， 

按 例 2.1 得 出 均值 为 0 方差 为 1 的 正 态 分 布 , 即 标准 正 态 分 布 . 

这 一 点 早 在 第 二 章 例 1.6 中 ,通过 直接 计算 分 布 的 方法 证 明 过 (第 
二 章 (1.17) 式 ). 

  

  

47， 工 方差 oz 愈 小 , 则 X 的 取 值 以 更 大 
or 的 概率 集中 在 其 均值 附近 ,这 一 点 

mr 人 SS、 也 可 从 如 下 看 出 : 正 态 分 布 N(uso2) 
中 和文 的 密度 函数 在 xzx= 点 之 值 , 等 于 

。 (V27c) !. 它 与 vc 成 反比 :co 愈 小 ,这 
3.3 

个 值 愈 大 ,而 密度 在 / 点 处 有 一 个 更 
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高 的 峰 , 显示 概率 更 多 地 集中 在 w 点 附近 , 见 图 3.3. 其 中 画 出 了 

正 态 NA,o5) 当 o2=1 和 co=14 时 密度 函数 的 图 形 . 
例 2.6 指数 分 布 (第 二 章 例 1.7) 的 方差 为 1/)2. 区 间 [a ,po] 

上 的 均匀 分 布 (第 二 章 例 1.9) 的 方差 为 (5 - a)712. 这 些 都 容易 

直接 据 公 式 (2.2) 算 出 , 留 给 读者 .在 均匀 分 布 的 情况 ,方差 随 区 间 

[a ,bj 之 长 -ae 的 增 大 而 增 大 ,这 当然 , 因 区 间 长 了 ,散布 的 程 

度 也 就 大 了 . 

例 2.7 求 "统计 三 大 分 布 ” 的 方差 . 

先 考 虑 卡 方 分 布 . 设 X 一 Xz. 把 X 表 为 X?+.…+X2, XI， 
…,X, 独立 同 分 布 且 有 公共 分 布 N(0,1). 有 

Var(X3) = (X4) - [ECOX3)]2 = COX4) 一 1 

  

而 

1 本 < 乙 忆 (X4) = 记 | z4exz2dzx = 考 | Te “dz 

作 变 数 代 换 z=w2+, 有 

       EO9D)-= 六 2 oaerd =- 二 r(3) 
0 VT \ 人 2 

2 

V2r 

4 3 工 __ 
VT2 2 Vr=3 

故 Var(X4)=3--1=2， 而 Var(X) 一 27 

次 考虑 上 分 布 . 设 X = xi 人 /TI ,X1,X2 独立 而 X 一 X2 ， 
XI 一 NO0,1). 前 已 指出 瑟 (X)=0. 故 由 独立 性 有 

Var(X) = 民 (X2) = 形 (X1 忆 (na ) = ECLLX)) 

在 例 1.8 中 已 算出 下 (1ZX2 )=1A 人 zz -2), 故 Var(X)= mA 一 

2),(7 2). 

自由 度 ”的 上 分 布 刀 有 期 望 0, 与 标准 正 态 N(0,1) 的 期 望 
同 . 其 方差 za/2a -2) 大 于 1 但 当 ”很 大 时 接近 N(0,1) 的 方差 1 
以 后 将 指出 : 当 ? 很 大 时 ,z 的 分 布 确实 接近 (0,1)， 

类 似 地 算出 自由 度 mm ,72 的 下 分 布 忆 ,的 方差 为 272 (7 十 
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2 -2)/tz(na -2) (2 =-4)]j( 当 ”>4). 细 节 留 给 读者 . 

3.2.2 和气 

定义 2.2 设 X 为 随机 变量 ,c 为 常数 ,& 为 正 整 数 . 则 量 

EL[(X-c) 六 ] 称 为 X 关 于 c 点 的 & 阶 矩 . 

比较 重要 的 有 两 个 情况 : 

1.c=0. 这 时 as= 瓦 (X) 称 为 X 的 & 阶 原点 矩 . 

2. c=(X). 这 时 灰 = 近 [1CX--EX)] 称 为 X 的 及 阶 中 心 

矩 . 

一 阶 原 点 矩 就 是 期 望 . 一 阶 中 心 矩 x4 =0, 二 阶 中 心 矩 wo 就 

是 X 的 方差 Var(X ). 在 统计 学 上 ， 高 于 4 阶 的 矩 极 少 使 用 二 三 .四 

阶 和 矩 有 些 应 用 ,但 也 不 很 多 ， 

应 用 之 一 是 用 wa 去 衡量 分 布 是 否 有 偏 . 设 X 的 概率 密度 函 

数 为 F(z). 若 了 关于 某 点 a 对 称 , 即 

Fa+z)= ra 一 并 ) 

如 图 3.4 所 示 , 则 a 必 等 于 五 (X), 且 

Hp= 开 LIX-EOX)]3 =0. 如 果 As>0， 

则 称 分 布 为 正 偏 或 右 偏 . 如 果 <0， 
则 称 分 布 为 负 偏 或 左 偏 . 特别 ,对 正 态 

0 4 < 分布 而 言 有 ws = 0, 故 如 /3 显著 异 于 
几 3 4 0, 则 是 分 布 与 正太 有 较 大 偏离 的 标 

志 . 由 于 ps 的 因 次 是 X 的 因 次 的 三 次 

方 ,为 抵消 这 一 点 ,以 X 的 标准 差 的 三 次 方 , 即 w32 去 除 心 . 其 商 
B = Hp3LL2 (2.8) 

称 为 X 或 其 分 布 的 “ 偏 度 系数 ” 

应 用 之 二 是 用 mw4 去 衡量 分 布 (密度 ) 在 均值 附近 的 陡峭 程度 
如 何 . 因 为 pr4= 正 [X- 巨 (X)]?, 容 易 看 出 , 若 X 取 值 在 概率 上 很 
集中 在 下 (X) 附 近 , 则 ws 将 倾向 于 小 ,否则 就 借 向 于 大 .为 抵消 尺 

度 的 影响 ,类 似 于 pas 的 情况 ,以 标准 差 四 次 方 即 去 除 ,得 
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P2 = Ad 《2.9) 

它 称 为 X 或 其 分 布 的 " 峰 度 系数 . 

若 X 有 正 态 分 布 N(w,a2), 则 B =3, 与 /和 co* 无 关 .为 了 迁 

就 这 一 点 ,也 常 定义 pi -3 为 峰 度 系数 ,以 使 正 态 分 布 有 峰 度 

系数 0. 

“ 峰 度 "这 个 名 词 , 单 从 表面 上 看 , 易 引 起 误解 .例如 ,我 们 在 例 

2.4 中 已 指出 ,并 由 图 3.3 看 出 ,就 正 态 分 布 NAp,o2) 而 言 ,a” 愈 

小 ,密度 函数 在 / 点 处 “高峰 就 愈 高 且 愈 陡峭 .那么 ,为何 所 有 的 

正 态 分 布 都 又 有 同一 峰 度 系数 ? 这 岂 不 与 这 个 名 词 的 直觉 含义 不 

符 ? 原因 在 于 : wp4 在 除 以 好 后 已 失去 了 因 次 , 即 与 X 的 单位 无 

关 . 或 者 换 句 话说 ,两 个 变量 X,Y, 谁 的 峰 度 大 ,不 能 直接 比 其 密 

度 函 数 ,而 要 调整 到 方差 为 1 后 再 去 比 .就 是 说 , 找 两 个 常数 cl1， 

c2, 使 clX 和 czy 的 方差 都 为 1, 再 比较 其 密度 的 “陡峭 ”程度 如 

何 . 

在 这 个 共同 的 标准 下 ， 峰 度 一 

词 就 好 理解 了 .不 信 看 图 3.3. 为 便于 

理解 ,我们 在 图 中 画 了 两 条 都 以 A 为 

对 称 中 心 的 对 称 密度 曲线 , 且 峰 的 高 

度 一 样 ,但 亡 在 顶峰 处 很 陡 . 而 户 则 图 3 
在 顶峰 处 形成 平台 ,较为 平缓 . 这 样 ， 

在 附近, 户 的 概率 多 而 万 的 概率 少 . 而 方差 都 为 1, 故 方 的 “ 尾 
巴 必 比 户 的 厚 一 些 , 这 导致 其 /4 较 大 , 即 有 较 大 的 峰 度 系数 ， 

3.3 协 方差 与 相关 系数 

  

  

现在 我 们 来 考虑 多 维 随机 向 量 的 数字 特征 ,以 二 维 的 情况 为 

例 . 设 (X,Y) 为 二 维 随机 向 量 ,X,Y 本 身 都 是 一 维 随机 变量 ,可 

以 定义 其 均值 方差 ,在 本 节 中 我 们 记 

天 (X) = iD 开 (YY) = ma Var(X) = of, Var(Y) = ag 

这 些 都 在 上 两 节 中 已 讨论 过 了 ,没有 什么 新 东西 .在 多 维 随机 向 量 
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中 ,最 有 兴趣 的 数字 特征 是 反映 分 量 之 间 的 关系 的 那 种 量 , 其 中 最 

重要 的 ,是 本 节 要 讨论 的 协 方差 和 相关 系数 . 

定义 3.1 称 瑟 [(X-mi(Y-m2)] 为 X,Y 的 协 方差 ,并 

记 为 Cov(X ,YY) . 

“ 协 " 即 “协同 ”的 意思 . X 的 方差 是 (X - ma) 与 (X - zl) 的 

乘积 的 期 望 ,如 今 把 一 个 X -和 ai 换 为 了- mm, 其 形式 接近 方差 ， 

又 有 X,Y 二 者 的 参与 ,由 此 得 出 协 方 差 的 名 称 . 由 定义 看 出 :Cov 

(X,Y) 与 X,Y 的 次 序 无 关 :Cov(X,Y)=Cov(Y,X). 直 接 由 定 

义 得 到 协 方差 的 一 些 简 单 性 质 . 例如 , 若 C1yC29C3yC4 都 是 常数 ， 

则 

Cov(CciX + cz,c3Y + C4) = clic3Cov(X ,Y) (3.1) 

又 易 知 

Cov(X ,YY) = 五 (XY) -mi7zaa (3.2) 

这 些 简 单 性 质 的 证 明 都 留 给 读者 . 

下 面 的 定理 包含 了 协 方 差 的 重要 性 质 . 

定理 3.1 1 车 X,Y 独 立 , 则 Cov(X,Y)=0. 

2” [Cov(X,Y)j 入 cio;. 等 号 当 且 仅 当 X,Y 之 间 有 严格 
线性 关系 ( 即 存在 常数 ce, 使 了 =a+pX) 时 成 立 . 

证 工 的 证 明 由 定理 1.2 直接 得 出 , 因 据 此 定理 , 当 X,Y 独 
立时 有 五 (XY) = mm .为 证 明 2" ,需要 两 点 预备 事实 ， 

a. 若 a,p,c 为 常数 ,a >0, 而 二 次 三 项 式 ct2+2p+c 对 1; 

的 任何 实 值 都 非 负 , 则 必 有 ac 之 姑 . 

b. 知 随 机 变量 2 只 能 够 取 非 负 值 ,而 下 (Z)=0, 则 2Z=0. 

为 了 不 打 断 此 处 的 讨论 ,我 们 将 这 两 点 事实 的 证 明 放 到 后 面 ， 
现 考虑 

瓦 |z(X 一 7 二 (CY- 722) ]” = ait + 2Cov(X ,TY)tH Ga5 

(3.3) 

* Cov 是 协 方差 Covariance 的 缩写 . 

"” 134 ，



  

由 于 此 式 左 边 是 一 个 非 负 随 机 变量 的 均值 , 故 它 对 任何 上 非 负 . 按 

预备 事实 a, 有 

oo> [Cov(X,YD)] (3.4) 
进一步 ,如 果 (3.4) 成 立 等 号 , 则 (3.3) 右 边 等 于 (cl 土 cz 六 . 土 号 

视 Cov(X,Y)>0 或 <0 而 定 ,为 确定 计 , 暂 设 Cov(X,Y) >0, 则 

(3.3) 右 边 为 (oilt+ az) 六 .此 式 在 上 =10= 一 cvol 时 为 0. 以 z 上 = 加 

代入 (3.3), 有 

E[io(X-mi)+(Y-ma)] =0 
再 按 预 备 事实 b, 即 知 to(X 一 721 ) 十 (YY 一 52) 三 0, 因 而 以， 六 之 

间 有 严格 线性 关系 . 

反之 ,在 X,Y 之 间 有 严格 线性 关系 Y=aX+p, 则 o=Var 

(Y)=Var(aX+tpb)=Var(aX)=a2Var(X)=a2oi. 又 因 mm = 五 

(Y)=aFE(X)+p=ai+p 有 YY 一 as=(aX+pb)--(ami+D) 

=a(X 一 mm1). 于 是 

Cov(X,Y)= ELICX-mlja(X-m)]= afEOX- mi) 

= aci 

因此 

[Cov(X,Y)] = a2ct = of(a-co1) 三 01a3 

即 (3.4) 成 立 等 号 ,这 就 证 明了 2" 全 部 结论 . 

现 证 明 用 到 的 两 个 预备 事实 .对 a, 注 意 到 若 cc 必 思 , 则 at 
20 +c=0 有 两 个 不 同 的 实 根 如 <t ,而 at2+2p0+c=a( 人 tr 一 ii) 

(一 因 ). 取 zi 使 <zt< 和 ti, 则 将 有 ati+2p0+c=a(t 一 三 ) 

(io 一 缚 )<0, 与 oi+20+c 对 任何 上 非 负 了 矛盾 ,这 证 明了 a. b 的 
证 明 很 简单 : 若 Z 夭 0, 则 因 Z 只 能 取 非 负 值 , 它 必 以 一 定 的 大 于 0 

的 概率 取 大 于 0 的 值 , 这 将 导致 ICZ)>0, 与 (Z)=0 的 假定 不 
合 . 

定理 3.1 给 “相关 系数 "的 定义 打下 了 基础 . 
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定义 3.2 称 Cov(X,Y)Acic>) 为 X,Y 的 相关 系数 ,并 记 

为 ”Corr(X ,了 ). 

形式 上 可 以 把 相关 系数 视 为 "标准 矿 度 下 的 协 方差 . 协 方 盖 

作为 (X -=- xi)(Y=-m2) 的 均值 ,依赖 于 X,Y 的 度量 单位 ,选择 

适当 单位 使 X,Y 的 方差 都 为 1, 则 协 方差 就 是 相关 系数 .这样 就 

能 更 好 地 反映 X,Y 之 间 的 关系 ,不 受 所 用 单位 的 影响 . 

由 定理 3.1 立即 得 到 : 

定理 3.2 1 看 X,Y 独 立 , 则 Corr(X,Y)=0. 2” 一 1 

委 Corr(X,Y) 委 1, 或 | Corr(X,Y)| 委 1, 等 号 当 且 仅 当 X 和 YY 有 
严格 线性 关系 时 达到 . 

对 这 个 定理 我 们 要 加 以 几 条 重要 的 解释 . 

1. 当 Corr(X ,Y)=0( 或 Cov(X,Y)=0, 一 样 ) , 称 X,Y“ 不 

相关 .本 定理 的 工 说 明 由 X,Y 独立 推出 它们 不 相关 . 但 反 过 来 

一 般 不 成 立 : 由 Corr(X,Y)=0 不 一 定 有 X,Y 独立 .下 面 是 一 个 

简单 的 例子 . 

例 3.1 设 (X,Y) 服 从 单位 圆 内 的 均匀 分 布 , 即 其 密度 函数 

为 

fr ， 当 z+y<l he 
用 第 二 章 公 式 (2.9),(2.10) ,容易 得 出 X, Y 有 同样 的 边缘 密度 
函数 g: 

2xr-2wVT ->x2， 当 |z|<1 
&( 工 ) -| 

0， 当 |zj|1 

这 个 函数 关于 0 对 称 ,因此 其 均值 为 0. 故 民 (X)= 天 (Y)=0, 而 

CovCX,Y) = ECXY) = 工 | ，，zydzdy =0 
+y<1l 

改 Corr(X,Y)=0. 但 X,Y 不 独立 ,因为 其 联合 密度 F(z,y) 不 

等 于 其 边缘 密度 之 积 g(z)g(y). 

* Corr 是 相关 Correlation 的 缩写 . 
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2. 相关 系数 也 常 称 为 “线性 相关 系数 ”. 这 是 因为 ,实际 上 相 

关系 数 并 不 是 刻画 了 X, Y 之 间 "一 般 " 关 系 的 程度 ,而 只 是 "“ 线 

性 "关系 的 程度 . 这 种 说 法 的 根据 之 一 就 在 于 , 当 且 仅 当 X,Y 有 

严格 的 线性 关系 时 , 才 有 | Corr(X,Y)| 达 到 最 大 值 1. 可 以 容易 举 

出 例子 说 明 :即使 X 与 了 有 某 种 严格 的 函数 关系 但 非 线性 关系 ， 

| Corr(X,Y)| 不 仅 不 必 为 1, 还 可 以 为 0. 

例 3.2 设 X~R(-12,12), 即 区 间 [-12,12] 内 的 均 
匀 分 布 , 而 了 Y=cosX,Y 与 X 有 严格 函数 关系 .但 因 (X)=0, 由 

(3.2) 有 
1 

Cov(X,Y) = 下 (XY) = 五 (XeosX) = | TcosTdz = 0 

故 Corr(X,Y)=0. 你 看 ,X,Y 说 是 “不 相关 ”, 它 们 之 间 却 有 着 严 

格 的 关系 了 =cosX .足见 这 样 的 相关 只 能 指 线性 而 言 , 一 超出 这 

个 范围 ,这 个 概念 就 失去 了 意义 . 

3. 如 果 0< | Corr(X,Y)1<1, 则 解释 为 :X,Y 之 间 有 “一 定 
程度 的 “线性 关系 而 非 严 格 的 线性 关系 .何谓 “一 定 程 度 "的 线性 关 

系 ? 我 们 可 以 用 图 3.6 所 示 的 情况 来 说 明 . 在 这 三 个 图 中 ,我 们 都 

假定 (X,Y) 服 从 所 画 出 的 区 域 A 内 的 均匀 分 布 ( 即 其 联合 密度 

jzyy) 在 A 内 为 14 5 在 A 外 为 0,|A| 为 区 域 4 的 面积 ). 

在 这 三 个 图 中 ,X,Y 都 无 严格 的 线性 关系 ,因为 由 X 之 值 并 不 能 

决定 了 Y 之 值 .可 是 由 这 几 个 图 我 们 都 能 “感觉 ?出 ,X, Y 之 间 存 在 
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着 一 种 线性 的 “趋势 .这 种 趋势 ,在 (a) 已 较 显 著 且 是 正 向 的 (X 增 

加 时 倾向 于 增加 ) ,这 相应 于 Corr(X,Y) 比 较 显 著 地 大 于 0. 在 

(b) ,这 种 线性 趋势 比 (a) 更 明显 ,程度 更 大 ,反映 |Corr(X,Y)| 比 

(a) 的 情况 更 大 ,但 为 负 向 的 .至 于 (c) , 则 多 少 有 一 点 儿 线 性 倾向 ， 

但 已 甚 微弱 :Corr(X ,Y) 虽 仍 大 于 0 但 已 接近 0. 
4. 上 面谈 到 的 "线性 相关 ”的 意义 ,还 可 以 从 最 小 二 乘法 的 角 

度 去 解释 : 设 有 两 个 随机 变量 X ,Y ,现在 想 用 X 的 某 一 线性 函数 
4a+pbX 来 逼近 站 , 问 要 选择 怎样 的 常数 < ,5 ,才能 使 鼻 近 的 程度 最 
高 ? 这 逼近 程度 ,我 们 就 用 "最 小 二 乘 " 的 观点 来 衡量 , 即 要 使 

下 [(Y-a 一 pbX)] 达 到 最 小 . 
仍 以 miym2 记 开 (X),EGY),ca 和 o 记 Var(X) ,Var()， 

引进 常数 

c=Qa-(may 一 pri) 

则 

ELCY-a 到 )]=EICY- 2) -oOX-mai 一 ec] 
= oj + bof - 20Cov(X,Y) + c2， 

为 使 此 式 达 到 最 小 ,必须 取 c=0,8 = Cov(X， Y )《vefi = clczCorr 

(X,Y)《Aof = orlczCorr(X,Y). 这 样 求 出 最 佳 线性 和 逼近 为 ( 记 

o=Corr(X,Y)) 

也 (X) = zz 一 allazpml + allozoX (3.5) 

这 一 示 近 的 剩余 是 

刁 [(Y- 工 (X))]= 喧 +62oi -20Cov(X,Y) 

= o+(oilozo)2oi 2(al azo)alozp 

= co(1- po2) (3.6) 

如 果 o= 二 1, 则 ELI(Y-L(X))]j=0 而 立 = 世 (X). 这 时 苹 与 
X 有 严格 线性 关系 ,已 于 前 述 . 若 0< |o| <1, 则 |po| 愈 接近 1, 剩 
余 愈 小 ,说 明 工 (X) 与 Y 的 接近 程度 愈 大 , 即 X, Y 之 间 线性 关系 
的 "程度 愈 大 .反之 ,|o| 傅 小, 则 二 者 的 线性 关系 程度 全 小 , 当 
po=0 时 ,剩余 为 ci. 这 时 X 的 线性 作用 已 毫 不 存在 . 因为 , 仅 取 一 
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个 与 X 无 关 的 常数 ms, 已 可 把 Y 盘 近 到 5 的 剩余 , 因 瑟 ( 了 - 

ma)2= co. po 的 符号 的 意义 也 由 (3.5) 得 到 解释 : 当 p >0 时 ， 
L(X) 中 X 的 系数 大 于 0, 即 的 最 佳 通 反 e+2X 随 X 增加 而 增 

加 .这 就 是 正身 相关 .反之 ,o 和 0 表示 负 疝 相关 . 

由 于 相关 系数 只 能 刻画 线性 关系 的 程度 ,而 不 能 刻画 一 般 的 

函数 相依 关系 的 程度 ,在 概率 论 中 还 引进 了 另 一 些 相 关 性 指标 , 以 

补救 这 个 缺点 .但 是 ,这 些 指 标 都 未 能 在 应 用 中 推 开 . 究 其 原因 , 除 

了 这 些 指标 在 性 质 上 比较 复杂 外 ,还 有 一 个 重要 原因 :在 统计 学 应 

用 上 ,最 重要 的 二 维 分 布 是 二 维 正 态 分 布 . 而 对 二 维 正 态 分 布 而 

言 ,相关 系数 是 X,Y 的 相关 性 的 一 个 完美 的 刻画 ,没有 上 面 指出 

的 缺点 .其 根据 有 两 条 : 

1. 和 若 (X, 7) 为 二 维 正 态 , 则 即使 允许 你 用 任何 函数 M(X ) 
去 逼近 Y( 仍 以 下 [(Y-M(CX) 六 ] 最 小 为 准则 , 那 你 所 得 到 的 最 

佳吉 近 , 仍 是 由 (3.5) 式 决定 的 荆 (X). 故 在 这 个 场合 ,只 须 考 虑 线 
性 逼近 已 足 ,而 这 种 逼近 的 程度 完全 由 相关 系数 决定 . 

2. 当 (X,Y) 为 二 维 正 态 时 ,由 Corr(X,Y)=0 能 推出 X,Y 
独立 . 即 在 这 一 特定 场合 ,独立 与 不 相关 是 一 回 事 . 我 们 前 已 指出 ， 
这 在 一 般 情况 并 不 成 立 . 

第 一 点 的 证 明 超 出 本 书 范围 ,第 二 点 则 不 难 证 明 . 事 实 上 我 们 
将 验证 : 若 (X,Y) 有 二 维 正 态 分 布 N(a,6,at,c,po), 则 Corr 

(X,Y)=po. 而 当 o=0 时 , 按 第 二 章 (2.7) 式 易 知 ,(X,Y) 的 联合 
密度 可 表 为 X,Y 各 自 的 密度 广 (z) 和 户 (y) 之 积 , 因 而 X,Y 是 
独立 的 . 

为 证 明 此 事 ,注意 到 忆 (X)=a ,EC(Y)=0. 利 用 第 二 章 (2.7) 
式 的 Ne,b,ci,cos,o) 的 密度 函数 的 形式 .有 

Cov(X,Y) = 下 LI(X-a)(7Y 一 5)] 

一 (2xclcyw 芋 一 疏 间 ec 一 G)y 一 5)exp| - 21 一 

  

(人 -ea 2o(z- ay- 人 (y- 7 
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注意 到 

(z -2 _2o(z al)(y-0) ，(y 一 0 六 
2 

G1 0102 G2 

  

-(E2 -ec 二 人) + (VI 严 2) 
GI1 G2 92 

作 变 数 代 换 

  放 一 

  

1 (2 人] ,2 一 
V1 一 0 G1 I2 0 

可 将 上 面 的 重 积 分 化 为 

Cov(X ,YY) = (2z)-1| | v 1 一 o2cliz 十 olon | 

  

  

2 2 
。 caoexp| - 了 < jdxdv 

因为 
Co 12 十 JJ2 Go _ 2 Co 2 

ee(- 7 )axar= | vs dx| us dz =10 
一 Oo 

  

作 2 2 oo oo 

| ozexp|- 和 5 )daedae= | | u2erv 2d 三 2r 

得 到 Cov(X,Y)=poxioz. 又 Var(X)=oft,Var( 了 Y)= co 和 .于 是 

Corr(X ,Y) = Cov(X,Y) 人 cloz) = 0 

3.4 大 数 定理 和 中 心 极 限定 理 

在 数学 中 大 家 都 注意 到 过 这 样 的 现象 :有 的 时 候 一 个 有 限 的 

和 很 难 求 ,但 一 经 取 极 限 由 有 限 过 湾 到 无 限 , 则 问题 反而 好 办 . 例 

如 , 若 要 对 某 一 有 限 范 围 的 z 计算 和 

QZ) 三 1+z+ 大 + 要 + 四 

则 在 ”国定 但 很 大 时 ,很 难 求 . 而 一 经 取 极 限 , 则 有 简单 的 结果 : 
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liman(Z) 二 ez. 利用 这 个 结果 , 当 ? 很 大 时 ， 可 以 把 ez 作为 zc,(z) 

的 近似 值 

在 概率 论 中 也 存在 着 这 种 情况 .如 果 Xi , X: ,…，,X, 是 一 些 

随机 变量 , 则 Xi+ …+X， 的 分 布 ,除了 若干 例外 , 算 起 来 很 复杂 . 

因而 自然 地 会 提出 问题 :可 和 否 利用 极限 的 方法 来 进行 近似 计算 ? 

事实 证 明 这 不 仅 可 能 , 且 更 有 利 的 是 :在 很 一 般 的 情况 下 , 和 的 极 

限 分 布 就 是 正 态 分 布 .这 一 事实 增加 了 正 态 分 布 的 重要 性 .在 概率 

论 上 ,习惯 于 把 和 的 分 布 收 依 于 正 态 分 布 的 那 一 类 定理 都 叫做 “中 
心 极 限定 理 .在 本 节 3.4.2 段 中 我 们 将 列 述 这 类 定理 中 最 简单 ， 
然而 也 是 最 重要 的 一 种 情况 . 

在 概率 论 中 , 另 一 类 重要 的 极限 定理 是 所 谓 “ 大 数 定理 ”. 它 是 
由 概率 的 统计 定义 “频率 收敛 于 概率 "引伸 而 来 .为 描述 这 一 点 ,我 

们 把 频率 通过 一 些 随 机 变量 的 和 表示 出 来 . 设 做 了 ?7 次 独立 试 

验 ,每 次 观察 某 事 件 A 是 否 发 生 . 按 (1.20) 式 定义 随机 变量 Xi ，,; 

=1T 72. 则 在 这 2” 次 试验 中 事件 4 一 共 出 现 了 XI + .… 十 X 

思 = (XI+ +X)M = 斑 (4.1) 

各 P(A)= 妃 , 则 “频率 趋 于 概率 "就 是 说 ,在 某 种 意义 下 ( 详 见 下 
文 ) , 当 ? 很 大 时 接近 思 . 但 户 就 是 X; 期 望 值 , 故 也 可 以 写成 : 

当 ”很 大 时 X, 接近 于 X; 的 期 望 值 . 

按 这 个 表述 ,问题 就 可 以 不 必 局 限于 X; 只 取 0,1 两 个 值 的 情 
形 . 事 实 也 是 如 此 .这 就 是 较 一 般 情 况 下 的 大 数 定理 “大 数 ” 的 意 
刀 ,就 是 指 涉及 大 量 数目 的 观察 值 Xi, 它 表明 这 种 定理 中 指出 的 
现象 ,只 有 在 大 量 次 数 的 试验 和 观察 之 下 才能 成 立 .例如 ,一 所 大 
学 可 能 包含 上 万 名 学 生 ,每 人 有 其 身高 .如 果 我 们 随意 观察 一 个 学 
生 的 身高 Xi, 则 Xi 与 全 校 学 生 的 平均 身高 c 可 能 相去 甚 远 . 如 
条 我 们 观察 10 个 学 生 的 身高 而 取 其 平均 , 则 它 有 更 大 的 机 会 与 a 
更 接近 些 . 如 观察 100 个 , 则 其 平均 又 能 更 与 a 接近 些 . 这 些 都 是 
我 们 日 常 经 验 中 所 体验 到 的 事实 .大 数 定理 对 这 一 点 从 理论 的 高 
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度 给 予 概括 和 论证 ， 

3.4.1 大 数 定 理 

定理 4.1 设 Xi,X2，…,X,,… 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 ， 

记 它 们 的 公共 均值 为 a. 又 设 它们 的 方差 存在 并 记 为 o…. 则 对 任 

意 给 定 的 s 盖 0 有 

limP(| Xu 一 aile)=0 〈X。 见 (4.1)) (4.2) 

(4.2) 这 个 式 子 指出 了 “ 当 ”很 大 时 ,X, 接近 a ”的 确切 含 

义 : 它 的 意义 是 概率 上 的 ,不 同 于 微 积分 意义 下 某 一 列 数 av, 收敛 

于 数 a. 按 (4.2) 只 是 说 :不 论 你 给 定 怎 样 小 的 e>0,X, 与 wa 的 偏 

离 有 和 否 可 能 达到 e 或 更 大 呢 ? 这 是 可 能 的 ,但 当 ?” 很 大 时 ,出 现 这 

种 较 大 偏差 的 可 能 性 很 小 ,以致 当 ”很 大 时 ,我 们 有 很 大 的 (然而 

不 是 百分之百 的 ) 把 握 断 言 X ,很 接近 a . 拿 上 面 学 生 身 高 的 那个 

例子 说 ,即使 你 抽 了 100 个 以 至 1000 个 学 生 ,你 有 没有 绝对 的 把 

握 说 ,这 100 个 或 1000 个 学 生 的 平均 身高 一 定 很 接近 全 校 学生 的 

平均 身高 e 呢 ? 没有 ,因为 理论 上 不 能 排除 这 种 可 能 性 :你 碰巧 

把 全 校 中 那 100 或 1000 个 最 高 的 学 生 都 抽出 来 了 .这 时 你 计算 的 

X, 就 会 与 wc 有 很 大 差距 .但 我 们 也 能 相信 ,如 果 抽 样 真是 随机 的 

(每 一 学 生 有 同等 被 抽出 的 机 会 ) , 则 随 着 抽样 次 数 增多 ,这 样 的 可 

能 性 会 愈 来 愈 小 . 这 就 是 (4.2) 式 的 意思 . 像 (4.2) 式 这 样 的 收 伍 

性 ,在 概率 论 中 叫做 “和 依 概率 收敛 于 a”. 

为 了 证 明定 理 4.1, 需 要 下 面 的 概率 不 等 式 : 

马尔 科 夫 不 等 式 若 Y 为 只 取 非 负 值 的 随机 变量 , 则 对 任 给 

常数 se>0 有 

P(Ye) 过 ECY)Ae (4.3) 
设 Y 为 连续 型 变量 ,密度 函数 为 fy). 因 为 Y 只 取 非 负 值 ， 

有 F(y)=0 当 >y<0. 故 

下 (Y) = | roo)dy >| xy)dy 
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因为 在 [e ,ce ) 内 总 有 y>>e, 且 | 7(y)dy 就 是 PUY>>e) , 故 

E(Y) > wy(y)ay>e Fo)dy = sP(Y> 昌 
即 (4.3). 当 Y 为 离散 型 时 证 明 相似 , 请 读者 自己 完成 . 

不 等 式 (4.3) 的 一 个 重要 特例 为 

契 比 雪夫 不 等 式 . 若 Var(Y) 存 在 , 则 

忆 (|Y-EY|s) 过 Var(Y)Aes (4.4) 

为 证 此 ,只 须 在 (4.3) 式 中 以 [TY-EY 代 Ye 代 e, 并 注意 

忆 (( 了 -- 开 Y)>e2) = 已 (| YEYi 疡 e) 即 可 . 

现在 转 到 定理 4.1 的 证 明 . 利 用 契 比 雪夫 不 等 式 (4.4) ,并 注 

意 妃 (X,) = 六 ECOG)m = ?av = aa, 得 

(| 总 -al 三 se) 过 Var( 总 ,)Ae; (4.5) 

因为 驶 ,= 二 (Xi 二 … 二 X。) 而 Xi，…,Xn 独立 ,有 

Var( X，) = 二 VarX) 一 了 pi = oa-M]7t 
7 

以 此 代入 (4.5$) ,得 

已 ( X，-- dz|e) 坪 02[(11e2) 一 0, 当 7 -> oo 

这 证 明了 (4.2). 

定理 4.1 的 一 个 重要 特例 , 即 前 面 提 到 的 “频率 收敛 于 概率 ”: 

limP(l 训 一 zl 关 e)=0 (4.6) 
这 个 定理 是 最 早 的 一 个 大 数 定理 ,是 伯 努 利 在 1713 年 一 本 著作 中 

证 明 的 ,和 营 称 为 们 努 利 大 数 定理 . 

大 数 定理 的 研究 是 概率 论 中 一 个 很 重要 ,古老 且 至 今 仍 尚 活 
跃 的 课题 ,有 许多 深刻 的 结果 . 例如 ,不 用 假定 X 的 方差 存在 也 
可 以 证 明 (4.2) 式 :Xi,X2,… 不 必 同 分 布 甚至 也 可 以 不 独立 (当然 

仍 得 有 一 定 限 制 ) ,收敛 也 可 以 改 成 其 他 更 强 的 形式 等 . 这 些 都 超 
出 本 书 的 范围 之 外 . 
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在 概率 论 中 ,大 数 定理 常 称 为 "大 数 定律 这 个 字面 上 的 不 

同 ,也 不 见得 有 很 特殊 的 含义 .但 是 ， 征 理 一 词 往往 用 于 指 那 种 

能 用 数学 工具 严格 证 明 的 东西 ,而 定律 " 则 不 一 定 是 这 样 .如 牛顿 

的 力学 三 大 定律 ,电学 中 的 欧姆 定律 之 类 . 这 牵涉 到 一 个 从 哪个 角 

度 去 看 的 问题 . 像 (4.2) 式 这 样 有 确切 数学 表述 ,并 能 在 一 定 的 理 
论 框 桨 内 证 明 的 结果 , 称 之 为 “定理 "无 疑 是 恰当 的 .可 是 , 当 我 们 
泛泛 地 谈论 平均 值 的 稳定 性 〈 即 稳定 到 理论 上 的 期 望 值 ) 时 ,这 
表述 了 一 种 全 人 类 多 年 的 集体 经 验 , 有 些 哲 理 的 味道 . 且 这 种 意识 
也 远 早 于 现代 概率 论 给 之 以 严格 表述 之 前 ,因此 , 称 之 为 “定律 "也 
不 算 不 恰当 . 

3.4.2 ”中心 极 限定 理 

中 心 极 限定 理 的 意义 已 在 本 节 开 始 处 阐述 过 了 . 如 我 们 所 曾 
指出 的 ,这 是 指 一 类 定理 .下 面 的 定理 4.2 是 其 中 之 一 ， 

定理 4.2 设 Xi,X2，…，,X,,… 为 独立 同 分布 的 随机 变量 ， 

下 (Xi)=a,Var(X)=o;0<oc<oco. 则 对 任何 实数 工 , 有 

ImP( CO 和 ma) 生 zj- @(z) (4.7) 
这 里 @6(z) 是 标准 正 态 分 布 N(0,1) 的 分 布 函数 , 即 

1 2 (zz) = 一 一 “2d . 并 | (4.8) 

注意 Xi+…+X, 有 均值 ma ,方差 za2. 故 

(Xi1 二 -… 十 一 na) (va) 

怠 是 Xi +…+Xv 的 标准 化 ,即使 其 均值 变 为 0 方差 变 为 1 , 以 与 
N(0,1) 的 均值 方差 符合 . 

(4.7) 告 诉 我 们 , 虽 则 在 一 般 情 况 下 我 们 很 难 求 出 XI  …+ 
X，, 的 分 布 的 确切 形式 ,但 当 ? 很 大 时 ,可 以 通过 @(z) 给 出 其 近 
似 值 .例如 , 若 已 知 a =1,c2=4,7 =100. 要 求 PXI1+… 十 里 100 

<125). 因 xae=100,vV nc=20, 把 事件 Xi+ … 二 Xio< 扫 125 改写 
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为 (XI +…+Xioo-100)20 委 1.25, 用 (4.7) 得 到 上 述 概率 的 近 

似 值 为 盏 (1.25) = 0.8944. 这 里 当然 有 一 定 的 误差 .有 许多 研究 

工作 就 是 为 了 估计 这 种 误差 ,也 得 出 了 一 些 深 刻 的 结果 .但 是 ,这 

种 误差 估计 要 求 对 X; 的 分 布 或 其 矩 有 一 定 的 了 解 . 

定理 4.2 通称 为 林 德 伯 格 定理 或 林 德 伯 格 - 莱 维 定理 ,是 这 两 

位 学 者 在 本 世纪 20 年 代 证 明 的 “中 心 极 限定 理 ” 的 命名 也 是 始 于 

这 个 时 期 , 它 是 波 伊 亚 在 1920 年 给 出 的 .但 定理 4.2 并 非 最 早 的 

中 心 极 限定 理 . 历 史上 最 早 的 中 心 极限 定理 是 定理 4.2 的 一 个 特 
例 , 即 当 X; 由 (1.20) 式 定义 时 ,这 时 ,如 以 前 多 次 指出 的 ,Xi + … 

+ X,， 就 是 某 事件 A 在 2” 次 独立 试验 中 发 生 的 次 数 .这 个 特例 很 

重要 ,值得 单独 列 为 一 条 定理 ， 

定理 4.3 设 Xi,X2，……X,,… 独 立 同 分 布 ,X; 分 布 是 

则 对 任何 实数 过 ,有 

imP(7EDeE DOX 十 十 一 7 力 ) <zj- 玉 (Z) 

(4.9) 
定理 4.3 是 定理 4.2 的 特例 ,只 须 注意 下 (X)= 户 ,Var(X ) 

= 户 (1 一 户 ). 又 此 处 Xi +…+X， 服从 二 项 分 布下 (zz, 户 ), 故 定理 
4.3 是 用 正 态 分 布 去 通 近 二 项 分 布 .在 第 二 章 例 1.2 曾 指出 过 用 
波 哇 松 分 布 有 逼近 二 项 分 布 . 二 者 的 应 用 不 同 :(4.9) 用 于 户 固 定 ， 
因而 当 ?很 大 时 ?zzp 很 大 .而 波 哇 松 带 近 则 用 于 很 小 (可 设想 成 
户 随 2 变化 以 趋向 于 0) 但 zz= 4 不 太 大 时 .共同 之 点 是 7 必须 

相当 大 . 
乍 理 4.3 称 为 标 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 定理 ,是 历史 上 最 早 的 中 心 极 

限定 理 . 1716 年 标 莫 弗 讨 论 了 户 = 方 的 情形 ,而 拉 普 拉 斯 则 把 它 
推广 到 一 般 加 的 情形 . 

如 果 i,z2 是 两 个 正 整数 ,与 色 刀 . 则 当 ”相当 大 时 , 按 (4.9) 
近似 地 有 
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P(i 二 Xi+…+X 雪 嫩 ) GO ) 一 瑟 (yi) (4.10) 

其 中 
= (120)/ 人 LT 有 =12 (4.1) 

我 们 指出 : 若 把 yy 修正 为 

yi= 人- 六 =- 劝 )MV 而 GT 彩 

y2 王 (e+ 半 - 动 )/v 7(1 一 力 ) (4.12) 

再 应 用 公式 (4.10), 则 一 般 可 提高 

精度 . 其 道理 可 以 从 图 3.7 看 出 . 

”此 图 中 每 一 矩形 小 条 诬 边 长 为 1， 

底 边 中 点 为 非 负 整数 &, 而 和 矩形 的 

高 ,就 是 PCXI + … 上 +X， 三 有 ), 即 

二 项 概率 g(&;z,z). 图 中 的 曲线 

则 是 正 态 分 布 N(zzp ,zzp(1 一 六 )) 

的 密度 函数 的 曲线 .近似 式 (4.10) 的 意思 ,无非 是 用 这 曲线 下 的 面 

积 来 近似 代替 这 些 和 矩形 条 的 面积 .可 是 细 看 图 形 3.7, 可 知 ,包括 

点 111+1, 思 , 这 些小 条 在 横 轴 上 所 占 范 围 , 是 左 起 妇 - 12 ， 

右 止 t +1Z2 , 故 曲线 下 的 面积 ,也 应 在 这 两 个 起 止 点 之 间 去 计 

算 . 这 就 是 修正 公式 (4.12) 的 来 由 . 当 ”很 大 时 ,这 个 修正 并 不 很 

重要 ,但 在 ”不 太 大 时 则 有 比较 大 的 影响 . 

例 4.1 设 某 地 区 内 原 有 一 家 小 型 电影 院 , 因 不 散 需 要 , 拟 筹 

建 一 所 较 大 型 的 . 设 据 分 析 , 该 地 区 每 日 平均 看 电影 者 约 有 7 = 

1600 人 , 且 预 计 新 电影 院 建 成 开业 后 ,平均 约 有 3[M4 的 观众 将 去 
这 新 影院 . 

现 该 影院 在 计划 其 座位 数 时 ,要 求 座位 数 尽 可 能 多 ,但 “ 空 座 

达到 200 或 更 多 “的 概率 又 不 能 超过 0.1. 问 设 多 少 座位 为 好 ? 

设 把 每 日 看 电影 的 人 排 号 为 1,2…,1600 , 且 令 

1, 震 第 ;个 观众 去 新 影院 
Xi; = 0 若 不 然 i = 1,…，,1600 
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则 按 假定 有 P(X;=1)=34,P(X:=0)=1M4. 又 假定 各 观众 去 不 

去 电影 院 系 独立 选择 , 则 Xi ,X2; ,… 是 独立 随机 变量 . 

现 设 座位 数 为 刀 , 则 按 要 求 

P(XI+…+Xi 扫 im -200) 委 0.1 

在 这 个 条 件 下 取 za 最 大 .这 显然 就 是 在 上 式 取 等 号 时 ,因为 zzp = 

1600.(3M44)=1200,wanp(1-zp)=10V3, 按 (4.12) 的 修正 ,ma 应 

满足 条 件 

@ 人 (mm -200+ 广 - 1200)/ (10v5))= 

查 @(z) 的 表 得 知 , 当 丐 (z)=0.1 时 ,z= -1.2816”. 由 

(mm -200+12 -1200)/(10V3) = - 1.2816 

定 出 立 =1377.31<*1377. 在 本 例 中 ,(4.12) 式 的 修正 没有 什么 影 

响 . 

直到 本 世纪 30 年 代 ,中 心 极限 定理 的 研究 曾 是 概率 论 的 一 个 

重要 内 容 , 至 今 仍 是 一 个 活 姥 的 方向 .推广 的 方向 如 独立 不 同 分 布 

以 至 非 独 立 的 情形 ,由 中 心 极限 定理 而 引起 的 误差 的 估计 ,以 及 与 

之 相关 联 的 问题 如 大 偏差 问题 之 类 . 

习 题 

1. 计算 对 数 正 态 分 布 的 均值 和 方差 (对 数 正 态 分 布 见 第 二 章 习 题 19). 

2. 计算 均匀 分 布 Ra,b) 的 峰 度 系数 ， 

3. 计算 超 几 何 分 布 的 均值 和 方差 . 

4. 一 人 有 N 把 钥匙 ,每 次 开门 时 ,他 随机 地 拿 出 一 把 (只 有 一 把 钥匙 能 

打开 这 道门 ), 直到 门 打开 为 止 . 以 X 记 到 此 时 为 止 用 的 钥匙 数 ( 包 括 最 后 拿 
对 的 那 一 把 ). 按 以 下 两 种 情况 分 别 计算 已 (X):(a) 试 过 不 行 的 不 再 放 回去 . 

(b) 试 过 不 行 的 仍 放 回去 . 

* 一 般 B(z) 的 表 上 只 列 出 当 惠 (z)1 避 时 ,z 之 值 . 若 @(z)<12, 则 须 先 由 公 
式 @(-z)=1-Gz)(>12) 查 出 -~ 工 再 得 出 zx. 有 的 表 列 出 的 是 由 2(1- 和 (xz)) 之 
值 求 zx(z >0). 这 时 对 本 例 而 言 .应 先 由 2(1- 更 (y>))=0.2, 定 出 y, 再 取 工 = - y 即 
得 . 
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$. 某 县 有 N 农户 ,其 年 收入 分 别 为 ai，……,aNv-. 为 估计 平均 收入 =(ai 

+…+avw)/N ,随机 不 放 回 地 抽出 ”农户 (1] 委 2 委 六 ) ,以 XXX 记 所 抽 

出 的 ?农户 的 年 收入 ,而 以 X= (Xi+…+X。)Ana 去 估计 au .计算 忆 (X) 和 
Var(X )， 

6. 一 盒 中 有 z 个 不 同 的 球 ,其 上 分 别 写 数字 1,2,…,?” .每 次 随机 抽出 1 

个 ,登记 其 号 码 , 放 回去 ,再 抽 , 一 直 抽 到 登记 有 > 个 不 同 的 数字 为 止 . 以 XX 

记 到 这 时 为 止 的 抽 球 次 数 , 计 算 已 (X). 

7. 把 ”个 球 随机 地 放 和 人 ? 个 盒子 中 ,以 X 记 空 盒 个 数 ,计算 瓦 (X) .此 

题 如 直接 从 计算 P(X=A) 出 发 很 难 ,但 用 下 述 步骤 可 以 解决 . 

(a) 以 庆 (r,z) 记 了 个 球 随机 放 人 7 盒 恰 有 个 空 盒 的 概率 ,用 全 概率 

公式 证 明 : 

二 (1) 

(b) 以 mr 记 题 中 要 计算 的 均值 已 (X). 由 (a) 中 得 出 的 公式 (1 两 边 乘 友 
对 太 求 和 ,证 明 

刀 一 

玫 和 十 思 1Cry 7 ) 
  

  户 (r+1l),2) = 大 (rz ) 

(0 
再 由 mo= 即 得 mr = na(1- 十) 

阳 

8. 设 ? 为 自然 数 , FLz)= CAE+z2)”, 找 常数 C, 使 F(z) 为 概率 密度 
函数 ,并 计算 其 均值 方差 . 

9. 设 Xi,X2> 独立 ,都 服从 标准 正 态 分 布 N(0,1). 记 Z = max(Xi， 
X2),Y2=min(X1,X2). 计 算 下 (Z),E(Y2). 

10. 设 X1,X2 独立 ,都 服从 卡 方 分 布 , 而 常数 非 0 非 1, 则 Xi,+oX， 
决 不 服从 卡 方 分 布 . 

11. 设 X, 独 立 , 都 服从 标准 正 态 分 布 ,而 Z=(cX2+pY2)A(X2+ 

玉 ) ,其 中 ab 为 常数 .计算 下 (Z) 和 Var(Z)， 
12. 设 随机 变量 X 只 取 非 负 值 ,其 分 布 函数 为 F(z ) ,证 明 :在 以 下 两 种 

情况 都 有 

五 (X) = | 一 下 (zxz)]dz (2) 

《a) X 有 概率 密度 函数 FA(z ). 

(b) X 为 离散 型 ,有 分 布 P(X=A)= 色 ,R=0,1,2,… 
注 : 公 式 (2) 对 任何 非 负 随 机 变量 都 对 ,并 不 限于 (a) ,(b) 两 种 情况 .但 证 
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明 超 出 初等 方法 之 外 . 

13. 设 Xi,X; 独立 同 分 布 ,都 只 取 正 值 , 则 必 有 瑟 (XIAX2?) 亿 1, 等 号 当 

且 仅 当 Xi,X: 只 到 一 个 值 时 成 立 . 

注 : 按 此 题 结 论 ,也 有 巨 (X2AXKI) 志 1(CXi,X， 地 位 平等 ) ,故居 (XIAX，) 

开 ( 人 (AAA 人 1 ,但 (XIAX2)CX2 7AXI)=1. 

14. 设 Xi …,X， 独立 同 分 布 ,都 只 取 正 值 .证 明 : 

15. 设 记 ,zt 都 界 于 0,1 之 间 , 记 z 为 它们 的 算术 平均 . 作 两 串 独 立 

试验 ,每 串 各 ?次 ,在 第 一 串 中 ,事件 A 在 各 次 试验 中 发 生 的 概率 ,依次 为 

总. 在 第 二 串 中 ,事件 4 在 各 次 试验 中 发 生 的 概率 始终 保持 为 九 .以 

2 和 Y2 分 别 记 在 第 一 串 和 第 二 串 试验 中 事件 4 发 生 的 总 次 数 .证 明 Yi， 

Y> 有 相同 均值 ,而 Var( Yi) 关 Var( Y2 ) ,等 号 当 且 仅 当 让 =…= 户 = 户 时 成 

立 . 试 给 这 后 一 结论 以 一 直观 的 解释 . 

16. 设 随 机 变量 X 只 取 [0,1] 上 的 值 .证 明 Var(z) 入 1M4 .指出 等 号 达到 
的 情况 ,把 这 结果 推广 到 X 只 取 [a,5] 上 的 值 的 情况 . 

17. 在 第 一 章 例 1.2 中 , 若 先 到 的 人 必 等 到 后 到 的 人 来 了 为 止 , 问 先 到 

的 人 平均 要 等 多 久 ? 

18. 设 X 服从 指数 分 布 , 试 计算 其 中 位 数 mm 以 及 瓦 | X 一 六 | . 
19. 设 X 有 概率 密度 函数 F(z). 令 pa)= 瑟 1X-cl| .证 明 : 当 w 等 于 

X 的 中 位 数 m 时 ,六 (ea ) 达 到 最 小 (这 是 中 位 数 一 个 重要 性 质 ). 
20. 解 第 二 章 27 题 ,用 如 下 的 方法 : 找 b, 使 X+6Y 和 X-bY 的 相关 系 

数 为 0. 这 比 用 第 二 章 的 方法 简单 得 多 . 

21. 设 Xi,X2 独立 ,分 别 有 概 率 密度 函数 F(zi) 和 g(z?). 试 求 了 = 
XiIX2 的 密度 函数 ,并 用 所 得 结果 证 明 

开 (Y) =(XI)E(X2) 
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第 四 章 参数 估计 

4.1 数理 统计 学 的 基本 概念 

从 本 章 起 ,我 们 转 人 课程 的 第 二 部 分 一 一 数理 统计 学 .数理 统 
计 学 与 概率 论 是 两 个 有 密切 联系 的 姊妹 学 科 . 大 体 上 可 以 说 :概率 
论 是 数理 统计 学 的 基础 ,而 数理 统计 学 是 概率 论 的 重要 应 用 . 

数理 统计 学 是 一 门 应 用 性 很 强 的 学 科 , 有 其 方法 .应 用 和 理论 
基础 .在 西方 ,“ 数 理 统 计 学 ”一 词 是 专 指 统计 方法 的 数学 基础 理论 
那 部 分 而 言 . 在 我 国 则 有 较 广 的 含义 , 即 包括 方法 .应 用 及 理论 基 
础 都 在 内 ,而 这 在 西方 是 称 为 “统计 学 ”在 我 国 ,因为 还 有 一 门 被 
认为 是 社会 科学 的 统计 学 存在 ,这 两 个 名 词 的 区 别 使 用 ,有 时 是 必 
要 的 . 

4.1.1 ”什么 是 数理 统计 学 

当 我 们 用 试验 或 观察 的 方法 研究 一 个 问题 时 ,首先 要 通过 适 

当 的 观察 或 试验 以 取得 必要 的 数据 ,然后 就 是 对 所 得 数据 进行 分 

析 ,以 对 所 提问 题 作出 尽 可 能 正确 的 结论 . 为 什么 说 “ 尽 可 能 正确 ” 
呢 ? 因为 数据 一 般 总 是 带 有 随机 性 的 误差 .需要 指出 的 是 ,这 里 指 
的 误差 ,不单 是 通常 意义 下 的 因 测 量 不 准 而 招致 的 误差 ,例如 测量 

一 个 人 的 高 度 , 因 仪 器 和 操作 的 原因 必然 有 一 定 的 误差 一 一 自然 ， 
这 种 误差 也 是 构成 数据 的 误差 的 一 个 可 能 的 来 源 .这 里 所 说 的 数 
据 误 差 ,主要 指 的 是 由 于 观察 和 试验 所 及 ,一般 只 能 是 所 研究 的 事 
物 的 一 部 分 ,而 究竟 是 哪 一 部 分 则 是 随机 的 . 例如 一 个 学 校 有 上 万 
名 学 生 , 你 从 中 抽出 30 人 来 研究 该 校 学 生 的 学 习 情 况 ,抽取 的 结 
采 ( 那 530 个人) 不 同 , 所 得 数据 就 不 同 ,这 完全 赁 机 会 定 .我 们 说 的 
随机 误差 主要 是 指 这 个 .由 于 数据 带 有 这 样 的 随机 性 ,通过 分 析 这 
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些 数 据 而 作出 的 结论 ,也 就 难保 其 不 出 错 了 . 分析 方 法 的 要 骨 ,就 

在 于 使 可 能 产生 的 错误 愈 小 愈 好 , 发生 错 误 的 机 会 愈 小 愈 好 ,这 就 

需要 使 用 概率 论 的 工具 ,在 此 我 们 就 可 以 初步 看 出 概率 论 和 数理 
统计 学 的 密切 关系 . 

数理 统计 学 就 是 这 样 一 门 学 科 : 它 使 用 概率 论 和 数学 的 方法 ， 
研究 怎样 收集 (通过 试验 或 观察 ) 带 有 随机 误差 的 数据 ,并 在 设 定 

的 模型 ( 称 为 统计 模型 ) 之 下 ,对 这 种 数据 进行 分 析 ( 称 为 统计 分 

析 ), 以 对 所 研究 的 问题 作出 推断 ( 称 为 统计 推断 ). 让 我 们 举 一 个 
例子 来 说 明 这 些 概念 . 

例 1.1 某 工 三 生产 大 批 的 电子 元 件 . 按 第 二 章 例 1.7 的 理 
论 ,我 们 认为 有 理由 假定 元 件 的 寿命 服从 指数 分 布 , 见 第 二 章 

(1.20) 式 .在 实际 应 用 中 ,我 们 可 以 提出 许多 感 兴趣 的 问题 . 例如， 
1. 元 件 的 平均 寿命 如 何 ? 
2. 如 果 你 是 使 用 单位 .要 求 平 均 寿命 能 达到 某 个 指定 的 数 , ， 

例如 S000 小 时 . 问 这 批 元 件 可 否 被 接受 ? 

在 此 ， 元 件 寿 命 服从 指数 分 布 " 提 供 了 一 个 数学 模型 , 即 本 问 
题 的 统计 模型 (参见 例 1.3 中 的 补充 说 明 ) .如果 你 知道 了 该 分 布 
中 的 参数 4 之 值 , 则 据 第 三 章 例 1.4, 我 们 知道 平均 寿命 1 ,于 
和 是 上 面 两 个 问题 马上 就 可 以 得 到 回答 .但 在 实用 上 ) 往往 是 未 
知 , 于 是 我 们 就 只 好 从 这 一 大 批 元 件 中 随机 抽出 若干 个 ,例如 7 
个 ,并 测 出 其 寿命 分 别 为 Xi ,X,, 这 村 个 元 件 如 何 选取 ? 主要 
是 要 保证 这 大 批 元 件 中 ,每 一 件 有 同等 的 被 抽出 的 机 会 ,而 这 并 不 
是 很 容易 办 到 的 事情 ,需要 想 些 办 法 , 既 能 减轻 工作 量 , 又 能 尽 可 
能 保证 上 述 同等 机 会 的 要 求 . 

有 了 数据 Xi，…,X， 后 ,一 个 自然 的 想法 是 :用 其 算术 平均 值 
X=(Xi+…+X)An 去 估计 未 知 的 平均 寿命 1 . 当然 , 闷 不 -- 
定 恰 好 等 于 TAA . 但 实际 问题 中 ,我们 不 会 也 不 可 能 要 求 所 作 的 估 
计 一 丝 不 差 .但 误差 可 能 有 多 大 ? 产生 指定 大 小 的 误差 的 机 会 ( 概 
率 ) 有 多 大 ? 为 了 使 这 概率 降 至 指定 的 限度 (例如 ,0.1) ,抽出 的 元 
件 个 数 ”至 少 应 达到 多 少 ? 这 些 问题 的 解决 方法 及 有 关 理论 ,就 
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是 数理 统计 学 的 内 容 . 

本 例 提 出 的 第 一 个 问题 称 为 参数 估计 问题 ,因为 和 是 元 件 寿 

命 分 布 中 的 一 个 未 知 参 数 , 而 我 们 的 问题 是 要 估计 由 、) 决定 的 一 

个 量 , 即 1 人. 也 可 以 把 问题 提 为 要 求 估 计 参 数 4 本 身 , 这 时 我 们 
可 考虑 使 用 17/X (参见 例 2.2). 参 数 估计 是 最 重要 的 统计 问题 之 

现在 来 谈 第 二 个 问题 . 可 能 认为 :至 少 就 本 例 而 言 ,解决 了 第 

一 个 问题 也 就 解决 了 第 二 个 问题 ,因为 ,既然 用 X 去 估计 平均 寿 

命 , 那 就 看 X 是 否 不 小 于 指定 的 数 !. 若 于 达 ! , 则 接受 该 批 产品 ， 
不 然 就 不 接受 . 

应 当 承 认 ,这 也 是 一 个 可 以 考虑 的 解法 .但 还 应 注意 到 ,如 上 
文 所 指出 的 : 因 X 估计 平均 寿命 有 误差 ,我 们 得 根据 实际 需要 进 
行 一 定 的 调整 . 即 把 接受 的 准则 定 为 往 亿 ,21 是 某 个 选 定 的 数 ， 
可 以 大 于 等 于 或 小 于 /.0 定 得 大 些 , 表 示 我 们 的 检验 更 严格 ,这 
在 对 元 件 质量 要 求 很 高 且 供 货 渠 道 较 多 时 可 能 是 适当 的 .反之 ,/i 
定 得 小 些 , 表 示 检 验 更 宽 , 这 在 对 元 件 质量 要 求 不 很 高 ,或 急需 这 
些 元 件 而 供 货 渠道 很 少时 ,也 可 能 采取 . 从 统计 上 说 ,无 论 你 怎么 
定 /1, 理 论 上 你 都 可 能 犯 两 种 错误 之 一 :一 是 元 件 平均 寿命 达到 
需求 而 被 你 拒 收 了 ,一 是 元 件 平均 寿命 达 不 到 需求 而 被 你 接受 了 . 
这 两 种 错误 各 有 一 定 的 概率 ,它们 在 很 大 程度 上 决定 了 接受 准则 
X 之 1 中 的 0 的 选择 . 

第 二 个 问题 与 第 一 个 问题 不 同 : 它 不 是 要 求 对 分 布 中 的 未 知 
参数 作出 估计 ,而 是 要 在 两 个 决定 (就 本 问题 而 言 就 是 接受 或 拒 收 
该 批 产品 ) 中 选择 一 个 .这 类 问题 称 为 假设 检验 问题 ,也 是 最 重要 
的 统计 问题 之 一 . 

4.1.2 总 体 

总 体 是 指 与 所 研究 的 问题 有 关 的 对 象 (个 体 ) 的 全 体 所 构成 的 
集合 . 如 在 例 1.1 中 , 那 一 大 批 元 件 就 是 问题 的 总 体 ,而 每 一 单个 
元 件 就 是 一 个 个 体 , 所 有 这 些 个 体 就 构成 问题 的 总 体 . 又 如 ; 
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例 1.2 要 研究 某 大 学 学 生 的 学 习 情 况 , 则 该 校 的 全 体 学 生 
构成 问题 的 总 体 . 每 一 个 学 生 则 是 该 总 体 中 的 一 个 个 体 . 

总 体 随 所 研究 的 范围 而 定 .如 在 上 例 中 ,大 你 研究 全 国 大 学 生 
的 学 习 成 绩 , 则 总 体 就 大 多 了 : 它 包 含 全 国 所 有 在 学 的 大 学 生 . 总 

体 如 何 定 ,取决 于 研究 目的 ,也 受 人 力 物 力 时 间 等 因素 的 限制 . 

对 于 大 多 数 实际 问题 ,总 体 中 的 个 体 是 一 些 实在 的 人 或 物 ,而 

问题 中 所 注意 的 ,并 不 在 于 这 些 人 或 物 本 身 ,而 在 于 所 关心 的 某 种 
指标 . 例如 一 个 学 生 有 身高 体重 姓氏 笔划 籍贯 出 身 …… 等 特征 , 当 
我 们 研究 学 生 学 习 成 绩 时 ,对 这 些 都 不 关心 ,而 只 注意 其 考分 如 

何 . 在 例 1.1 中 ,我 们 只 注意 元 件 的 寿命 如 何 . 这 样 ,也 可 以 把 我 们 
感 兴趣 的 那个 指标 值 就 作为 该 个 体 (例如 ,大 学 生 A 得 90 分 , 即 

以 90 这 个 数 代 蔡 4 ) ,而 总 体 就 由 一 些 数 所 组 成 . 

单 是 这 样 还 不 行 .这 里 有 两 个 问题 :一 是 总 体 中 这 样 一 大 堆 杂 
乱 无 章 的 数 没 有 赋予 什 么 数学 或 概率 的 性 质 , 因 而 无 法 使 用 有 力 
的 概率 论 工具 去 研究 它 ;二 是 各 种 总 体 变 得 没有 区 别 .例如 ,大 学 
生 的 学 习 成 绩 也 是 一 堆 数 ,一 大 批 元 件 的 寿命 也 是 一 堆 数 ,大 家 都 
一 样 了 .解决 这 些 问题 的 途径 ,就 涉及 总 体 这 个 概念 的 核心 一 一 总 

体 的 概率 分 布 .例如 ,在 例 1.1 中 元 件 寿 命 分 布 为 指数 分 布 , 例 
1.2 学生 的 学 习 成 绩 可 以 假定 为 服从 正 态 分 布 .总 体 分 布 不 同 ,分 
析 的 方法 也 就 不 同 , 赋 有 一 定 概率 分 布 的 总 体 就 称 为 统计 总 体 . 

因此 ,经 过 以 上 几 步 的 分 析 ,我 们 就 得 出 在 数理 统计 学 中 “总 
体 这 个 基本 概念 的 要 虽 一 一 总 体 就 是 一 个 概率 分 布 . 当 总 体 分 布 ， 
为 指数 分 布 时 , 称 为 指数 分 布 总 体 ; 当 总 体 分 布 为 正 态 分 布 时 , 称 
为 正 态 分 布 总 体 或 简称 正 态 总 体 , 等 等 . 两 个 总 体 , 即 使 其 所 含 个 
体 的 性 质 根 本 不 同 ,只 要 有 同一 的 概率 分 布 , 则 在 数理 统计 学 上 就 
祝 为 是 同类 总 体 . 例如 人 的 寿命 也 可 以 服从 指数 分 布 , 它 与 元 件 寿 
命 的 分 布 一 样 , 处 理 二 者 的 统计 问题 的 方法 也 一 样 , 即 可 视 为 同一 
类 总 体 . 

对 以 上 所 说 的 要 作 一 点 说 明 : 如 例 1.1 所 显示 的 ,虽然 我 们 假 
定 了 了 元件 寿 命 服从 指数 分 布 , 但 并 没有 指定 其 中 参数 4 之 值 . 既 
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然 4 未 知 , 原 则 上 可取 0 到 ce 内 任何 值 , 故 更 正确 地 应 当 说 :总 

体 分 布 是 一 个 概率 分 布 族 ( 在 此 为 指数 分 布 族 ) 的 一 员 . 这 分 布 族 

包含 一 个 参数 1 , 称 为 单 参数 分 布 族 . 例 1.2 的 总 体 分 布 一 一 正 态 

分 布 N(w,o“) ,包含 两 个 参数 上 和 (7 可 取 任 何 实数 值 而 c? 只 

能 取 大 于 0 的 值 ) ,是 一 个 两 参数 分 布 族 .另外 ,在 有 些 情 况 下 ,我 

们 只 是 假定 总 体 有 一 定 的 概率 分 布 而 并 不 明确 知道 其 数学 形式 . 

如 在 例 1.1 中 ,也 可 以 只 承认 寿命 有 一 定 的 概率 分 布 函 数 下 (z)， 

F(0)=0( 因 寿命 总 大 于 0) ,其 他 别 无 所 知 .这 时 ,总体 分 布 不 能 通 

过 若干 个 未 知 参数 表达 出 来 ,这 种 情况 称 为 非 参 数 总 体 . 对 非 参数 
总 体 , 虽 不 知 其 数学 形式 ,但 统计 问题 照样 可 以 提出 来 . 例如 估计 

平均 寿命 的 问题 ,不 假定 元 件 寿 命 分 布 为 指数 分 布 也 有 意义 ,上 且 使 
用 X 去 估计 平均 寿命 看 来 仍 是 一 个 合理 的 方法 .自然 ,由 于 分 布 的 

形式 未 知 ,进一步 的 讨论 困难 就 更 大 ,这些 在 以 后 会 逐步 指明 ， 

上 面 所 讲 的 总 体 概念 ,在 很 大 程度 上 要 归功 于 数理 统计 学 最 
主要 的 莫 基 者 ,伟大 的 英国 统计 学 家 R. A. 费 软 尔 . 他 引进 了 “无 
限 总 体 这 个 概念 一 一 现实 问题 中 , 当 所 考察 的 个 体 是 由 一 些 看 得 
见 、 摸 得 着 的 对 象 所 构成 时 (如 例 1.1,1.2) ,总 体 总 是 有 限 的 . 有 
限 总 体 相应 的 分 布 只 能 是 离散 的 ,其 具体 形式 将 与 个 体 总 数 有 关 
且 缺 乏 一 个 简洁 的 数学 形式 ,这 会 使 有 力 的 概率 方法 无 法 使 用 . 引 
进 无 限 总 体 的 概念 ,在 概率 论 上 相当 于 用 一 个 连续 分 布 去 通 近 离 
散 分 布 . 当 总 体 所 含 个 体 极 多 时 ,这 种 和 逼 近 所 带 来 的 误差 ,从 应 用 
的 观点 看 已 可 以 忽略 不 计 . 更 好 的 是 ,事实 证 明 : 几 种 常见 且 在 概 
率 论 上 较 易 处 理 的 分 布 ,如 指数 分 布 和 正 态 分 布 等 ,尤其 是 正 态 分 
布 , 对 许多 实用 问题 的 总 体 分 布 给 出 了 足够 好 的 近似 ,而 围绕 着 这 
些 分 布 建 立 了 深入 而 有 效 的 统计 方法 . 

最 后 ,关于 总 体 这 个 概念 还 需要 说 明 一 个 问题 . 从 一 个 例子 人 
手 , 设 有 一 个 物体 ,其 真实 的 重量 a 未 知 , 要 通过 多 次 量 测 的 结果 
去 佑 计 它 .请 问 在 这 个 问题 中 总 体 是 什么 ? 若 不 假 思 索 ,可 能 回答 
说 :因为 与 所 研究 的 问题 有 关 的 对 象 ,就 只 这 个 物体 , 故 这 个 物体 ， 
或 者 其 重量 a ,就 构成 总 体 , 这 个 回答 不 对 .其 所 以 不 对 ,一 则 因为 
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a 未 知 .即使 。 已 知 (这 时 自然 不 存在 估计 它 的 问题 ,但 量 测 其 重 
量 仍 有 意义 ,例如 ,可 能 是 为 了 考察 天 平 的 准确 程度 如 何 ) ,这 个 回 
答 仍 不 对 ., 因为 你 既然 通过 量 测 ,那么 ,你 所 研究 的 问题 ,实质 上 是 
“通过 量 测 结果 去 估计 a 之 值 其 精度 如 何 ”. 这 样 ,每 一 个 可 能 的 
量 测 结果 都 是 一 个 个 体 ,而 总 体 是 由 “一 切 可 能 的 量 测 结果 ”组 成 . 
这 只 是 一 个 想像 中 存在 的 集合 ,因为 不 可 能 去 进行 无 限 次 量 测 , 把 
所 有 可 能 的 量 测 结果 一 一 列 出 来 .这 与 我 们 前 面 几 个 例子 中 那 种 
看 得 见 摸 得 着 的 总 体 不 同 :这 里 的 总 体 只 是 在 想像 中 存在 , 它 的 个 
体 是 通过 试验 “制造 ?出 来 的 一 一 每 释 一 次 ,就 制造 出 一 个 量 测 值 . 
这 种 情况 在 实际 应 用 中 非常 之 多 . 给 这 种 总 体 规定 分 布 也 -一样 . 拿 
本 例 来 说 ,只 须 说 一 句 “* 量 测 结果 服从 某 某 分 布 ( 如 正 态 分 布 )” 就 

行 .如 果 不 绕 这 么 一 个 圈子 ,而 直接 说 : 量 测 结果 是 随机 的 , 它 服从 
某 某 分 布 , 可 能 读者 会 感到 更 易 接 受 .上述 分 析 是 为 了 突出 统计 总 
体 这 个 概念 的 这 种 抽象 形式 ,以 体现 这 个 概念 的 普 注 性 ， 

在 某 些 统计 学 著作 中 ,也 常 把 总 体 称 为 “母体 ” 

4.1.3 样本 

样本 是 按 一 定 的 规定 从 总 体 中 抽出 的 一 部 分 个 体 . 所 谓 “ 按 一 
定 的 规定 ,就 是 指 总 体 中 的 每 一 个 个 体 有 同等 的 被 抽出 的 机 会 ， 
以 及 在 这 个 基础 上 设立 的 某 种 附加 条 件 ， 

由 于 我 们 的 兴趣 不 在 于 个 体 本 身 而 在 于 其 某 一 特征 指标 值 ， 
所 得 样本 表现 为 若干 个 数据 Xi,…,X,. 7? 称 为 “样本 大 小 ?或 “ 样 
本 容量 ， 样 本 量 ” 样 本 Xi,…，,X, 中 的 每 一 个 Xi 也 称 为 样本 、 
有 时 ,为 区 别 这 种 情况 ,把 Xi,…,X, 的 全 体 称 为 一 “组 ”样本 ,而 
X; 称 为 其 中 的 第 z 个 样本 . 

在 一 个 具体 问题 中 ,样本 Xi,…，,X, 是 一 些 具体 的 数据 .而 在 
理论 的 研究 上 , 则 要 把 它 看 成 为 一 些 随机 变量 .因为 抽 到 哪 一 些 个 
体 是 随机 的 ,因而 其 指标 值 , 即 Xi ,…,X, ,也 是 随机 的 . 

设想 样本 是 一 个 一 个 地 抽出 来 .第 一 次 抽 时 ,是 从 整个 总 体 中 
抽 一 个 .因而 Xi 的 分 布 也 就 与 总 体 分 布 相同 .如 果 这 一 个 不 放 回 
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去 ,到 第 二 次 抽 时 ,总 体 中 已 少 了 一 个 个 体 ,其 分 布 有 了 变化 ,因此 

X， 的 分 布 会 与 Xi 的 分 布 略 有 差别 .但 是 ,如 果 总 体 中 所 包 售 的 

个 体 极 多 ,或 如 理论 上 设想 的 ,总 体 中 包含 无 限 多 个 体 , 则 抽 掉 一 

个 或 几 个 ,对 总 体 的 分 布 影响 极 少 或 毫 无 影响 . 这 时 ,Xi，…,X， 

独立 且 有 相同 的 分 布 ,其 公共 分 布 即 总 体 分 布 .这 是 在 应 用 上 最 常 

见 的 情形 ,也 是 理论 上 研究 得 最 深入 的 情形 ,本 节 主 要 考虑 这 种 情 

况 .在 数理 统计 学 上 , 称 这 种 情况 为 :Xi,…,X, 是 从 某 总 体 中 抽 

出 的 独立 随机 样本 ,或 简称 为 从 某 总 体 中 抽出 的 样本 . 

当 总 体 中 所 含 个 体 数 不 太 大 时 ,情况 就 不 同 .考察 以 下 的 例 

村 : 

例 1.3 设 一 批 产 品 包含 N 个 ,内 有 废品 M 个 ,M 未 知 . 因 

而 废品 率 也 未 知 . 现 从 其 中 抽出 2 个 逐一 检查 它们 是 和 理 为 废品 ， 

据 此 去 估计 之. 

如 果 把 合格 品 记 为 0 而 废品 记 为 1, 则 总 体 分 布 为 离散 分 布 

P(X=1)=z,P(X=0)=1- 记 .设想 样本 是 一 个 一 个 抽出 的 , 结 

果 记 为 Xi …，,X,. 如 果 抽 样 是 有 放 回 的 , 即 每 抽出 一 个 作 检查 以 

后 再 放 回 去 ,下 次 仍 有 同等 机 会 被 抽 , 则 Xi,…，,X, 为 独立 同 分 

布 ,每 一 个 的 分 布 就 是 上 述 总 体 分 布 . 若 用 X = (XI+…+X,)A7z 

( 即 样本 中 的 废品 率 ) 去 估计 训 , 则 因 Xi + …+ X, 服从 二 项 分 布 
B(m ,)( 见 第 二 章 例 1.1). 这 个 估计 的 统计 性 质 就 由 此 决定 了 . 

另 一 种 抽样 方式 , 即 常见 的 作法 ,是 一 次 抽出 2” 个 或 一 个 一 

个 抽 但 已 抽出 的 不 再 放 回 . 这 时 ,用 X 估 计 丸 仍 是 一 个 合理 的 选 

择 ,但 因 Xi + …+ X, 已 不 是 二 项 分 布 而 是 超 几 何 分 布 ( 见 第 二 章 

例 1.4). 这 个 估计 的 统计 性 质 就 与 上 面 所 讲 的 有 所 不 同 . 当 N 不 

很 大 时 ,这 个 差别 不 可 忽视 . 

由 此 例 可 见 , 在 有 限 总 体 的 情况 , 单 由 总 体 分 布 已 不 足以 完全 

决定 样本 的 分 布 如 何 , 要 看 抽样 的 方式 .这 样 ,抽样 的 方式 也 要 作 

为 一 个 要 素 加 入 到 统计 模型 的 内 容 中 来 .在 无 限 总 体 的 情况 ,或 者 

是 有 限 总 体 而 抽样 有 放 回 的 情况 , 按 第 二 章 定义 3.1, 总 体 分 布 完 
全 决定 了 样本 的 分 布 , 故 就 可 以 把 总 体 分 布 等 同 于 统计 模型 . 
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4.1.4 统计 量 

完全 由 样本 所 决定 的 量 ,叫做 统计 量 .这 里 要 注意 的 是 “完全 ” 

这 两 个 字 . 它 表明 :统计 量 只 依赖 于 样本 , 而 不 能 依赖 于 任何 其 他 

未 知 的 量 .特别 是 , 它 不 能 依赖 于 总 体 分 布 中 所 包含 的 未 知 参数 . 

例如 , 设 Xi,…，,X,， 是 从 正 态 总 体 N(CAp,c) 中 抽出 的 样本 ， 

则 X=(Xi+…+X,)Aza 是 统计 量 , 因 为 它 完 全 由 样本 Xi ，,X， 
决定 .X -ww 不 是 统计 量 , 因 为 w 未 知 ,X- Aw 并 不 完全 由 样本 所 
决定 . 

统计 量 可 以 看 作 是 对 样本 的 一 种 “加 工 ”, 它 把 样本 中 所 含 的 
( 某 一 方面 的 ) 信 息 集中 起 来 . 例如 ,上 述 X 可 用 于 估计 未 知 的 六 . 
可 以 这 样 看 :原始 数据 Xi …，,X, 中 的 每 一 个 ,都 包含 有 7 的 若 
干 信息 ,但 这 些 是 杂乱 无 章 的 ,一 经 集中 到 X, 就 有 了 更 明确 的 概 
念 .所 以 ,有 用 的 统计 量 都 是 有的放矢 ”的 ,针对 某 种 需要 而 构造 

的 . 如 在 上 例 中 , 关 想 了 解 有 关 总 体 方差 zz 的 情况 , 则 统计 量 叉 没 
有 什么 用 .从 方差 是 反映 散布 度 这 方面 去 看 ,下 面 的 统计 量 

S =- > (XXX)20m (1.1) 
是 有 用 的 .因为 S* 是 样本 Xi ,…，,X, 的 散布 程度 的 一 个 合理 的 刻 

画 , 它 应 当 与 cx 有 密切 的 关系 , S2 这 个 重要 的 统计 量 叫 做 “样本 
方差 ” 

有 一 类 重要 的 统计 量 叫 做 样本 矩 ,分 为 样本 原点 矩 和 样本 中 
心算 . 设 Xi ，,X， 为 样本 ,为 正 整数 . 则 

Qe 二 (XY 十 … 十 XR )A71 (1.2) 

称 为 & 阶 样本 原点 矩 . ai = X 是 最 重要 的 样本 原点 矩 , 它 常 称 为 
“样本 均值 ”而 

mm， 二 (Xi - 束 ) (1.3) 
称 为 & 阶 样本 中 心 矩 ， 

在 第 三 章 定 义 2.2 中 ,我 们 定义 过 随机 变量 X 的 & 阶 原点 矩 
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ak 和 碌 阶 中 心 矩 几 . 此 处 定义 的 ay7 是 它们 的 样本 对 应 物 . 有 

时 也 把 we 入 称 为 理论 矩 , 而 ww ,mx 称 为 经 验 矩 .这 名 词 可 以 

用 如 下 的 方式 去 解释 : 设 总 体 分 布 忆 有 (理论 ) 矩 wk ,j. 由 于 不 知 

道 下 ,也 就 不 知道 ws ,由 . 现在 有 从 该 总 体 中 抽出 的 样本 Xi ,……， 

X， ,我 们 就 构造 一 个 分 布 玉 , 去 模拟 下 . 由 于 手头 这 2 个 样本 Xi， 

…,X， 的 地 位 是 平等 的 ,一 个 合理 的 选择 是 把 已 , 取 成 一 个 离散 

分 布 , 它 在 每 个 值 Xi; 处 各 有 概率 1 ,z=1,…,72 .形式 地 ,分 布 

函数 开 , 定义 为 

FPCz) = XXX 中 入 z 的 个 数 | Ar (1.4) 

它 称 为 样本 Xi1，……X， 的 经 验 分 布 函数 . 如 果 按 第 三 章 定 义 2.2 
计算 分 布 瑟 , 的 & 阶 原点 矩 和 中 心 矩 , 则 分 别 得 到 as 和 zz .所 以 ， 
样本 和 托 无 非 就 是 经 验 分 布 的 抢 . 

特别 值得 注意 的 二 阶 中 心 矩 mm. 它 与 样本 方差 S: 只 相差 一 

个 常数 因子 :mm2= 卫 二 1s> 
也 

最 有 用 的 样本 和 矩 是 一 、 二 阶 的 ,三 .四 阶 的 也 有 些 应 用 .四 阶 以 
上 的 则 很 少 使 用 . 

有 用 的 统计 量 很 多 ,它们 都 是 在 解决 种 种 统计 推断 问题 时 产 
生 的 ,以 后 将 结合 这 些 问 题 来 介绍 . 

  

4.2 和 矩 佑 计 、 极 大 似 然 估计 和 贝 叶 斯 估计 
4.2.1 参数 的 点 估计 问题 
设 有 一 个 统计 总 体 ,以 AFLz ,9 ,…，,6) 记 其 概率 密度 函数 ( 若 

总 体 分 布 为 连续 型 的 ) ,或 其 概率 函数 ( 若 总 体 分 布 为 离散 型 的 )， 
以 后 ,为 避免 每 次 重复 交代 这 两 种 情况 ,我 们 约定 称 F(z ,69 ,…， 

6 ) 为 总 体 分 布 ", 其 具体 含义 视 其 为 连续 型 或 离散 型 而 定 . 这 分 
布 包含 & 个 未 知 参 数 0) ,…,6. 例如 对 正 态 总 体 N(Cp,o2), 有 0 

=/,92 一 ao 而 
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Hzrbbb) = (V5 击 ) ep(- 击 (60 -o<z<e 

若 总 体 有 二 项 分 布 BC ,bp), 则 0 = 思 , 而 

Fr O1) 一 [7 ja 一 O1)7 7 并 一 0, 1，……，,7 

定 

当 &=1, 即 只 有 一 个 参数 时 ,就 用 0 代替 0 

参数 估计 问题 的 一 般 提 法 是 : 设 有 了 从 总 体 中 抽出 的 样本 

Xi X (在 4.1 节 4.1.3 段 中 已 说 明 过 , 当 不 作 特 殊 申 明 时 , 样 

本 就 是 指 独立 随机 样本 , 即 Xi1,，…，,X, 独立 同 分 布 ,其 公共 分 布 就 

是 总 体 分 布 ) ,要 依据 这 些 样本 去 对 参数 0 ,…,6. 的 未 知 值 作出 

估计 . 当然 ,我 们 也 可 以 只 要 求 估 计 0 ,… ,6 中 的 一 部 分 ,或 估计 

它们 的 某 个 已 知 函 数 g(01 ,9 ). 例 如 ,为 要 估计 6 ,我 们 需要 

构造 出 适当 的 统计 量 0 = 0 (XI,…,X). 每 当 有 了 样本 Xi ，…， 

X,， ,就 代入 函数 0 (XI ,…，,X,) 算 出 一 个 值 ,用 来 作为 b| 的 估计 

值 . 为 着 这 样 的 特定 目的 而 构造 的 统计 量 6, ,叫做 (6; 的 ) 估 计量 . 

由 于 未 知 参 数 0; 是 数 轴 上 的 一 个 点 ,用 51 去 估计 0 ,等 于 用 一 个 

点 去 值 计 另 一 个 点 ,所 以 这 样 的 估计 叫做 点 估计 ,以 别 于 将 在 4.4 

节 讨 论 的 区 间 估 计 . 

在 本 节 中 我 们 要 讨论 几 种 常用 的 点 估计 方法 ,这 些 方法 大 多 

是 基于 某 种 直观 上 的 考虑 . 同一 个 参数 往往 可 以 用 若干 个 看 来 都 

合理 的 方法 去 估计. 因此 有 一 个 判断 优 劣 的 问题 ,这 就 要 为 估计 量 

的 优 劣 制定 准则 ,进而 研究 在 某 种 准则 下 寻找 最 优 佑 计量 的 问题 . 

这 就 是 参数 佑 计 这 个 数理 统计 学 分 支 的 重要 内 容 .这 些 概 念 将 在 
以 后 作 更 具体 的 解释 . 

4.2.2 和 矩 估计 法 

和 矩 佑 计 法 是 K. 皮尔 逊 在 上 世纪 末 到 本 世纪 初 的 一 系列 文章 
中 引进 的 .这 个 方法 的 思想 很 简单 : 设 总 体 分 布 为 F(z,81，…， 

久 ), 则 它 的 和 矩 ( 原 点 矩 和 中 心 矩 都 可 以 ,此 处 以 原点 矩 为 例 ) 
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Qnr = | Zr OO )dz 

(或 2zeF(Cz 296)) 

依赖 于 9 ,…,6， 另 二 方面 ,至 少 在 样本 大 小 见 较 大 时 ,w， 又 应 
接近 于 样本 原点 抵 w .于 是 

Gaxm 一 am (CO 人 纹 ) 2 am 一 > XP AL 
=1 

取 六 =1,…, 有 ,并 让 上 面 的 近似 式 改 成 等 式 ,就 得 到 一 个 方程 组 ; 
am(b 8) 一 an 7 二 1) 大 (2.1) 

解 此 方程 组 ,得 其 根 记 = 60CX ,Xi=1…,R. 就 以 6 作为 

b; 的 估计 .i=1T… 当 .如 果 要 估计 的 是 6,…，,6 的 某 函 数 g(0)， 

和 , 则 用 B= 有 (XXX )=g(0 0) 去 估计 它 .这 样 定 
出 的 估计 量 就 叫做 矩 估 计 . 

我 们 来 举 几 个 例子 说 明 这 个 方法 . 
例 2.1 设 Xi,……,X, 是 从 正 态 总 体 NCnp,c2) 中 抽出 的 样 

本 ,要 估计 w 和 vc2. pw 是 总 体 的 一 阶 原点 矩 , 按 矩 估计 ,用 样本 一 
阶 原点 矩 即 样本 均值 京 去 估计 之 . o2 是 总 体 方差 , 即 总 体 二 阶 中 
心 矩 ,可 用 样本 二 阶 中 心 矩 ma 去 估计 . 一般 ,在 估计 方差 时 常用 
样本 方差 3? 而 不 用 maz, 即 对 矩 估 计 作 了 一 定 的 修正 .这 种 修正 的 
理由 将 在 下 节 中 指出 . 

如 果 要 估计 的 是 标准 盖 c, 则 由 c= V 呈 , 按 矩 估 计 法 , 它 可 

以 用 V mz 去 估计 ,一 般 用 V ;= 去 估计 ,或 者 还 作 点 修正 ( 见 下 
节 ) 又 当天 0 时 (特别 在 w>0 时 ,在 有 些 问题 中 w 虽 未 知 ,但 事 
先 可 知 K>0. 如 例 1.2,w 是 该 校 大 学 生 的 平均 成 绩 , 它 必 须 大 于 
0) ,cvLw 称 为 总 体 的 变异 系数 一 一 变异 系数 是 以 均值 为 单位 去 衡 
量 的 总 体 的 标准 差 .在 有 些 问 题 中 ,反映 变异 程度 的 标准 差 意义 如 
何 , 要 看 总 体 均值 wp 而 定 . 比如 一 大 群 人 收入 的 标准 差 为 S0 元 . 
者 其 平均 工资 只 有 70 元 , 则 这 个 变异 程度 可 算 很 大 了 .但 若 平均 
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上 上 资 为 850 元 , 则 这 变异 程度 不 算 大 .所 以 ,变异 系数 cu 不 过 是 

一 定 意 义 下 的 “相对 误差 ”. 按 矩 法 ,为 估计 cj ,可 用 V ma?z7/X ,一 

般 有 用 SAX . 

例 2.2 设 Xi,……,X, 是 从 指数 分 布 总 体 中 抽出 的 样本 ,要 

估计 参数 1 的 倒数 1 人 .前 已 指出 :1/A 就 是 总 体 分 布 的 均值 , 故 

按 矩 法 ,就 用 X 去 估计 之 .如 要 估计 的 是 参数 本 身 , 就 用 17/X. 

另 一 方面 ,如 在 第 三 章 例 2.$ 中 指出 的 ,指数 分 布 的 方差 为 

1 , 即 1 人 =v 总 体 二 阶 中 心算 . 按 矩 法 ,1AA 也 可 以 用 Vma2( 或 

*) 去 估计 .这 个 估计 与 X 哪 个 更 好 ? 这 就 是 需要 研究 的 问题 , 见 下 

季 . 

例 2.3 设 Xi，……,X, 是 从 区 间 [ 9: ,9:] 上 均匀 分 布 的 总 体 

中 抽出 的 样本 ,要 估计 0 ,02. 

前 已 指出 ( 见 第 三 章 例 1.3 和 例 2.$). 这 总 体 分 布 的 均值 方 

差分 别 为 (0 + 92)[ 和 (6 - 01)712. 因 此 按 矩 法 ,建立 方程 

X=(9+0)[,m = (9 -01)2712 

得 出 0; ,0; 的 解 6; ,6 分别 为 

0 = 和 V 3772 ,0 = 和 +V 3702 (2.2) 

也 可 以 用 5 代替 7 和 1 2 . 

例 2.4 在 第 三 章 (2.8),(2.9) 式 中 曾 定义 了 分 布 的 偏 度 系 

数 一 及 峰 度 系数 PP 一 /( 或 p., -3) ,并 阐述 了 它 的 意义 . 根 
2 了 

据 矩 法 ,这些 量 可 分 别 用 -入 和 一 ?去 估计 之 . 
777 2 2 

本 例 与 前 几 例 不 同 之 处 在 于 : 它 并 不 要 求 总 体 分 布 有 特定 的 

参数 形式 ,如 正 态 分 布 ,指数 分 布 之 类 .总 体 分 布 为 任何 分 布 都 可 
以 ,只 要 其 三 阶 (对 Bi ) 或 四 阶 (对 B ) 和 矩 存在 就 行 .凡是 被 估计 的 
对 象 能 直接 用 答 表 达 出 来 时 ,都 属于 这 种 情况 ,其 中 最 重要 的 例子 
是 均值 方差 .只 要 总 体 分 布 的 均值 方差 存在 , 则 总 可 以 用 样本 均值 
X 或 样本 方差 S* 去 估计 之 ,而 不 论 其 分 布 有 如 何 的 形式 .不 过 ,在 
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总 体 分 布 已 知 有 某 种 参数 形式 时 , 总体 的 均值 方差 也 可 以 有 比 XX 

或 S$ 更 好 的 估计 ( 见 后 面 有 关 的 例子 ). 

例 2.5 设 总 体 有 二 项 分 布 B(N,pb),Xi,…,X,， 为 从 该 总 

体 中 抽出 的 样本 .要 估计 , 抢 估计 为 XZN. 

例 2.6 设 总 体 有 波 哇 松 分 布 P()A ), Xi1，……X,， 为 从 该 总 体 
中 抽出 的 样本 ,要 估计 》， 

由 于 1 是 总 体 分 布 的 均值 , 按 矩 估计 法 ,用 样本 均值 X 去 估计 

之 ; 另 一 方面 ,1 也 是 总 体 分 布 的 方差 , 故 按 矩 法 ,也 可 以 用 my 或 
S- 去 估计 .这 又 有 一 个 优 淄 的 问题 . 对 本 例 及 例 2.2 来 说 ,在 合理 
的 准则 下 ,都 可 以 证 明 用 样本 均值 X 为 优 .在 一 般 情 况 下 通常 总 是 
采取 这 样 的 原则 :能 用 低 阶 矩 处 理 的 就 不 用 高 阶 矩 . 

4.2.3 极 大 似 然 估 计 法 

设 总 体 有 分 布 FLX;0 ,2 ), XI,X，。 为 自 这 总 体 中 抽 
出 的 样本 , 则 样本 (Xi1,…，,X,) 的 分 布 ( 即 其 概率 密度 函数 或 概率 
画 数 ) 为 

Xi0 8)FCX230 0 FOX 00) 

记 之 为 了 (XI Xi01……，9 ). 

图 定 0 ，…,0 而 看 作 是 Xi,…,X, 的 函数 时 ,上 是 一 个 概率 
密度 函数 或 概率 函数 ,可 以 这 样 理解 : 若 寺 (Zi ,Yi 0 ,0,) 
> 工 (XI Xi0 2), 则 在 观察 时 出 现 ( Z ,…, Y ) 这 个 点 
的 可 能 性 ,要 比 出 现 (Xi,，…,X， ) 这 个 点 的 可 能 性 大 . 把 这 件 事 反 
过 来 说 ,可 以 这 样 想 : 当 已 观察 到 XI，…,X, 时 ,车工 (XI，…X 
0 04)> 工 (XI Xoig ,6 ), 则 被 估计 的 参数 (0;， 

处 ) 是 (905) 的 可 能 性 ,要 比 它 是 (01,…,20) 的 可 能 性 大 . 
当 X1i,…，,X 固定 而 把 二 看 作 0,…，,6 的 函数 时 , 它 称 为 

似 然 函数 ". 这 名 称 的 意义 ,可 根据 上 述 分 析 得 到 理解 :这 函数 对 
不 同 的 49，…，,%) 的 取 值 ,反映 了 在 观察 结果 (Xi,…,X.) 已 知 的 
条 件 下 ,6 6) 的 各 种 值 的 “ 似 然 程 度 ". 注 意 这 里 有 些 像 贝 叶 
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斯 公式 中 的 推理 ( 见 第 一 章 (3.18) 式 ): 把 观察 值 Xi,……,X, 看 成 

结果 而 参数 值 (0 ,…，, ) 看 成 是 导致 这 结果 的 原因 . 现 已 有 了 结 

果 ,要 反 过 来 推算 各 种 原因 的 概率 . 这 里 参数 0 ,…,9 有 一 定 的 

值 ( 虽 然 未 知 ) ,并 非 事件 或 随机 变量 ,无 概率 可 言 ,于 是 就 改 用 " 似 

然 这 个 词 . 

从 上 述 分 析 就 自然 地 导致 如 下 的 方法 ; 应 该 用 似 然 程 度 最 大 

的 那个 点 (07 ，…,9 ), 即 满足 条 侍 

LOXI OAX30T 0 ) 

= 5 (2.3) 

的 (0 人 00) 去 作为 (0 b) 的 估计 值 ,因为 在 已 得 样本 X，， 

…，,X， 条 件 下 ,这 个 “看 来 最 像 " 是 真 参数 值 . 这 个 估计 (67 ,… 
9x ) 束 叫做 (0 ,0 ) 的 " 极 大 似 然 估 计 ”. 如 果 要 估计 的 是 g&(61， 
0 , 则 g( 扩 6) 是 它 的 极 大 似 然 估 计 . 

因为 

log 夺 = logF(X 3 9， 9,) (2.4) 
i1 

且 为 使 工 达到 最 大 ,只 须 使 logL 达到 最 大 , 故 在 上 对 0 ,6 存 

在 连续 的 偏 导数 时 ,可 建立 方程 组 ( 称 为 似 然 方程 组 ): 

2 - 0,i = 1 《2.5) 

如 果 这 方程 组 有 唯一 的 解 ,又 能 验证 它 是 一 个 极 大 值 点 , 则 它 必 是 
使 二 达到 最 大 之 点 , 即 极 大 似 然 估计 .在 几 个 常见 的 重要 例子 中 
这 一 点 不 难 验证 .可 是 ,在 较 复 杂 的 场合 ,方程 组 (2.$) 可 以 有 不 止 
一 组 解 , 求 出 这 些 解 很 费 计 算 ,上 且 不 易 判 定 那 一 个 使 世 达到 最 大 . 

有 时 , 困 数 三 并 不 对 0 ,…，,2 可 导 , 甚 至 上 本 身 也 不 连续 ,这 
时 方程 组 (2.5) 就 无 法 用 ,必须 回 到 原始 的 定义 2.3. 

现 举 一 些 例子 来 说 明 求 极 大 似 然 估 计 的 过 程 . 

例 2.7 设 Xi …X, 是 从 正 态 总 体 NCw,c2) 中 抽出 的 样 
本 , 则 似 然 函 数 为 
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[ (5 二 )ep(- 挛 (oO (2.6) 
二 

logL = 一 号 log(2x) -号 pog(o2) -327(X AP 

求 方程 组 (2.5)( 把 2 作为 一 个 整体 看 ) 
2 = 二 > 人 

CE - + 二 20 - “=0 

由 第 一 式 得 出 w 的 解 为 

AL” 一 YX = X 
1 一 上 

以 此 代入 第 二 式 的 六 ,得 到 o 的 解 为 

二 > (x -X)2]a = 7 

我 们 看 到 :ww 与 的 极 大 似 然 估 计 ww 和 c”, 与 其 矩 估 计 完 全 一 

样 .在 本 例 中 ,容易 肯定 (ww ” ,ac””) 确 是 使 似 然 函 数 工 达 得 最 大 值 

之 点 .因为 , 似 然 方 程 组 只 有 唯一 的 根 (/p ,cc 和 ) ,而 这 个 点 不 可 

能 是 工 的 极 小 值 点 .因为 ,由 工 的 表达 式 (2.6) 可 知 , 当 | 关 | 一 oo 

或 o~0 时 ,了 上 趋向 于 0, 而 志 在 每 个 点 处 都 大 于 0. 以 下 几 个 例 

子 都 可 以 按照 这 个 方式 去 验证 ,我 们 就 不 一 一 重复 了 . 

例 2.8 设 Xi,…,X, 是 从 指数 分 布 总 体 中 抽出 的 样本 , 求 
参数 1 的 极 大 似 然 估 计 . 

有 

上 = TIae) 

logLL = ?logA 一 和 >， X 
本 1 

解 方程 
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alogL _ 2 SN _- 
3 和 入 二 

得 1 的 极 大 似 然 估 计 为 | 

和 ”三 /> X = 17X 

仍 与 其 矩 估计 一 样 .但 是 在 这 里 , 极 大 似 然 佑 计 只 有 一 个 ,而 如 在 
例 2.2 中 所 指出 的 ,) 的 和 矩 估 计 依 使 用 不 同 阶 的 符 ,可 以 有 几 个 . 

例 2.9 设 Xi…,X, 是 从 均匀 分 布 尺 (0,9) 的 总 体 中 抽出 

的 样本 , 求 6 的 极 大 似 然 估计 . 

X; 的 密度 函数 为 1/0, 当 0< X<0, 此 外 为 0. 故 似 然 函 数 世 

为 

| -1 当 0< Xi<0i= 1 
Lo， ”其 他 情况 

对 固定 的 Xi，…X,，, 此 困 数 为 0 的 间断 函数 , 故 无 法 使 用 似 然 方 

程 (2.5). 但 此 例 不 难 直 接 用 最 初 的 定义 2.3 去 解决 :为 使 荆 达到 
最 大 ,0 必须 尽量 小 ,但 又 不 能 太 小 以 致 工 为 0. 这 界线 就 在 0* = 
max( XI1……X) 处 : 当 0> 扩 时 ,大 大 于 0 且 为 0 2. 当 0<O 

时 , 革 为 0. 故 唯一 使 二 达到 最 大 的 0 值 , 即 6 的 极 大 似 然 估计 ,为 
9” ， 

如 果 用 符 估 计 法 , 则 因 总 体 分 布 的 均值 为 6,6 的 矩 知 计 为 

0 =2 X. 这 两 个 估计 的 优 劣 比较 将 在 后 面 讨论 . 

例 2.10 再 考虑 例 2.3, 有 

= 避 ja- 
中 

log 克 = 中 袜 xaeo+ 习 ON- X;)log(1 一 旋 ) 

作 方 程 

glogL _ TSNv - T 5 = 方志 XX (zaN - >) = 0 

此 方程 之 解 , 即 户 的 极 大 似 然 估 计 , 为 户 * - 却 /N, 与 后 计 相 
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同 . 

例 2.11 考虑 例 2.6. 容易 证 明 :， 的 极 大 似 然 估 计 )* = X， 

与 符 估 计 相 同 . 

在 我 们 所 举 的 这 些 例子 中 (这 些 例 子 都 是 在 应 用 上 最 常见 

的 ) ,和 矩 估 计 与 极 大 似 然 估 计 在 多 数 情况 下 一 致 .这 更 多 地 是 一 种 

巧合 ,并非 一 般 情形 .有 意思 的 是 :在 这 些 例 子 中 这 两 种 估计 方法 

结果 一 致 ,说 明 这 些 估计 是 良好 的 .这 一 点 当然 还 需要 一 定 的 理论 

证 明 . 

也 有 这 样 的 情况 ,用 这 两 个 估计 方法 都 行 不 通 或 不 易 实 行 .下 

面 是 一 个 例子 . 

例 2.12 设 总 体 分 布 有 密度 函数 

大 (xz，O) = CD， 一 co<T<co (2.7) 

这 分 布 包含 一 个 参数 0,9 可 取 任 何 实数 值 . 这 分 布 叫 柯 西 分 布 ， 
其 密度 作为 zx 的 函数 ,关于 6 点 对 称 . 故 9 是 这 个 分 布 的 中 位 数 
( 见 第 三 章 3.1.4)， 

现 设 Xi,…，,X， 为 自 这 总 体 中 抽出 的 样本 ,要 估计 0. 由 于 

| 1zlrz,ejdz 一 co 

柯 西 分 布 的 一 阶 矩 也 不 存在 ,更 不 用 说 更 高 阶 的 插 了 .因此 ,和 矩 估 

计 无 法 使 用 . 若 用 极 大 似 然 法 , 则 将 得 出 方程 

X -6 
2 1 和 0 

这 方程 有 许多 根 且 求 根 不 容易 .因此 ,对 本 例 而 言 , 极 大 似 然 法 也 
不 是 理想 的 方法 . 

为 估计 参数 6, 有 一 个 较 简 单 易 行 但 看 来 合理 的 方法 可 用 .这 

个 方法 是 基于 6 和 全 人 全 在 的 中 位 数 这 个 事实 | 踊 如 此 ,我 们 就 
要 设法 在 样本 Xi,…，,X,， 中 找 一 种 对 应 于 中 位 数 的 东西 .这 个 思 

其 实在 婚 估计 法 中 记 用 过 因为 总 体 窍 在 样本 中 的 对 应 物 就 
是 样本 矩 . 
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现在 把 Xi ,…，,X, 按 由 小 到 大 排 成 一 列 : 

XO) 魏 Xo) 委 和 和 安 XO 《2.8) 
它们 称 为 次 序 统 计量 .既然 中 位 数 是 “居中 "的 意思 ,我 们 就 在 样本 

中 找 居 中 者 : 

四 Me 2 为 奇数 时 0 9) 

(Xo2) + Xn2srD )M2, 当 7 为 偶数 时 

当 ?7 为 奇数 时 ,有 一 个 居中 者 为 Xi Da; 若 革 为 偶然 ,就 没有 

一 个 居中 者 ,就 把 两 个 最 居中 者 取 平 均 , 这 样 定 义 的 关 岂 作 样本 

中 位 数 ” .我们 就 拿 交 作为 8 的 估计 . 

就 正 态 总 体 NCw,o2 ) 而 言 ,w 也 是 总 体 的 中 位 数 , 故 w 也 可 

以 用 样本 中 位 数 去 估计 .从 这 些 例子 中 ,我 们 看 出 一 点 :统计 推断 

问题 的 解 ,往往 可 以 从 许多 看 来 都 合理 的 途径 去 考虑 ,并 无 一 成 不 

变 的 方法 ,不 同 解 固然 有 优 劣 之 分 ,但 这 种 优 劣 也 是 相对 于 一 定 的 

准则 而 言 . 并 无 绝对 的 价值 .下 述 情况 也 并 非 不 常见 :估计 甲 在 某 

一 准则 下 优 于 乙 ,而 乙 又 在 另 一 准则 下 优 于 甲 . 

极 大 似 然 估计 法 的 思想 , 始 于 高 斯 的 误差 理论 ,到 1912 年 由 
R. A. 费 歇 尔 在 一 篇 论文 中 把 它 作 为 一 个 一 般 的 估计 方法 提出 

来 . 自 20 年 代 以 来 , 费 歌 尔 自 己 及 许多 统计 学 家 对 这 一 估计 法 进 

行 了 大 量 的 研究 .总 的 结论 是 :在 各 种 估计 方法 中 ,相对 说 它 一 般 

更 为 优良 ,但 在 个 别 情 况 下 也 给 出 很 不 理想 的 结果 .与 矩 估 计 法 不 

同 , 极 大 似 然 估 计 法 要 求 分 布 有 参数 的 形式 . 比方 说 ,如 对 总 体 分 

布 毫 无 所 知 而 要 估计 其 均值 方差 , 极 大 似 然 法 就 无 能 为 力 ， 

4.2.4 贝 叶 斯 法 

贝 叶 斯 学 派 是 数理 统计 学 中 的 一 大 学 派 .在 这 一 段 中 ,我 们 简 
略 地 介绍 一 下 这 个 学 派 处 理 统 计 问 题 的 基本 思想 . 

拿 我 们 目前 讨论 的 点 估计 问题 来 说 ,无 论 你 用 和 抢 估 计 也 好 , 果 
极 大 似 然 舍 计 或 其 他 方法 也 好 ,在 我 们 心目 中 ,未 知 参 数 6 就 简 
单 地 是 一 个 未 知 数 ,在 抽取 样本 之 前 ,我 们 对 2 没有 任何 了 解 ,所 
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有 的 信息 全 来 自 样本 . 

贝 叶 斯 学 派 则 不 然 , 它 的 出 发 点 是 :在 进行 抽样 之 前 ,我 们 已 

对 0 有 一 定 的 知识 ,叫做 先 验 知识 . 这 里 “ 先 验 " 的 意思 并 非 先 验 

论 ,而 只 是 表示 这 种 知识 是 “在 试验 之 先 “ 就 有 了 的 ,也 有 人 把 它 叫 

做 验 前 知识 , 即 “ 在 试验 之 前 ”的 意思 . 

贝 叶 斯 学 派 进一步 要 求 : 这 种 先 验 知识 必须 用 0 的 某 种 概率 

分 布 表 达 出 来 ,这 概率 分 布 就 叫做 0 的 “ 先 验 分 布 2 或 “ 验 前 分 

布 “. 这 个 分 布 总 结 了 我 们 在 试验 之 前 对 未 知 参 数 6 的 知识 . 

举 一 个 例子 . 设 某 工 厂 每 日 生产 一 大 批 某 种 产品 ,我 们 想 要 估 
计 当 日 的 废品 率 6. 该 三 在 以 前 已 生产 过 很 多 批 产品 ,如 果 过 去 的 
检验 有 记录 在 , 则 它 确 实 提供 了 关于 废品 率 6 的 一 种 有 用 信息 ， 
据 此 可 以 画 出 0 的 密度 曲线 ,如 图 4.1(a),(b). 

    

户 (D) 未 1(O) 

6 0 KAN _ 

《al) (b) 

图 4.1 

图 中 A(0) 表 示 0 的 密度 函数 ,0 委 9 秋 1. (a) 表 示 一 个 较 好 的 
情况 :9) 在 9=0 附近 很 大 而 当 9 增加 时 ,下 降 很 快 .这 表示 该 
上 以 往 的 废品 率 通 常 都 很 低 . (b) 则 表示 一 个 不 大 好 的 情况 :比较 
大 的 废品 率 出 现 的 比率 相当 高 . 容易 理解 :这 种 关于 8 的 历史 知 
识 ( 即 先 验 知识 ) ,在 当前 估计 废品 率 9 时 ,应 适当 地 加 以 使 用 而 
不 应 奔 之 不 顾 .这 种 思想 与 我 们 日 常 处 事 的 习惯 符合 : 当 我 们 面临 
一 个 问题 时 , 除 考虑 当前 的 情况 外 ,往往 还 要 注意 以 往 的 先例 和 经 
验 . 

问题 就 来 了 :如 果 这 个 工厂 以 往 没 有 记录 ,或 甚至 是 一 个 新 开 
工 的 工厂 ,该 怎么 办 ? 怎样 去 获得 上 文 所 指 的 先 验 密 度 A(2)? 贝 
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叶 斯 统计 的 一 个 基本 要 求 是 :你 必须 设法 去 定 出 这 样 一 个 疡 (6)， 

甚至 出 于 你 自己 的 主观 认识 “也 可 以 ,这 要 成 为 问题 中 一 个 必 备 

的 要 素 . 正 是 在 这 一 点 上 , 贝 叶 斯 统计 遭 到 不 少 的 反对 和 批评 ,而 

一 个 初 接触 这 个 问题 的 人 ,也 容易 这 样 想 "这 怎么 行 ? 我 没有 根 

据 怎 么 能 赁 主观 想像 去 定 出 一 个 先 验 密度 疡 (6)”. 关 于 这 一 点 , 贝 

叶 斯 学 派 的 信 替 者 有 自己 的 一 套 说 法 ,这 问题 非 三 言 两 语 能 说 清 

楚 . 本 书 作 者 有 一 篇 通俗 形式 的 文章 ( 见 《数理 统 计 与 应 用 概率 》 
1990 年 第 四 期 ,p.389 一 400) ,其 中 对 这 个 问题 及 有 关 问 题 作 了 仔 

细 说 明 ,有 兴趣 的 读者 可 以 参考 

现在 我 们 转 到 下 一 个 问题 :已 定 下 了 先 验 密 度 之 后 ,怎样 去 得 
出 参数 6 的 估计 . 

设 总 体 有 概率 密度 FX ,0)( 或 概率 函数 , 若 总 体 分 布 为 离散 
的 ), 从 这 总 体 抽样 本 Xi ,…，,X，, 则 这 样本 的 密度 为 F(Xi,9)… 矿 

(X,，,0). 它 可 视 为 在 给 定 9 值 时 (Xi,…,X,) 的 密度 ,根据 第 二 章 
(3.3) 式 及 该 式 下 的 一 段 说 明 ,(0,Xi,…，,X,) 的 联合 密度 为 

ALO)FCX1 0)…FCX 0) 

由 此 ,算出 (Xi ……X) 的 边缘 密度 为 

p(0Xi,X) = | 关 O)ACXt6) 7CX 9)d9 (2.10) 
积分 的 范围 ,要 看 参数 0 的 范围 而 定 .如 上 例 69 为 废品 率 , 则 0 二 6 
委 |. 若 0 为 指数 分 布 中 的 参数 , 则 0<0< co ,等 等 .由 (2.10) ,再 
根据 第 二 章 的 公式 (3.4) ,得 到 在 给 定 Xi ，…,X, 的 条 件 下 ,6 的 
条 件 密 度 为 

PCOIXX) = 请 (9)FCXI 0) FOX 0)ADCXT,X) 

(2.11) 
照 贝 叶 斯 学 派 的 观点 ,这 个 条 件 密 度 代表 了 我 们 现在 ( 即 在 取得 样 
本 Xi，…X2a 后 ) 对 0 的 知识 , 它 综合 了 0 的 先 验 信息 (以 Ab) 反 
肌 ) 与 由 样本 带 来 的 信息 .通常 把 (2.11) 称 为 9 的 “后 验 (或 验 后 ) 

* 就 是 说 ,这 里 允许 使 用 主观 概率 , 见 第 -- 章 1.1 节 . 
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密度 ,因为 他 是 在 做 了 试验 以 后 才 取得 的 . 

如 果 把 上 述 过 程 和 我 们 在 第 一 章 中 讲 过 的 贝 叶 斯 公式 相 比 ， 

就 可 以 理解 :现在 我 们 所 做 的 ,可 以 说 不 过 是 把 贝 叶 斯 公式 加 以 

连续 化 而 已 ,看 下 表 中 的 比较 . 

  

  

  

问题 先 验 知识 当前 知识 后 验 ( 现 在 ) 知 识 

事件 B，…， 了 | 忆 (Bi)， 忆 ( 吾 | | A)，…， 
中 公 牛 A 发 生 了 
呈 基 会 于 中 那 一 个 发 生 了 ? | …,P(B,) 于 1 P(B,|1A) 

此 处 的 问题 0=? Ah(O) 样本 Xi,…,X。 | 后 验 密度 (2.11)         
  

由 这 里 我 们 就 理解 到 :为 什么 一 个 看 来 不 起 眼 的 贝 叶 斯 公式 会 有 
如 此 大 的 影响 . 这 一 点 我 们 在 第 一 章 中 已 有 所 论述 了 . 

页 叶 斯 学 派 的 下 一 个 重要 观点 是 :在 得 出 后 验 分 布 (2.11) 后 ， 
对 参数 6 的 任何 统计 推断 ,都 只 能 基于 这 个 后 验 分 布 .至 于 具体 
如 何 去 使 用 它 ,可 以 结合 某 种 准则 一 起 去 进行 ,统计 学 家 也 有 一 定 
的 自由 度 . 拿 此 处 讨论 的 点 估计 问题 来 说 ,一 个 常用 的 方法 是 : 取 
后 验 分 布 (2.11) 的 均值 作为 6 的 估计 . 

还 有 一 点 需要 说 明 一 下 : 按 上 文 ,P(0) 必 须 是 一 个 密度 函数 ， 

即 必须 满足 A(b) 之 0,， |A(6)d6 = 工 这 两 个 条 件 . 但 在 有 些 情况 
下 ,A(9)>0, 但 |A(8)d6 不 为 1 甚至 为 oo, 不 过 积分 (2.10) 仍 有 
慑 ,这 时 ,由 (2.11) 定 义 的 疡 (01XI…,X) 作 为 0 的 函数 , 仍 满足 
密度 吨 数 的 条 件 . 这 就 是 说 ,即使 这 样 的 (0) 取 为 先 验 密度 也 无 

妨 . 当然 ,由 于 | A(6)d6 不 为 1, 它 已 失去 了 密度 函数 的 通常 的 概 
率 意义 .这 样 的 上 (2) 通 常 称 为 “广义 先 验 密度 ” 

例 2.13 作 ?” 次 独立 试验 ,每 次 观察 某 事件 A 是 否 发 生 ,A 
在 每 次 试验 中 发 生 的 概率 为 户 ,要 依据 试验 结果 去 估计 户 . 

这 问题 我 们 以 往 就 用 频率 估计 概率 ”的 方法 去 处 理 ( 这 也 是 
它 的 矩 佑 计 与 极 大 似 然 估 计 ). 这 方法 不 用 户 的 先 验 知识 .现在 我 
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们 用 贝 叶 斯 统计 的 观点 来 处 理 这 个 问题 . 

引进 X;=1 或 0, 视 第 ; 次 试验 时 4 发 生 与 否 而 定 , ;=1…， 

0.P(XI=1)= 交 ,PCOX=0)=1--2. 因 此 (Xi,…,X) 的 概率 范 

数 为 如 (1-p)r-z,X=- 》X . 取 户 的 先 验 密度 1(2p), 则 也 的 
i=1 

后 验 密度 为 

疡 ( 旋 [XXX ) 

= 户 ( 轧 ) 太 (1 一 思 和 号 o)arl - 忆 ) dp,0 委 入 1 

此 分 布 的 均值 为 

方太 (PK Xe)dz 

一 上 oar9dl _ 六 "rdp 咱 CO)zrl 力 )”zdp 

0 0 

(2.12) 

六 就 是 六 在 先 验 分 布 P() 之 下 的 贝 叶 斯 估计 . 
如 何 选择 六 ()? 中叶 斯 本 人 曾 提出 “同等 无 知 ” 的 原则 , 即 

事先 认为 请 取 [0,1] 内 一 切 值 都 有 同等 可 能 ,就 是 说 取 [0,1] 内 均 
匀 分 布 R(0,1) 作 为 户 的 先 验 分 布 .这 时 站 (p) =1 当 0 巡 p<1, 而 
(2.12) 中 的 两 个 积分 都 可 以 用 8 函数 表 出 ( 见 第 二 章 (4.22) 式 )， 
由 此 得 

方 =B(XK+222-X+1)《M8CX+12 -X+1) (2.13) 
根据 8 函数 与 函数 的 关系 式 (4.25) ,以 及 当 有 为 自然 数 时 

FA)=(R 一 1)1 ,由 (2.13) 不 难得 到 

方 = (X+1)A +2) (2.14) 
这 个 佑 计 与 频率 X/z 有 些 差别 , 当 ”很 大 时 不 显著 ,而 在 ”很 小 
时 趴 为 显著 .从 一 个 角度 看 , 当 2 相当 小 时 ,用 贝 叶 斯 估计 (2.14) 
比 用 XAz 更 合理 .因为 当 ?2 很 小 时 ,试验 结果 可 能 出 现 X=0 或 
X=72 的 情况 .这 时 , 依 Xxn 应 把 户 估 计 为 0 或 1, 这 就 太极 端 了 

《我们 不 能 仅 根 据 在 少数 几 次 试验 中 4 会 不 出 现 或 全 出 现 , 就 判 
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定 它 为 不 可 能 或 必然 ). 若 按 (2.14) , 则 在 这 两 种 情况 下 分 别 给 出 

估计 值 1Mz+2) 和 (2 +1t)2a+2). 这 就 留 有 一 定 的 余地 . 

这 个 “同等 无 知 的 原则 ,又 称 贝 叶 斯 原则 ,被 广泛 用 到 一 些 其 

他 的 情况 .不 过 随 着 所 估计 的 参数 的 范围 和 性 质 的 不 同 ,该 原则 的 

具体 表现 形式 也 不 同 .例如 ,为 估计 正 态 分 布 N(w,c2) 中 的 w，, 同 

等 无 知 原则 给 出 一 个 广义 先 验 密 度 上 (wp ) 三 1. 若 估计 , 则 应 取 

Ac)=c (>0). 若 估计 指数 分 布 中 的 , 则 取 疡 ()= 1 和 -1(0A 
>0). 这 些 都 是 广义 先 验 密度 .其 所 以 这 样 做 的 理由 ,不 能 在 此 处 

细 谈 了 . 

这 个 原则 也 受到 一 些 批评 ,其 中 最 有 力 的 批评 是 其 不 确定 性 . 

理由 是 : 拿 本 例 的 户 来 说 , 若 对 疡 同等 无 知 , 则 对 思 2?( 或 3 ，j4 

等 ) 也 应 是 同等 无 知 ,因而 也 可 以 把 2 的 密度 函数 取 为 尺 (0 ,1) 
的 密度 .这 时 不 难 算出 训 的 密度 将 为 疡 ( 放 ) =28( 当 0 委 p 雪 1, 其 
外 为 0) ,与 本 例 所 给 不 一 致 .另外 ,不 言 而 喻 ,同等 无 知 的 原则 是 
一 个 在 确实 没有 什么 信息 时 ,不 得 已 而 采用 的 办 法 .在 实际 问题 
中 ,有 时 是 存在 更 确实 的 信息 的 ,如 本 段 开 始 讲 到 的 那个 估计 废品 
率 的 情况 .又 如 ,估计 一 个 基本 上 均匀 的 铜板 在 投掷 时 出 现 正 面 的 
概率 请. 我们 有 理由 事先 肯定 如 离 1]2 不 远 . 这 时 ,可 考虑 取 一 个 
适当 的 数 s>0, 而 把 名 的 先 验 分 布 取 为 [12 -ee,12+e] 内 的 均 
义 分 布 .这 肯定 比 用 同等 无 知 的 原则 效果 要 好 ,尤其 是 在 试验 次 数 
7 不 大 时 . 

例 2.14 设 Xi,…，,X, 是 自 正 态 总 体 N(6,1) 中 抽出 的 样 
本 .为 估计 9 ,给 出 9 的 先 验 分 布 为 正 态 分 布 N(w ,ac2)(w，c2 当然 
都 已 知 ). 求 0 的 贝 叶 斯 估计 .在 本 例 中 有 

A(0)= (Vio) ep| - 二 (9 -oo 

xz,09)= (V 玩 ) exp| - 本 (zx 一 9)2 |. 

故 按 公式 (2.11) 知 ,9 的 后 验 密 度 为 

Ah(OIXI…,X，) 三 exp| - (6 一 A) 一 方 >) (X 一 5]/) 

(2.15) 
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其 中 了 工 是 一 个 与 0 无 关 而 只 与 Away,Xi,…，X 有 关 的 数 . 简单 的 

代数 计算 表明 

-二 090 27 
(2.16) 

其 中 

L = (2X+AHAa2)Aa +1《o2) (2.17) 

六 一 1X(a +1vo2) (2.18) 

而 / 与 6 无 关 . 以 (2.16) 代 入 (2.15) ,得 

Ah(O1XI…,X,) = Tiexp| - 5 加 站 ?| 

这 里 = je 与 6 无 关 . 石 不 必 直 接 算 ,因为 , 关 (0| Xi,X) 作 

为 0 的 函数 是 一 个 概率 密度 函数 , 它 必 须 满足 条 件 

| A(OIXI，X)dg = 1 

这 就 决定 了 mm = (V2f7) .因此 ,6 的 后 验 分 布 就 是 正 态 分 布 

Nt,72), 其 均值 上 就 是 6 的 贝 叶 斯 估计 6: 
六 刀 去 1《c 

《1717 (2.19) 

把 6 写成 (2.19) 的 形状 很 有 意思 . 设想 两 个 极端 情况 : 一 个 是 
只 有 样本 信息 而 毫 无 先 验 信息 ,这 就 是 我 们 以 前 讨论 的 情况 ,这 时 
用 样本 均值 X 去 估计 6. 另 一 个 是 只 有 先 验 信 息 N(w,c2) 而 没有 
样本 . 这 时 ,我 们 只 好 用 先 验 分 布 的 均值 wk 作为 6 的 估计 . 由 
(2.19) 式 看 出 : 当 两 种 信息 都 存在 时 ,9 的 估计 为 二 者 的 折衷 . 它 
是 上 述 两 个 极端 情况 下 的 估计 广 和 ww 的 加 权 平 均 , 权 之 比 为 mi:17 

和. 这 个 比值 很 合理 :” 为 样本 数目 ,” 愈 大 ,样本 信息 愈 多 , 闵 的 
权 就 该 更 大 .对 / 而 言 ,其 重要 性 则 要 看 c2 的 大 小 . cz 愈 大 ,表示 
先 验 信息 愈 不 肯定 (6 在 /w 周围 的 散布 很 大 ). 反 之 ,az 很 小 时 , 仅 
根据 先 验 信息 ,已 有 很 大 把 握 肯定 9 在 w 附近 不 远 处 .因此 ,yw 的 
权 应 与 成 反比 .公式 (2.19) 恰 好 体现 了 上 述 分 析 . 
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目前 在 国际 统计 界 及 应 用 统计 工作 者 中 , 贝 叶 斯 学 派 已 有 很 

大 影响 .其 原因 在 于 它 确实 有 一 些 别 的 方法 所 不 具备 的 优点 .这 些 

在 今后 我 们 还 将 看 到 .在 我 国 , 贝 叶 斯 方法 也 开始 受到 重视 并 得 到 

一 些 应 用 .对 把 数理 统计 学 方法 作为 一 种 工具 的 应 用 工作 者 来 说 ， 
对 这 个 学 涛 的 方法 有 必要 有 一 乍 的 了 解 . 

4.3 点 估计 的 优良 性 准则 

从 前 节 的 例子 中 我 们 累累 看 到 :同一 个 参数 往往 有 不 止 一 种 
看 来 都 合理 的 佑 计 法 .因此 ,自然 会 提出 其 优 劣 比较 的 问题 . 

初 一 看 觉得 这 个 问题 很 容易 回答 : 设 6, 和 6， 两 个 估计 量 都 
用 于 估计 0, 则 看 哪 一 个 的 误差 小 ,就 娜 一 个 为 优 .但 是 ,由 于 6 本 
身 未 知 ,就 不 知道 估计 误差 有 多 大 ,这 还 不 是 最 主要 的 .主要 问题 

在 于 :0)， 0 之 值 都 与 样本 有 关 . 一 般 情 况 是 ; 对 某 些 样本 ,6) 的 

误差 小 于 b2 的 误差 ,而 对 另 一 些 样 本 则 反之 . 一 个 从 整体 上 看 不 

好 的 估计 ,在 个 别 场合 下 可 能 表现 很 好 .反之 ,一 个 很 不 错 的 估计 ， 
由 于 抽 到 了 不 易 出 现 的 样本 ,其 表现 也 可 以 很 差 . 如 例 1.2 估计 学 
生 学 习 成 绩 (以 其 考分 衡量 ) 的 问题 ,大 家 都 会 同意 :如 抽出 100 个 
学 生 ,以 其 平均 成 绩 作为 估计 值 , 比 以 抽出 的 第 一 个 学 生 的 成 绩 作 
为 佑 计 值 要 好 .但 也 可 以 发 生 这 种 情况 :所 抽 第 一 个 学 生 的 成 绩 很 
接近 于 全 校 总 平均 ,而 100 个 学 生 的 平均 成 绩 反而 与 这 个 总 平均 
有 较 大 差距 . 

由 此 可 见 ,在 考虑 估计 量 的 优 劣 时 ,必须 从 某 种 整体 性 能 去 衡 
量 它 ,而 不 能 看 它 在 个 别 样 本 之 下 的 表现 如 何 . 这 里 所 谓 “ 整 体 性 
能 ,有 两 种 意义 :一 是 指 估计 量 的 某 种 特性 ,具有 这 种 特性 就 是 好 
的 ,否则 就 是 不 好 的 .如 下 文 要 讲 的 “无 偏 性 ", 即 属于 此 类 . 二 是 指 
某 种 具体 的 数量 性 指标 . 两 个 估计 量 ,指标 小 者 为 优 . 如 下 文 讲 到 
的 均 方 误差 , 即 属于 此 类 .应 当 注 意 的 是 :这 种 比较 ,归根 到 底 ， 
也 还 是 相对 性 的 .具有 某 种 特性 的 估计 是 否 一 定 就 好 ? 这 在 一 定 
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程度 上 要 看 问题 的 具体 情况 ,不 是 绝对 的 .下 文 在 讲述 无 偏 佑 计时 

还 会 涉及 这 一 点 ,作为 比较 准则 的 数量 性 指标 ,也 可 以 有 很 多 种 . 

很 有 可 能 :在 甲 指标 之 下 51 优 于 02 ,而 在 乙 指标 下 则 反之 . 

我 们 这 样 说 , 当然 不 是 认为 优良 性 准则 和 估 计 量 的 优 劣 比较 

毫 无 意义 .相反 ,这 些 很 有 意义 , 且 是 参数 估计 这 个 分 支 学 科研 究 

的 中 心 问题 .我 们 是 想 提醒 读者 ,不 要 把 这 些 准 则 绝对 化 了 .每 种 

准则 在 某 种 情况 下 都 有 其 局 限 性 . 

4.3.1 估计 量 的 无 偏 性 

设 某 统 计 总 体 的 分 布 包含 未 知 参 数 01 信和 1 X， 是 

从 该 总 体 中 抽出 的 样本 ,要 倍 计 g(0 4).g 为 一 已 知 函 数 . 

设 &CXi…,X) 是 一 个 佑 计量 .如 果 对 任何 可 能 的 (0 ，… ,2 ) 都 

有 

Epo ,0 [人 (XXX)] 一 8(C0 0) (3.1) 

则 称 & 是 g(0,…，,4) 的 一 个 无 偏 估计 量 .记号 Ee …,e 是 指 : 求 其 
望 值 时 ,是 在 各 样本 Xi X， 的 分 布 中 的 参数 为 6 ,…，6k 时 去 
做 的 . 比如 ,我 说 Xi,X; 是 取 自 正 态 总 体 N(6,1) 的 样本 ,让 计算 
和 Xi+X2 的 期 望 值 .这 要 看 参数 值 0 等 于 多 少 :0=1 时 ,期 望 值 

为 2;0=2.5 时 ,期 望 值 为 5. 标 出 妨 , 就 明白 显示 是 在 哪个 0 值 
之 下 去 算 期 望 值 ,也 表示 0 值 可 以 流动 .这 在 定义 3.1 式 中 尤其 有 
意义 . 因为 在 参数 估计 问题 中 ,我 们 并 不 知 参数 的 真 值 , 它 能 在 一 
定 范围 内 流动 . 如 废品 率 请 ,可 在 [0,1] 内 流动 . 当 比 较 两 个 佑 计量 
时 ,需要 对 种 种 可 能 的 参数 值 去 比较 . 故 在 Fe ,…,。 这 个 记号 中 强 
凋 指出 (9 ,…,6) 以 及 其 可 以 流动 ,是 重要 的 .在 不 致 引起 混淆 
时 ,我 们 也 可 以 简写 为 已. 

估计 量 的 无 偏 性 有 两 个 含义 .第 一 个 含义 是 没有 系统 性 的 偏 
差 ,不 论 你 用 什么 样 的 估计 量 & 去 估计 8 ,总 是 时 而 (对 某 些 样本 ) 
偏 低 ,时 而 (对 另 一 些 样本 ) 偏 高 . 无 含 性 表示 ,把 这 些 正 负 偏差 在 

”173 。



概率 上 平均 起 来 ,其 值 为 0. 比如 用 一 把 秤 去 秤 东西 ,误差 来 源 有 

二 :一 是 秤 本 身 结 构 制 作 上 的 问题 ,使 它 在 秤 东西 时 , 倾 问 于 给 出 

偏 高 或 偶 低 之 值 ,这 属于 系统 误差 . 另 一 种 是 操作 上 和 其 他 随机 性 

原因 ,使 秤 出 的 结果 有 误差 ,这 属于 随机 误差 .在 此 ,无 偏 性 的 要 求 

相应 于 秤 没有 系统 误差 ,但 随机 误差 总 是 存在 .因此 ,无 偏 估计 不 

等 于 在 任何 时 候 都 给 出 正确 无 误 的 估计 . 

男 一 个 信义 是 由 定义 (3.1) 结 合 大 数 定理 ( 见 第 三 章 定理 

4.1) 引 伸 出 来 的 .设想 每 天 把 这 个 估计 量 读 (Xi,…,X, ) 用 一 次 ， 
第 天 的 样本 记 为 &E(X 包 和 XO) =1,2，…，N,…: 则 按 大 数 

定理 , 当 N 一 oo 时 ,各 次 估计 值 的 平均 , 即 > 襄 (X 们 ，…， 
XD)ZN, 依 概率 收 剑 到 被 估计 的 值 5(9; ,…,8). 所 以 , 若 估计 
量 有 无 偏 性 , 则 在 大 量 次 数 使 用 取 平均 时 ,能 以 接近 于 100% 的 把 
所 无限 逼近 被 估计 的 量 .如 果 没 有 无 偏 性 , 则 无 论 使 用 多 少 次 ,其 
平均 也 会 与 真 值 保持 一 定 距离 一 一 这 距离 就 是 系统 误差， 

由 此 可 见 , 估 计量 的 无 偏 性 是 一 种 优良 的 性 质 . 但 是 ,在 一 个 
具体 的 问题 中 ,无 偏 性 的 实际 价值 如 何 , 还 必须 结合 这 问题 的 具体 
情况 去 考察 .如 在 秤 东西 那个 例 中 , 若 你 经 常 去 这 家 商店 买 东西 而 
该 店 用 的 秤 是 无 系统 误差 的 .这 等 于 说 , 店 里 在 释 上 显示 的 重量 ， 
是 你 所 买 的 东西 的 真实 重量 的 无 偏 估 计 , 则 尽管 在 具体 某 一 次 购 
天 中 店 里 可 能 少 给 或 多 给 了 你 一 些 , 从 长 期 平均 看 ,无 偏 性 保证 了 
双方 都 不 吃亏 .在 此 ,无 偏 性 有 很 现实 的 意义 . 

现在 设想 另 一 种 情况 :工厂 每 周 进 原料 一 批 .在 投入 使 用 前 ， 
由 实验 室 对 原料 中 某 些 成 分 含量 的 百分率 训 作 一 估计 ,根据 估计 

值 放 采取 相 应 的 工艺 调整 措施 .无 论 比 真正 的 p 偏 高 或 偏 低 ,都 

会 有 损 于 产品 质量 .在 此 ,即使 包 是 祖 的 无 偏 估计 ,在 长 期 使 用 中 ， 

佑 计 的 正 负 偏差 的 效应 并 不 能 抵消 .这 样 坟 的 无 偏 性 就 不 见得 很 
有 实用 意义 了 . 

例 3.1 设 Xi,，,X, 是 从 某 总 体 中 抽出 的 样本 , 则 样本 均 
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值 X 是 总 体 分 布 均值 0 的 无 偏 估计 . 

这 是 因为 , 按 定义 ,每 个 样本 Xi; 的 分 布 ,与 总 体 分 布 一 样 , 因 

此 其 均值 瑟 (X;) 就 是 0 ,而 

开 (X) = > ,ECX)Ar = 7OAL = 8 
;21 

据 此 可 知 : 在 正 态 总 体 N(wp,o) 中 用 X 人 估计/ ,在 指数 分 布 总 体 中 

用 X 估 计 1A ,在 二 项 分 布 总 体 中 用 X7ZN 估计 , 以 及 在 波 哇 松 分 

布 总 体 中 用 X 人 估计， 等 ,都 是 无 偏 估计 . 

例 3.2 由 (1.1) 式 定义 的 样本 方差 S ,是 总 体 分 布 方差 

的 无 偏 估计 . 

为 证 明 这 一 点 ,以 a 记 总 体 分 布 均值 :下 (X)=< .也 有 

E(X)=a, 把 XI--X 写 为 (X -aa)-(X-a), 有 

> COx -又 72 = > [(x -a)-(X=-a) 

=- Oo2-2X-aoO-arn(R-a 

注意 到 >)(X; - a) = mn( 又 - o), 有 

> (X -XI)2 = >\(X， --a) 一 (CCX 一 ay) 
= ;= 

因 ao = 下 (XI;)= 开 (X), 有 

有 (Xi 一 a)=Var(X) = 二 17 

E(X -ah)2 = Var(X) = YYVar(X )]2 = 102]12 = 02]1z 
1=1 

于 是 得 到 

E(S-) = 一 5E( > (X 一 X)) = 一 (2 -7 oa) = 
1=1 和 

这 就 说 明了 S 是 ce 的 无 偏 估计 . 

这 就 解释 了 为 什么 要 在 样本 二 阶 中 心 矩 mw -= YX - 
;=1 
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XJ)Aoa 的 基础 上 , 把 分 母 ” 修正 为 -1 以 得 到 S. 这 与 以 前 讲 

过 的 一 点 也 相合 :在 第 二 章 的 附录 如 中 我 们 曾 讲 到 > (X; - 一 X) 

的 自由 度 为 2 -1. 这 正好 是 正确 的 除数 ,这 件 事 不 是 一 个 巧合 . 

在 这 里 我 们 还 可 以 对 “自由 度 " 这 个 概念 赋予 另 一 种 解释 :一 

共有 ?2 个 样本 ,有 2 个 自由 度 .用 S 估计 方差 o ,自由 度 本 应 为 

72. 但 总 体 均 值 < 也 未 知 ,用 X 去 估计 之 ,用 掉 了 一 个 自由 度 , 故 只 

剩 下 2 -1 个 目 由 度 . 

如 果 总 体 均 值 < 已 知 , 则 不 用 S? 而 用 > (x - a)2]m 去 估 

计 总 体 方差 c( 在 a 未 知 时 不 能 用 ). 这 是 c2 的 无 偏 估计 ,分 母 为 
7 不 用 改 为 2 一 1. 因 为 此 处 2 个 自由 度 全 保留 下 了 (ea 已 知 ,不 用 

估计 ,没有 用 去 自由 度 ). 

例 3.3 由 上 例 易 推 知 :用 S 去 估计 总 体 分 布 的 标准 差 c( 方 

差 c“ 的 正平 方 根 ) ,不 是 无 偏 估计 .事实 上 , 据 第 三 章 (2.2) 式 及 上 

例 的 结果 ,有 

o= 开 (S) = Var(S)+ (ES) 

由 于 方差 总 非 负 :Var(S)0, 有 cc 二 开 (S). 因 而 下 (S) 受 cc 即 如 

用 S 去 估计 c ,总 是 系统 地 偏 低 . 在 一 些 情况 下 ,可 以 通过 简单 的 

调整 达到 无 偏 伯 计 .办 法 是 把 S 乘 上 一 个 大 于 1 的 .与 样本 大 小 
7 有 关 的 因子 c, ,得 c,S. 适 当选 择 c, 可 以 使 严 (c,S)= ciE(S)= 

56. 对 正 态 分 布 总 体 N(A,ca2) 而 言 ,不 难 证 明 ( 习 题 21) 

。 -= -2 了 IT (2 号 (3.2) 

由 开 (S)c 看 出 :在 例 2.3 中 给 出 的 均匀 分 布 尺 (9 ,6 ) 中 01， 

02 的 佑 计量 (2.2) ,即使 把 mm 改 成 $ ,也 是 有 偏 的 (61 偏 高 ,6， 
偏 低 ) .可 以 证 明 ( 习 题 22) :能 找到 常数 c, ,使 X- c,S 和 X + c,S 
分 别 是 6 ,0: 的 无 偏 估计 ,但 c, 的 具体 数值 不 易 定 出 来 . 

例 3.4 我 们 已 经 知道 : 矩 估计 不 必 是 无 偏 的 , 极 大 似 然 估计 
也 如 此 .事实 上 ,在 例 2.7 中 ,我 们 已 求 出 : 正 态 总 体 NCn,c2) 的 
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方差 oa” 的 极 大 似 然 估计 ,就 是 样本 二 阶 中 心 矩 mm ,而 我 们 已 知 后 

者 不 是 无 偏 的 .再 看 一 个 例子 : 例 2.9 中 我 们 找 出 均匀 分 布 尺 (0， 

2) 中 6 的 极 大 似 然 估计 是 9”= max(X1,…，,X,). 不 用 计算 即 知 

和 偏 低 . 因为 ,每 个 样本 X; 都 在 (0,9) 内 , 故 其 最 大 值 , 即 6” ,也 

在 这 个 区 间 内 .下 面 通过 计算 Eo(6”) 证 明 这 一 点 ,并 找 出 调整 因 

子 c, ,此 例 对 下 面 还 有 用 . 

先 算 0 ”的 分 布 函数 G(z ,0). 因 为 0C9 "<b0, 有 

Clz;0) =0, 当 zz 委 0;G(z,9) = 1, 当 工 之 0 

奉 0<z<0, 则 为 了 事件 1- 委 zz 发生, 必须 | 入 z ,|X 委 
zj 这 守 个 事件 同时 发 生 . 由 于 各 样本 独立 , 且 都 有 均匀 分 布 R(0， 
0), 有 PLX<z)=>z/0, 因 而 

GCCZ,9) 一 (z《O)7 

对 求 导数 ,得 到 b” 的 概率 密度 函数 为 
SCz9) = 12xn1[b, 当 0<x<0; 此 外 为 0 (3.3) 

由 此 得 到 
六 C 

Bi ) = jzg(z,b)dz = ozdzvt =   7 +T2 (3.4) 
32 

看 出 以 0" 估计 9 系统 偏 低 , 目 对 二 0* 为 6 的 无 偏 估计 ， 

4.3.2 最 小 方差 无 偏 估计 

一 个 参数 往往 有 不 止 一 个 无 偏 估计 ,从 这 些 众多 的 无 偏 估计 
中 ,我 们 想 挑 出 那个 最 优 的 .这 牵涉 到 两 个 问题 :一 是 为 优良 性 制 
定 一 个 准则 ,二 是 在 已 定 的 准则 之 下 ,如何 去 找到 最 优 者 . 这 涉及 
较 深 的 理论 问题 ,许多 内 容 都 超出 本 课程 范围 之 外 ,这 里 我 们 只 能 
作 一 个 很 初步 的 介绍 . 

1. 均 方 误差 , 设 Xi,……,X, 是 从 某 一 带 参 数 9 的 总 体 中 抽出 

的 样本 ,要 估计 0. 若 我 们 采用 估计 量 6 = 6(Xi,…,X,), 则 其 误 

差 为 6(Xi,，…,X,)- 6. 这 误差 随 样本 Xi,…,X, 的 具体 值 而 定 ， 
也 是 随机 的 ,因而 其 本 身 无 法 取 为 优良 性 指标 .我 们 把 它 平 方 以 消 
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除 符号 ,得 (6(Xi…X,) - 0)2, 然 后 取 它 的 均值 , 即 取 

Mi (6) = 蔬 16(CX pp X) -0 (3.5】 

作为 6 的 误差 大 小 从 整体 角度 的 一 个 衡量 . 这 个 量 愈 小 ,就 表示 6 

的 误差 平均 讲 比较 小 ,因而 也 就 愈 优 . Mi (0) 就 称 为 估计 量 0 的 

“ 均 方 误差 ”( 误 差 平 方 的 平均 ) .不 言 而 喻 , 均 方 误差 小 并 不 能 保证 

6 在 每 次 使 用 时 一 定 给 出 小 的 误差 . 它 有 时 也 可 以 有 较 大 的 误差 ， 

但 这 种 情况 出 现 的 机 会 较 少 . 

用 均 方 误差 的 观点 就 容易 回答 前 面 提 到 过 的 一 个 问题 :用 
100 个 学 生 的 平均 成 绩 作为 全 校 学 生平 均 成 绩 的 估计 , 比 用 抽出 
的 第 一 个 学 生 的 成 绩 去 估计 好 .事实 上 ,这 两 个 估计 分 别 是 X= 

(XI+ … 二 Xioo)Z100 和 Xi 总体 分 布 为 正 态 N(w,c2).X 和 XI 

的 均 方 误差 分 别 为 

已 (X 一 Ai = co27[100,E(OXI 一 0) = oo 

故 XIi 的 均 方 误差 是 X 的 100 倍 . 

均 方 误差 并 不 是 唯一 可 供 选 择 的 准则 .例如 ,平均 绝对 误差 

FEo|10(X…X)-6|, 以 及 其 他 许多 别 的 准则 ,看 来 都 很 合理 且 

在 某 些 场合 下 还 确 有 其 优点 ,但 是 ,由 于 平方 这 个 函数 在 数学 上 最 
易 处 理 , 使 这 个 准则 成 为 一 切 准则 中 应 用 和 研究 得 最 多 的 . 

按 第 三 章 (2.2) 式 ,有 

Mr(0) = Vare(6) + [BE(5) 一 2] (3.6) 

即 均 方 误差 由 两 部 分 构成 :一 部 分 是 Vary(6) , 即 6 的 方差 ,表示 6 

自身 变异 的 程度 , 另 一 部 分 中 ,Eo(6) -6 表示 6 这 个 估计 量 的 系 

统 偏差 .如 果 6 为 6 的 无 偏 估 计 , 则 第 二 项 为 0, 而 这 时 有 

M7(9) = Varo(O ) (3.7) 

2. 最 小 方差 无 偏 估计 .从 前 面 的 讨论 看 到 : 若 局 限于 无 篇 估 

计 的 范围 , 且 采 用 均 方 误差 的 准则 , 则 两 个 无 偏 估计 6; 和 602 的 比 

较 ,归结 为 其 方差 的 比较 :方差 小 者 为 优 . 
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例 3.5 设 Xi,…，,X,， 是 从 均匀 分 布 总 体 尺 (0,9) 中 抽出 的 

样本 .在 例 3.4 中 已 指出 过 0 的 两 个 无 偏 估 计 : 6 =2 X,02= 

了 max(X1，… ,X,). 有 (参看 第 三 章 , 例 2.5)   

Var(5) = 4Var (又 ) = 全 Varo(X1) = 4 耳 02 - 人 

为 计算 0 的 方差 , 仍 以 0 记 max(X1，…，X，). 按 0 的 密度 函数 

《3.3) ,得 

               
       

  

Fo(9 ) = = 二 = = 
因此 

Varo( 和 9) = Eo(0) - [BE(9)] = = TO 

而 

Vars( 玉 ) = (号 + 上 Vars(6) = 二 万 

当 ?>1 时 ,总 有 ?2(2+2)>32. 故 除非 和 =1,0， 的 方差 总 比 人 ， 

的 方差 为 小 , 且 这 一 点 不 论 未 知 参 数 0 取 什 么 值 都 对 . 因此 ,在 

方差 小 者 为 优 "这 个 准则 下 ,6 优 于 6 , 当 交 =1 时 ,6 与 9. 重 
性 

如 果 0 是 6 的 一 个 无 偏 估计 , 且 它 的 方差 对 6 的 任何 可 能 取 
的 值 ,都 比 任何 其 他 的 无 偏 估 计 的 方 差 为 小 ,或 至 多 等 于 它 , 则 在 

方差 您 小 愈 好 "这 个 准则 下 ,6 就 是 最 好 的 , 它 称 为 8 的: 最 小 方 
差 无 偏 估 计 ”, 简 记 为 MVU 估计 *. 

定义 3.1 设 6 为 g(0) 之 无 偏 估计 . 若 对 g(6) 的 任何 一 个 无 

偏 估计 6, 都 有 

Vars(6) 秋 Vary(61) 

* MVU 是 "最 小 方差 无 偏 " 的 英语 Minimum Variance Unbiased 的 缩写 . 
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对 9 的 任何 可 能 取 的 值 都 成 立 , 则 称 2 为 g(9) 的 一 个 最 小 方差 无 

偏 估计 (MVU 估计 ). 

从 例 3.5 知 62 的 方差 小 于 061 的 方差 .但 我 们 并 不 能 由 此 就 肯 

定 0 就 是 9 的 MVU 估计 ,因为 也 可 能 还 存在 其 他 的 无 偏 估计 ， 

其 方差 比 02 的 更 小 .那么 ,怎样 去 寻找 MVU 估计 呢 ? 在 数理 统 

计 学 中 给 出 了 一 些 方法 ,我 们 只 能 简略 地 介绍 其 中 的 一 个 . 这 个 方 

法 的 思想 如 下 : 先 研 究 一 下 ,在 gs40) 的 一 切 无 偏 佑 计 中 ,方差 最 小 

能 达到 多 少 呢 ? 如 果 我 们 求 出 了 这 样 一 个 方差 的 下 界 , 则 如 某 个 

估计 6 的 方差 达到 这 个 下 界 , 那 它 必 定 就 是 MVU 估计 . 

3. 求 MVTU 估计 的 一 种 方法 :克拉 美 - 劳 不 等 式 . 

我 们 只 考虑 单 参数 的 情况 . 设 总 体 的 概率 密度 函数 或 概率 天 

数 F(z,2) 只 包含 一 个 参数 , Xi, ……,X, 为 从 该 总 体 中 抽出 的 样 

本 ,要 估计 g5(0). 记 

TO) = | (2 汪 全 ] /wz.9)] ]d (3.8) 
这 里 积分 的 范围 为 x 可 取 的 共 国 | ,对 指数 分 布 总 体 ,0< 工 < 

co ,对 正 态 总 体 则 -- seo<z<co. 如 果 总 体 分 布 是 离散 的 , 则 (3.8) 

改 为 

IO) = 局 ( 妆 2 全 ) eg) (3.9) 

这 里 求 和 > 遍及 总 体 的 全 部 可 能 值 cl,az，…. 为 确定 计 ,我 们 下 

面 就 连续 型 的 情况 去 讨论 . 对 离散 型 的 情况 ,只 须 作 相应 的 修改 ， 
有 如 把 (3.8) 修 改 为 (3.9)， 

克拉 美 - 劳 不 等 式 :在 一 定 的 条 件 下 ,对 (6) 的 任 一 无 偏 估计 
8 一 入 (Xi，…，,X,), 有 

Vary( 襄 ) (g (10)) 六 ACTCO)) (3.10) 

7 是 样本 大 小 . 

这 个 不 等 式 给 出 了 g(9) 的 无 偏 估计 的 方差 的 一 个 下 界 , 即 
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(3.10) 式 右边 .如 果 g 40) 的 某 个 无 偶 估 计 其 方差 正好 达到 了 

(3.10) 右 端 , 则 它 就 是 g40) 的 MVU 估计 ,这 不 等 式 的 成 立 有 一 

定 的 条 件 . 实 际 上 ,在 其 表述 中 ,就 包含 了 要 求 9J(Cz,6)《/3bg 和 

5 (0) 存 在 的 条 件 , 其 他 的 条 件 将 在 下 文 推 导 中 看 出 . 

记 

S= SCXX,0) = >JglogF(X ,9)/a6 
一 上 

二 -= 》， 2 全 /70) 

一 1 

因为 F(z,9) 为 密度 ,有 | F(z ,6)dz = 1 .两 边 对 0 求 导 ,并 假定 
(这 就 是 条 件 之 一 ) 左 边 求 导 可 搬 到 积分 号 内 ,有 

| [和 0) ) 1 -0 

因此 

E|| 2 人,9)] 

_ 上 (97z 9))Azo)dz 

= 妆 生僻 jd dz =0 (3.11) 

于 是 ,由 Xi，…,X。 的 独立 性 ,有 
Varo(S ) = > va (工交 ， :2 )   Jrx,9)] 

-Soc a 
一 可 [2 /Fn FUz,0)dz = zf(O0) 

按 第 三 章 定理 3.1 的 2 ,有 

[Cove(8,S)] 过 Varo(E)Vary(S) = ?TO)Vare(E) 

(3.12) 
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由 (3.11) 有 Eo(S)=0. 按 第 三 章 (3.2) 式 ,有 

Cove( 克 ， S)= 下 (89 ) 

= 小 上 | (zt [2 2 /rrg] 

:Tri 9)、dzli…dz， 

由 乘积 的 导数 公式 可 知 

>， [人 Ka] 下 Fa 

ALzlO) 7Czayp) 
00 

以 此 代 人 上 式 ,并 假定 对 0 求偶 导数 可 移 至 积分 号 外 面 ( 这 又 是 

一 个 条 件 屿 , 则 得 

Cos( 计 ,S) = 忆 | 玫 arm)7Gzb6) Fasb)dzrrdz 
但 上 式 右边 的 积分 就 是 Ee(&), 因 8 为 sg(6) 的 无 偏 估计 ,这 积分 就 

是 g(0). 故 上 式 右 边 为 g (6) ,因而 得 到 Cove( 训 ,S)=8 (9)， 以 

此 代 和 (3.12), 即 得 (3.10). 

不 等 式 (3.10) 是 瑞典 统计 学 家 五 .克拉 美和 印度 统计 学 家 C. 

R. 劳 在 1945 一 1946 年 各 自 独 立 得 出 的 , 故 文献 中 一 般 称 为 克拉 

美 一 劳 不 等 式 : 这 个 不 等 式 在 数理 统计 学 中 有 多 方面 的 应 用 ,此 处 

求 MVU 估计 是 其 中 之 一 . 

顺便 提 一 下 :(3.10) 中 了 00) 这 个 量 的 表达 式 (3.8) ,最 初 是 英 

国 统计 学 家 R.A. 费 歇 尔 在 20 年 代 提 出 的 ,后 人 称 之 为 “ 费 软 尔 

信息 量 ”. 此 量 出 现在 (3.10) 中 ,并非 偶然 的 巧合 .从 (3.10) 我 们 可 

以 对 为 什么 把 [6) 称 为 “信息 量 " 获 得 一 点 直观 的 理解 :T(0) 愈 

大 ,(3.10) 式 中 的 下 界 您 低 , 表 示 g(9) 的 无 偏 估计 更 有 可 能 达到 

较 小 的 方差 一 一 即 更 有 可 能 被 估计 得 更 准确 一 些 .g(0) 是 通过 样 

本 去 个 计 的 ,g(9) 能 估 得 更 准 ,表示 样本 所 含 的 信息 量 傅 大. 一共 

有 ?2 个 样本 ,如 把 总 信息 量 说 成 是 (3.10) 右 边 的 分 母 2T(0) , 则 
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-个 样本 正好 占有 信息 量 了 (26),I(9) 这 个 量 在 数理 统计 学 中 很 重 

要 ,有 多 方面 的 应 用 ,但 大 多 超出 本 课程 的 范围 . 

不 等 式 (3.10) 并 不 直接 给 出 找 MVU 估计 的 方法 . 它 的 使 用 

方式 是 : 先 要 由 直观 或 其 他 途径 找 出 一 个 可 能 是 最 好 的 无 偏 估 计 ， 

然后 计算 其 方差 ,看 是 否 达 到 了 (3.10) 式 右 端的 界限 , 若 达 到 了 ， 

就 是 MVU 估计 .同时 ,还 得 仔细 验证 不 等 式 推导 过 程 中 所 有 的 条 

件 是 否 全 满足 ,这 有 时 是 不 大 容易 的 ,在 以 下 诸 例 中 ,我们 都 略 去 

了 这 步 验证 . 

例 3.6 设 Xi,…，,X， 为 抽 自 正 态 总 体 N(b,c2) 的 样本 ,cc 

己 知 (因而 只 有 一 个 参数 6) ,要 估计 6. 本 例 

Atz,b) = (V3xo) -texp|- ia(z 一 0] 
因而 

co 2 

1(0)= (V55o) 点 (z -bjzemp|- 芭 (zz-9)] dz 

故 按 不 等 式 (3.10) ,6 的 无 偏 估 计 的 方 关 , 不 能 小 于 om. 而 X 是 

6 的 一 个 无 偏 估计 ,方差 正好 是 c2]z , 故 X 就 是 6 的 MVU 估计 . 

虽然 我 们 是 在 o 已 知 的 条 件 下 证 得 X 为 b 的 MVU 估计 ,但 

不 难 推 知 ,这 个 结论 当 co 未 知 时 也 对 .证 明 留 给 读者 (习题 23). 

例 3.7 指数 分 布 的 费 歇 尔 信 息 量 [(Ax ) 为 
oo 2 

了 (1) = | ( 文 -=] Me idz = 1 

故 耕 要 由 大 小 为 半 的 样本 去 估计 总 体 均 值 g()=1A，, 则 按 

(3.10) ,1AA 的 无 偏 估计 的 方差 不 能 小 于 

[g (AD)]ACarC)) 三 10 ) 

而 样本 均值 X 是 1AA 的 一 无 偏 估计 ,方差 正好 为 1/( 2). 故 X 是 

1 的 MVU 估计 . 

例 3.8 回 到 例 3.6. 若 均值 6 已 知 而 要 估计 方差 , 则 不 难 证 
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明 : 2 0) [2 是 co 的 MVU 估计 ,计算 留 给 读者 (在 计算 费 

软 尔 信息 量 时 ， 注意 要 把 .co 作为 一 个 整体 看 .可 以 引进 新 参数 
1 = ca 再 计算 ). 

如 果 0,c- 都 未 知 而 要 估计 co , 则 可 以 证 明 : 样 本 方差 S? 为 
o 的 MVU 估计 ,但 这 个 证 明 已 超出 本 方法 的 范围 之 外 . 

例 3.9 为 估计 均匀 分 布 R0,9) 中 的 参数 06, 在 例 3.5 中 引 

进 过 两 个 无 偏 估计 5 = 2 京 和 6; = max( Xi1,…,X，) ,并 证 明 
了 0， 优 于 0 .事实 上 可 以 证 明 :0， 就 是 0 的 MVU. 但 这 个 结论 不 

能 利用 不 等 式 (3.10) 去 证 明 . 这 是 因为 总 体 的 密度 函数 并 非 6 的 
连续 函数 . 它 有 一 个 间断 点 :0= (注意 :是 把 f(Cz,9) 中 的 z 国 

定 , 作 为 0 的 函数 时 的 间断 点 ) , 故 导 数 aF(z,0)M3g 非 处 处 存在 ， 

证 明 02 为 的 MVU 估计 要 用 另外 的 方法 ,此 处 不 能 讲 了 . 
下 面 举 一 个 离散 型 总 体 的 例子 . 

例 3.10 总 体 分 布 为 二 项 分 布 B(N,b 少 ) ,概率 函数 为 

(zz,) 二 [jea 力 )-z， 并 一 0,1，……,N 

Ne 9) 式 ) 

2 父 人 一 并 玫 访 ) = 2(] 一 EC- 人 ND) [一 )， (1 力 ) 

右边 这 个 和 不 是 别 的 , 正 是 总 体 方差 , 故 这 个 和 等 于 Np(1-- 思 ) 
(第 三 章 例 2.2). 因 此 

TD) = Nb (1 一 访 ) 
按 (3.10),z 的 无 偏 估计 (基于 大 小 为 ”的 样本 ) 的 方差 ,不 能 小 
于 21-z)MnN). 现 XZN 为 之 一 无 偏 估计 ,其 方差 为 

(X 的 方差 )[N2?= 总 体 方差 ziN2) = Np(1 - 站 )MCzND)2 

= 妨 (1 一 已) 人 ZN) 
因此 ,X7ZN 就 是 的 MVU 估计 . 

特别 当 六 =1 时 ,得 出 :用 频率 估计 概率 ”, 是 MVU 估计 .在 
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例 2.13 中 ,我 们 曾 求 出 的 中叶 斯 估计 (2.14) ,并 指出 过 它 与 频 

率 这 个 估计 比 , 可 能 有 某 些 优点 .这 就 看 出 :最 小 方差 无 偏 " 这 个 
准则 也 不 是 绝对 的 . 

例 3.11 仿 例 3.10 可 以 证 明 : 在 波 哇 松 分 布 P(A) 的 总 体 中 

估计 和,X 是 MVU 估计 .证 明 留 给 读者 . 

4.3.3 估计 量 的 相合 性 与 渐 近 正 态 性 

1. 相合 性 .在 第 三 章 中 我 们 曾 证 明 大 数 定理 .这 个 定理 说 : 若 
有 1， 入 >， ”3 X，， … 独 立 同 分 布 ， 其 公共 均值 为 0. 记 X， 一 

>, Xi]z , 则 对 任 给 s>0, 有 

limP(|X, -8>s)=0 (3.13) 

(在 证 明 这 个 定理 时 假定 了 X 的 方差 存在 有 限 . 但 我 们 曾 指 出 : 

方差 存在 的 条 件 并 非 必要 ). 

现在 我 们 可 以 从 估计 的 观点 对 (3.13) 作 一 个 解释 .我 们 把 
Xi,X2,…，,X, 看 作 是 从 某 一 总 体 中 抽出 的 样本 .抽样 的 目的 是 估 
计 该 总 体 的 均值 0. 概率 P(|X, -6 三 se) 是 :“ 当 样本 大 小 为 7 

时 ,样本 均值 X, 这 个 估计 与 真 值 b 的 偏离 达到 se 这 人 么 大 或 更 大 ” 
的 可 能 性 .(3.13) 表 明 : 随 着 ”的 增加 ,这 种 可 能 性 愈 来 愈 小 以 至 

趋 于 0. 这 就 是 说 ,只 要 样本 大 小 区 足够 大 ,用 样本 均值 去 估计 总 

体 均 值 ,其 误差 可 以 任意 小 .在 数理 统计 学 上 ,就 把 X, 称 为 是 6 的 
“相合 估计 ” .字面 的 意思 是 : 随 着 样本 大 小 的 增加 ,被 估计 的 量 与 
估计 量 逐 渐 “ 合 "在 一 起 了 . 

相合 性 的 一 般 定 义 就 是 这 个 例子 的 引伸 : 

定义 3.2 设 总 体 分 布依 赖 于 参数 9 ,6 ,g(61, ,9 ) 是 
0 之 一 给 定 函数 . 设 Xi , X; ,…,X, 为 自 该 总 体 中 抽出 的 
样本 , 工 Xi，…X) 是 g5(0,…，, 2) 的 一 个 估计 量 . 如 果 对 任 给 

e >0 有 

lim Po ,2 了 (XXX ) g(0 ,6 )| 之 e ) = 0 

《3.14) 
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而 且 这 对 (0 ,…,g) 一 切 可 能 取 的 值 都 成 立 , 则 称 (Xi ) 
是 g(91,…，6) 的 一 个 相合 估计 . 

记号 Py ，.。 的 意义 ,表示 概率 是 在 参数 值 为 (9 ,… ,入 ) 时 去 
计算 的 (参看 前 面 关于 记号 BE ,…。 的 说 明 ) .在 讲述 大 数 定理 时 
我 们 曾 引进 过 “ 依 概 率 收 剑 " 的 术语 . 使 用 这 个 术语 ,相合 性 可 简单 
地 描述 为 :如 果 当 样 本 大 小 无 限 增加 时 ,估计 量 依 概率 收敛 于 被 估 
计 的 值 , 则 称 该 估计 量 是 相合 估计 . 

相合 性 是 对 一 个 估计 量 的 最 基本 的 要 求 .如 果 一 个 估计 量 没 
有 相合 性 ,那么 ,无 论 样 本 大 小 多 大 ,我 们 也 不 可 能 把 未 知 参数 估 
计 到 任意 预定 的 精度 .这 种 估计 量 显然 是 不 可 取 的 ， 

如 同样 本 均值 的 相合 性 那样 ,常见 的 矩 估计 量 的 相合 性 ,都 可 
以 基于 大 数 定理 得 到 证 明 . 我 们 再 以 用 二 阶 中 心 矩 ma (7 ) 

- > (X -总 )]r 为 例 . 以 a 和 分别 记 总 体 的 均值 和 方差 ， 
5 三 ] 

注意 到 
Oox-oP= [COG- 雹 )+ (人 -oa)] 

1 二 1 

= > (XI 一 总 )2+7(X 一 ca) 
| 

117(7) 一 二 辣 (x --Q) 一 (XI 一 ch) 

依 大 数 定理 ， > (x - a)2]z 依 概率 收 伍 于 下 (X -ua)2=c2，, 而 

X， 一 a 依 和 概率 收 伍 于 0. 故 maz(2) 依 概率 收敛 于 o, 即 它 是 总 体 

方差 z“ 的 相合 估计 .因为 样本 方差 与 样本 二 阶 中 心 矩 只 相差 一 个 
因 了 于 ”2 一 1) ,而 当 2 一 co 时 这 个 因子 趋 于 1, 知 样本 方差 也 是 
总 体 方差 的 相合 估计 .这 样 可 以 证 明 :前 面 例子 中 的 许多 估计 都 有 
相合 性 . 

极 大 似 然 佑 计 在 很 一 般 的 条 件 下 也 有 相合 性 .其 证 明 比 较 复 
.188



  

杂 ,不 能 在 此 讨论 了 . 

2. 渐 近 正 态 性 .估计 量 是 样本 Xi,…，,X, 的 函数 ,其 确切 分 

布 要 用 第 二 章 2.4 节 的 方法 去 求 .除了 若干 简单 的 情况 以 外 ,这 党 

是 难于 实现 的 . 例如 ,样本 均值 可 算是 最 简单 的 统计 量 , 它 的 分 布 
也 不 易 求 得 . 

可 是 ,正如 在 中 心 极限 定理 中 所 显示 的 , 当 ?很 大 时 ,和 的 分 

布 渐 近 于 正 态 分 布 .理论 上 可 以 证 明 , 这 不 只 是 和 所 独 有 的 ,许多 

形状 复杂 的 统计 量 , 当 样 本 大 小 xz~~ce 时 ,其 分 布 都 渐 近 于 正 态 分 

布 .这 称 为 统计 量 的 “ 渐 近 正 态 性 ”至 于 哪些 统计 量具 有 渐 近 正 态 

性 ,其 确切 形式 如 何 , 这 都 是 很 深 的 理论 问题 ,在 我 们 这 个 课程 的 
范围 内 无 法 细 加 介绍 了 . 

估计 量 的 相合 性 和 渐 近 正 态 性 称 为 佑 计量 的 大 样本 性 质 . 指 

的 是 :这 种 性 质 都 是 对 样本 大 小 zco 来 谈 的 . 对 一 个 固定 的 7， 
相合 性 和 渐 近 正 态 性 都 无 意义 .与 此 相对 ,估计 量 的 无 偏 性 概念 是 

对 固定 的 样本 大 小 来 谈 的 ,不 需要 样本 大 小 趋 于 无 穷 . 这 种 性 质 称 

为 ”小 样本 性 质 .因此 ,大 小 样本 性 质 之 分 不 在 于 样本 的 具体 大 小 
如 何 ,而 在 于 样本 大 小 趋 于 无 穷 与 否 . 

4.4 区 间 估 计 

4.4.1 基本 概念 

如 前 所 述 ,点 估计 是 用 一 个 点 ( 即 一 个 数 ) 去 估计 未 知 参 数 . 顾 

名 思 义 ,区 间 估 计 就 是 用 一 个 区 间 去 估计 未 知 参数 , 即 把 未 知 参数 

值 估 计 在 某 两 界限 之 间 . 例 如 ,估计 一 个 人 的 年 龄 在 30 到 3S 岁 之 

间 ; 估 计 所 需 费 用 在 1000 一 1200 元 之 间 等 等 .区 间 估 计 是 一 种 很 
遂 用 的 估计 形式 ,其 好 处 是 把 可 能 的 误差 用 醒目 的 形式 标 出 来 了 . 

你 估计 费用 需 1000 元 ,我 相信 多 少 会 有 误差 .误差 多 少 ?” 单 从 你 
提出 的 1000 这 个 数字 还 给 不 出 什么 信息 ,你 车 估计 费用 在 800 一 
1200 元 之 间 , 则 人 们 会 相信 你 在 作出 这 估计 时 ,已 把 可 能 出 现 的 
误差 考虑 到 了 ,多 少 给 人 们 以 更 大 的 信任 感 . 
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现今 最 流行 的 一 种 区 间 估 计 理 论 是 原籍 波兰 的 美国 统计 学 家 

本. 奈 曼 在 本 世纪 30 年 代 建 立 起 来 的 .他 的 理论 的 基本 概念 很 简 

单 .为 书写 简单 计 , 我 们 暂 设 总 体 分 布 只 包含 一 个 未 知 参数 0, 且 

要 估计 的 就 是 9 本 身 . 如 果 总 体 分 布 包含 若 于 个 未 知 参 数 01 ，……， 

0 ,而 要 估计 的 是 g(0,…，,9.), 基 本 概念 并 无 不 同 .这 将 在 后 面 

的 例子 中 看 到 . 

设 Xi,…，,X, 是 从 该 总 体 中 抽出 的 样本 .所 谓 .2 的 区 间 估 计 ， 

就 是 满足 条 件 01(X1,…,X) 生 00(X ,XI) 的 两 个 统计 量 ， 

0 为 端点 的 区 间 [61,62]. 一 旦 有 了 样本 Xi,…，,X, ,就 把 0 估计 

在 区 间 [0(Xi,X),0(XI…,X)] 之 内 ,不 难 理解 ,这 里 有 : 
两 个 要 求 : 

1. 9 要 以 很 大 的 可 能 性 落 在 区 间 [0, ,9?] 内 ,也 就 是 说 ,概率 

Pi(OXD IIX) 雪 0 委 6，X)) (4.1) 

要 尽 可 能 大 . 

2. 估计 的 精密 度 要 尽 可 能 高 . 比方 说 ,要 求 区间 的 长 度 2. - 

6 尽 可 能 小 ,或 某 种 能 体现 这 个 要 求 的 其 他 准则 ， 

例如 , 估 一 个 人 的 年 龄 在 某 一 区 间 内 ,例如 [30,35] 内 .我 们 要 
求 这 估计 尽量 可 靠 , 即 该 人 的 年 龄 有 很 大 把 握 确 在 这 区 间 内 , 同 
时 ,也 要 求 区 间 不 能 太 长 :比如 ,估计 一 人 的 年 龄 在 10 一 90 岁 之 
间 ,当然 可 靠 了 ,但 精度 太 差 , 用 处 不 大 . 

但 这 两 个 要 求 是 相互 矛盾 的 .区 间 估 计 理 论 和 方法 的 基本 问 
题 ,莫不 在 于 在 已 有 的 样本 资源 的 限制 下 ,怎样 找 出 更 好 的 估计 方 
法 ,以 尽量 提高 此 二 者 一 一 可 靠 性 和 精度 ,但 终归 有 一 定 的 限度 . 
奈 曼 所 提出 并 为 现今 所 广泛 接受 的 原则 是 : 先 保证 可 靠 度 ,在 这 个 
前 提 下 尽量 使 精度 提高 .为 此 他 引进 了 如 下 的 定义 . 

定义 4.1 给 定 一 个 很 小 的 数 wc >0. 如 果 对 参数 0 的 任何 

值 ,概率 (4.1) 都 等 于 1- c, 则 称 区 间 估 计 [9,,22>] 的 置信 系数 为 
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] 一 w ， 

区 间 估 计 也 和 党 称 为 "置信 区 间 ” .字面 上 的 意思 是 :对 该 区 间 能 

包含 未 知 参 数 0 可 置信 到 何 种 程度 . 

有 时 ,我们 无 法 证 明 概 率 (4.1) 对 一 切 0 都 恰好 等 于 1- ua, 但 

知道 它 不 会 小 于 1- ay, 则 我 们 称 1-a 是 [6) ,0 ] 的 “置信 水 平 ”. 

按 此 ,置信 水 平 不 是 一 个 唯一 的 数 . 因为 , 若 概 率 (4.1) 总 不 小 于 
0.8, 那 它 也 总 不 小 于 0.7,0.6,… 等 .就 是 说 , 若 8 为 置信 水 平 , 则 
小 于 8 的 数 也 是 置信 水 平 ,置信 系数 是 置信 水 平 中 的 最 大 者 .在 

实用 上 ,人们 并 不 总 是 把 这 两 个 本 语 严 加 区 别 , 这 要 看 各 人 的 习 
惯 . 

定义 4.1 中 的 a ,一般 以 取 为 0.05 的 最 多 ,还 有 10.01,0.10， 

以 至 0.001 等 ,也 视 情 况 需 要 而 使 用 . 这 几 个 数字 本 身 并 无 特殊 意 
义 , 主 要 是 这 样 标准 化 了 以 后 对 造 表 方 便 . 

区 间 估计 理论 的 主要 问题 , 按 夺 曼 的 上 述 原则 ,就 是 在 保证 给 
定 的 置信 系数 之 下 ,去 寻找 有 优良 精度 的 区 间 估 计 . 而 这 个 “ 优 
恨 ,也 可 以 有 种 种 准则 .这 方面 现 已 有 了 一 些 结果 ,但 在 本 课程 范 
围 之 内 ,我 们 无 法 去 涉及 这 些 较 深 的 理论 问题 ,我 们 所 能 做 的 ,就 
是 从 直观 出 发 如 何 去 构 造 看 来 是 合理 的 区 间 估 计 . 这 就 是 下 面 两 
段 要 讨论 的 问题 . 

4.4.2 枢 轴 变量 法 

从 一 个 简单 例子 人 手 . 设 Xi ,X， 为 抽 自 正 态 总 体 N(A， 

0) 的 样本 ,已 知 ,要 求 wx 的 区 间 估 计 . 

先 找 一 个 六 的 良好 的 点 估计 .在 此 可 选择 样本 均值 广 . 由 总 
体 为 正 态 易 知 

v( 台 - oo NO (4.2) 
以 且 记 N(0,1) 的 分 布 函 数 . 对 0<B8<1( 一 般 是 8 很 小 ) ,用 方程 

定义 记号 wp. wp 称 为 分 布 N(0,1) 的 “上 8 分 位 点 ”其 意义 是 ; 
”191



N(0,1) 分 布 中 大 于 xs 的 那 部 分 的 概率 ,就 是 8. 图 4.2 中 画 出 的 
是 N(0,1) 的 密度 函数 p(z)= (V 球 ) 1e -72 的 图 形 , 涂 黑 部 分 
标 出 的 面积 为 8. 

上 8 分 位 点 的 概念 可 推广 到 任 
何 分 布下 :满足 条 件 F(us)=1- 8 的 

点 op; 就 是 分 布 函数 下 的 上 B 分 位 
Ai 下 点 .在 数理 统计 学 的 应 用 中 , 除 正 态 
一 7 一 分 布 外 ,* 统 计 三 大 分 布 "的 上 分 位 点 

很 常用 .以 后 ,我 们 分 别 用 z2(B8) ,tb 

图 4.2 (8) 和 已 (8) 记 自由 度 ”的 卡 方 
分 布 , 自 由 度 )” 的 上 分 布 ,以 及 自由 

度 为 (z ,zz ) 的 开 分 布 的 ELB8 分 位 点 ,这 些 都 有 表 可 查 . 
另外 ,读者 还 须 注 意 :在 有 的 著作 中 使 用 “下 分 位 点 ”, 分 布 函 

数 下 的 下 B 分 位 点 是 指 满足 条 件 F(zs) = B 的 点 zs. 上、 下 分 位 
点 之 间 的 换算 不 难 : 分 布下 的 B 下 分 位 点 ,就 是 其 1- 8 上 分 位 
点 . 当 分 布 到 的 密度 函数 三 关于 原点 对 称 ( 即 AL -xz)= F(z)) 时 ， 
玉 的 F、 下 8 分 位 点 上 只 相差 一 个 符号 ,本 书 以 后 只 使 用 上 分 位 点 . 

现在 回 到 w 的 区 间 估 计 问 题 .由 (4.2) 及 ws 的 定义 ,并 注意 
到 G(- 站 =1-@(t), 有 

PL- ua 有 委 va(X-Ap)M 生 wo)=@(wa)-@(-oeo) 

= (1-a2)-a2=1-wa 

此 式 可 改写 为 

P(X -opvV 委 /p 委 X+okpovvz)=1-a 

此 式 指出 

[20，] 二 [X- opvv 误 +opvv] 《4.4) 

可 作为 wx 的 区 间 估 计 , 置 信 系 数 为 1- w. 
由 这 个 例子 悟 出 一 种 找 区 间 估 计 的 一 般 方法 ,可 总 结 为 以 下 

几 条 : 
1 找 一 个 与 要 估计 的 参数 g(9) 有 关 的 统计 量 下 ,一 般 是 其 
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-良好 的 点 估计 (此 例 工 为 X); 

2 设法 找 出 工 和 g(9) 的 某 一 函数 S(T,g(9)) ,其 分 布下 
要 与 0 无 关 ( 在 此 例 中 ,SCT,g(0)) 为 VC(X- AAA)《Mc ,分 布下 就 

是 下 ).S 称 为 " 枢 轴 变量 ”; 

3” 对 任何 常数 ac<20 ,不 等 式 < 委 S(T,g(0)) 委 2 要 能 改写 

为 等 价 的 形式 4A 和 g(0) 委 B,A, 有 B 只 与 T,w<,p 有 关 而 与 9 无 关 ; 
4 ” 取 分 布 顾 的 上 a]2 分 位 点 rp 和 上 (1=- a2) 分 位 点 

1 -2 有 Fo)-FOi ao)=1-w. 因 此 

PUmi-e2 委 SGT,gsC0)) 委 op)=1 一 v 

根据 第 3 条 ,不 等 式 wl_-u.p 委 SG(T,g(0)) 委 wp 可 改写 为 A 云 

SO0) 广 已 的 形式 ,A,B 与 和 有 关 因 而 与 样本 有 关 .[4A, 刀 ] 就 是 g 
《9) 的 一 个 置信 系数 1-a 的 区 间 估 计 . 

现在 举 一 些 例子 来 说 明 这 个 方法 ,这 些 例 子 包 含 了 许多 常用 
的 重要 区 间 估 计 . 

例 4.1 从 正 态 总 体 Nu ,co:) 中 抽样 本 Xi Xi AL 和 oo 

都 未 知 , 求 wp 的 区 间 估 计 . 

A 的 点 估计 仍 取 为 样本 均值 X. 作为 枢 轴 变量 ,再 取 V7(X- 
Ap)《a 已 不 行 .因为 虽然 这 变量 的 分 布 N(0,1) 与 参数 无 关 , 但 因 
未 知 , 条 件 3 已 不 满足 . 现 把 c 改 为 样本 标准 差 S, 则 枢 轴 变量 一 
切 条 件 都 满足 了 ,因为 ( 见 第 二 章 (4.34)) 变 量 Vz(X- w)ZvS 服 
从 目 由 度 为 2 - 工 的 上 分 布 ,与 参数 无 关 . 由 此 出 发 用 4" ,并 注意 / 

分 布 密度 关于 0 对 称 因而 如 -1(1-a2)=-= 忆 -1(a2), 得 的 
区 间 估 计 

[ 广 - St i(a2)AVT + St (avV] (4.5) 
置信 系数 为 1- cx. 它 称 为 “一 样本 上 区 间 估 计 ” 

例如 ,为 估计 一 物件 的 重量 w, 把 它 在 天 平 上 重复 秤 了 S 次 ， 
得 结 末 为 (单位 为 克 ) 

5.52,5.48,5.64,5.51,5.43 
假定 此 天 平 无 系统 误差 且 随 机 误差 服从 正 态 分 布 . 则 总 体 分 布 为 
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N(wsc2z),w 即 未 知 的 重量 ,方差 c” 也 未 知 .算出 

X = (5.$2 + …S.43)7/S = $.$16 
  

并 _ 2 ，... _ 2 S=A/ 5 T[(3.32 -5.516) + 十 05.43 5.516)- ] 

二 了 0.02412 = 0.078 

查 表 , 知 如 (0.025$) =2.776. 以 这 些 数值 代 和 人 人 (4.5), 得 wz 的 置信 

系数 0.95 的 区 间 估 计 为 [$.419,5.613]. 
1$.419,$.613] 是 一 个 具体 的 区 间 ,Aw 是 一 个 虽然 未 知 ， 但 其 

值 确定 的 数 .1$.419,5.613] 这 区 间或 者 包含 ,或 者 不 包含 ,二 者 

只 居 其 一 .说 这 区 间 的 置信 系数 为 0.95, 其 确切 意义 应 当 是 : 它 是 

根据 所 有 的 数据 ,用 一 个 其 置信 系数 为 0.95 的 方法 作出 的 .可 见 

置信 系数 一 词 是 针对 方法 :用 这 方法 作出 的 区 间 估 计 ,平均 100 次 

中 95 次 确 包含 所 要 估计 的 值 .一 旦 算出 具体 区 间 ,就 不 能 再 说 它 

有 9S% 的 机 会 包含 要 估计 的 值 了 . 这 一 点 意义 上 的 理解 必须 分 

清 , 正 如 说 一 个 人 长 于 挑 西 瓜 : 他 挑 的 瓜 , 平 均 100 个 中 有 95 个 好 

的 . 某 天 他 给 你 挑 一 个 ,结果 或 好 或 坏 , 必 居 其 一 ,不 是 9$S% 的 好 . 

但 是 ,考虑 到 他 挑 瓜 的 技术 ,我 对 他 挑 的 比较 放心 ,这 就 是 置信 系 

数 . 

区 间 估 计 (4.5) 叫 做 一 样本 区 间 估 计 .“ 一 样本 ”是 指 这 里 只 

有 一 个 总 体 , 因 而 具有 一 组 样本 ,以 别 于 下 例 . 

例 4.2 设 有 两 个 正 态 总 体 , 其 分 布 分 别 为 N(Hpi,a-) 和 

N(pc) .注意 方 差 相同 . 设 pi ,wa ,ac 都 未 知 . 现 从 这 两 个 总 体 

分 别 抽出 样本 Xi,…，,，X, 和 了 Yi,…,Y， .要 求 Am- Am 的 区 间 佑 

计 . 

记 X 和 Y 分 别 为 X 和 Y 的 样本 均值 ,而 

-Oox- 2 + > (号 一 立 )2]12/ [二 万 二 7 
据 第 二 章 (4.36) 式 , 知 

T =/ (及 -一 ))7AS an 
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的 分 布 不 依赖 于 参数 vi , wa,c2. 它 适 合 于 作为 枢 轴 变 量 的 条 件 ， 
按 4 , 定 出 LI 及 2 的 区 间 估 计 为 

(又 - 立 ) - So wa(a2)A/ 三 二 到， 
7277Z 

过- 习 + So se)V 2 二 | (4.6) 
天 7 了 

置信 系数 为 1- a. 这 个 区 间 称 为 “两 样本 上 上 区间 估计 ”, 是 应 用 上 

常用 的 区 间 估 计 之 一 . 

如 考虑 上 例 , 设 有 另 一 物件 ,其 重量 pw 也 未 知 .在 这 周一 加 

天 平 上 秤 4 次 ,得 结果 为 

5$.45,5.40,5.34,5.51 

把 上 例 中 的 w 记 为 扣 . 因 是 同一 架 天 和 平 ,方差 不 变 . 要 对 两 物件 重 

量 之 差 wl - pa 作 区 间 估 计 . 可 用 (4.6). 算 出 

Y= (3$.45+…+5S.$1) 人 4 = 5.425 

>) (Yi -了 )2= (5.45 -5.425)2 + … 上 (3.51 - 5.425) j= 1 

= 0.01570 
结合 前 例 数 据 ,算出 

X-Y=-0.091,S = v0.02412 上 + 0.015707/V5+4 二 7 

= 0.075 

又 V (zt+7m)[ao 三 V9Z20=0.671. 取 w=0.05, 查 : 分布 表 得 
上 (0.025)=2.365. 把 这 些 都 代 人 (4.6) ,算出 由 - 的 区 交 估 计 
为 L -0.210,0.028] ,置信 系数 0.95. 

在 实际 问题 中 ,两 总 体 方 差 相 等 的 假定 往往 只 是 近似 成 立 . 当 
方差 之 比 接近 工时 ,用 (4.6) 产 生 的 误差 不 大 (这 里 的 “误差 ”一 词 
是 指 实际 的 置信 系数 与 名 义 的 置信 系数 1- ac 有 出 人 ). 如 果 差 别 
较 大 , 则 必须 假定 两 正 态 总 体 分 别 有 方 差 ci 和 地 ,oz 和 co 都 未 

知 . 在 这 样 的 假定 下 求 wa - /2 的 区 间 估计 问题 ,是 数理 统计 学 上 
一 个 著名 的 问题 , 叫 贝 伦 斯 - 费 鞭 尔 问题 . 因为 这 两 位 学 者 分 别 在 
1929 和 1930 年 研究 过 这 个 问题 ,他 们 以 及 后 来 的 研究 者 提出 过 
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- 些 解法 ,但 还 没有 一 个 被 公认 为 是 最 满意 的 . 

例 4.3 ”再 考虑 例 4.1, 但 现在 要 求 作 cz 的 区 间 估 计 . 

据 第 二 章 (4.33), 有 (7 -1)S27《a2 一 Xi -1. 于 是 (7 一 1)S27a2 
适合 枢 轴 变量 的 条 件 . 按 人, 得 co 的 区 间 估 计 为 

[CO -1DS2AX2 ia -1DS2]2 LaZ2)](4.7) 
置信 系数 为 1- c. 类 似 地 , 若 另 有 一 正 态 总 体 N(w,c 纪 及 从 中 抽 

出 的 样本 Zi ,YY 要 作 方 差 比 ct/o 的 区 间 估 计 . 记 S1 和 S4 

分 别 为 X1……,X。， 和 立 ,，…,Yw 的 样本 方差 , 按 第 二 章 (4.3$), 有 

(S3《c3)MCSt《Lci) 一 Fin 
即 1.S5《Si 一 局 1 其 中 =ci/o3. 于 是 得 到 枢 轴 变 量 . 按 
4 ,得 出 比值 4 的 置信 系数 1-xa 的 区 间 估 计 为 

[(SiZS 人 Fi 人 (1 一 a[2),(Si/S3) FT 1i(aA2)] 

(4.8) 
例 4.4 设 Xi,…,X, 为 抽 自 指数 分 布 总 体 的 样本 ,要求 其 

参数 1 的 区 间 估 计 . 

在 第 二 章 2.4.3 小 节 中 曾 证 明 2720 各 一 X2. 故 27AA 斑 可 作为 
枢 轴 变量 .由 4", 得 ) 的 区 间 佑 计 为 

[ X2(1- a]2)《M27 六 ),X 和 (ec2)M27 总 )] (4.9) 
置信 系数 为 1- w. 若 要 求 总 体 均值 1 的 区 间 估 计 , 则 为 

[2 XZLX2n(aZ2),272 各 [X2(1L -wx2)] (4.10) 
从 这 些 例子 可 以 看 出 " 松 轴 变 量 法 "这 名 称 的 由 来 . 拿 本 例 来 

说 ,变量 22X 起 了 一 个 “ 轴 心 ”的 作用 ,把 一 个 变量 ( 即 2 X) 介 
于 茶 两 个 界限 之 间 的 不 等 式 轻 轻 一 转 ,就 成 为 未 知 参数 4 介 于 某 
两 个 界限 之 间 的 不 等 式 . 

对 离散 型 变量 来 说 , 枢 轴 变量 法 不 易 使 用 .不 仅 由 于 满足 条 件 
L 一 4 的 枢 轴 变量 SCT,g(9)) 大 多 不 存在 ,即使 存在 了 ,由 于 其 
分 布下 为 离散 ,对 指定 的 68, 一 般 也 不 一 定 存在 确切 的 上 8 分 位 
点 .对 离散 型 总 体 的 参数 去 找 具 有 所 指定 的 置信 系数 的 区 间 估 计 
方法 ,超出 本 书 范围 之 外 .在 下 一 段 中 ,对 二 项 和 波 哇 松 分 布 参数 
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这 两 个 重要 情况 ,将 给 出 一 种 基于 极限 分 布 的 方法 . 

在 实用 中 ,除了 指定 的 置信 系数 外 ,往往 还 对 于 区 间 估 计 的 长 

度 ,或 其 他 某 种 反映 其 精度 的 量 , 有 一 定 的 要 求 .在 有 些 情况 下 这 
个 问题 比较 好 处 理 . 例 如 , N(w,o) 当 2 已 知 时 ,Aw 的 区 间 估 计 
(4.4) 的 长 为 2ouup2 人 7 .为 要 使 这 个 长 度 不 超过 指定 的 工 >0, 只 

须 取 ?2 为 不 小 于 (2cx pp 人 ) 关 的 最 小 整数 即 可 . 

对 例 4.3 正 态 分 布 方差 或 方差 比 的 估计 ,由 于 方差 本 身 的 意 

义 , 在 实际 问题 中 ,考虑 估计 值 与 它 相 差 多 少 倍 ,往往 比 考 虑 估计 

值 与 其 差 的 绝对 值 更 好 . 这 就 要 求 , 例 如, 区间 (4.7) 的 右 端 不 超过 

左 端的 区 倍 (区 >1)，, 即 

Xi(a2)M21(L -wa]2) 云 二 

在 给 定 了 工 之 后 ,可 以 查 X 分 布 表 , 找 一 个 最 小 的 m 使 上 式 成 立 
即 可 .对 方差 比 的 情况 ,以 及 指数 分 布 参数 和 (或 1 ) 的 情况 ,也 
完全 类 伏地 处 理 . 

对 上 区 间 估 计 , 则 情况 不 同 . 拿 一 样本 夺 区间 估 计 (4.5) 来 说 ， 
其 长 2St 1i(a2)Wa 与 S 有关, 而 S 与 样本 有 关 , 故 无 法 决定 这 

样 一 个 2 它 能 保证 在 任何 情况 下 都 有 2Sz，;(a2)M7 委 . 

1945 年 ,美国 统计 学 家 斯 泰 因 提出 了 一 个 “两 阶段 抽样 的 方法 来 
解决 这 个 问题 : 先 抽出 样本 Xi,…，,X, ,算出 样本 标准 差 S 如 前 . 

根据 S 的 大 小 决定 追加 抽样 的 数目 :S 愈 大 ,追加 抽样 次 数 愈 多 . 

具体 公式 如 下 : 先 引进 记号 [fc ] = 不 超过 au 的 最 大 整数 ,例如 
13.12j=3,[2]j=2 等 ,追加 抽样 次 数 的 公式 为 

0, 若 ，[4b-i(a2)S2AL21+1 

的 上 -1- [44-1(aZ2)SO] ,其 他 情况 

记 原 有 样本 和 追加 样本 全 体 的 样本 均值 为 X , 则 可 以 证 明 ,长 为 二 
的 区 间 估计 [X- 工 己 ,X+ 工 己 ] 有 置信 系数 1 w 

4.4.3 大 样本 法 

大 样本 法 就 是 利用 极限 分 布 ,主要 是 中 心 极限 定理 ,以 建立 枢 
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轴 变 量 , 它 近似 满足 枢 轴 变 量 的 条 件 2 .最 好 通过 例子 来 说 明 . 

例 4.5 某 事件 4 在 每 次 试验 中 发 生 的 概率 为 如. 作 )” 次 独 
立 试验 ,以 Y, 记 A 发 生 的 次 数 ,要 求 户 的 区 间 估 计 . 

设 2 相当 大 , 则 按 定 理 4.3, 近 似 地 有 (YY -- 7 力 )[w zzp(1 一 轧 ) 

一 N(0,1). 于 是 (YY, -zzp)XvVzazp(=-b) 一 NO0,1) 可 取 为 枢 轴 变 

量 . 由 

PP( -zzp 近 (0(Y, 一 ))/VAO0T 力 云 xuo2)sz1 一 wa 

(4.11) 

可 改写 为 

P(A 过 pp 二 B)、1-a (4.12) 

其 中 A, 虽 是 二 次 方程 

(7 一 ?2) [ap bp)) = 
的 两 个 根 , 即 

  

  

4 取 负 号 ,已 取 正 号 ,多 = YA]7z 

因为 (4.11) 和 (4.12) 只 是 近似 的 , 故 区 间 估 计 [A,B] 的 置信 
系数 ,也 只 是 近似 地 等 于 1- vc. 当 ?7 较 大 ,例如 230 时 ,相去 不 

远 , 实 际 上 ,2 太 小 时 , 找 的 区 间 估 计 意 义 不 大 .因为 这 种 区 间 

者 失 之 过 长 ,实际 意义 不 大 .这 可 由 下 面 的 分 析 看 出 :由 于 0 委 3 云 

1, 记 (1 一 方 ) 的 最 大 值 可 为 14. 这 时 ,区 间 [4A,B] 之 长 ,在 把 六 (1 

- 方 ) 改 为 1M4 后 ,为 za . 取 w=0.05, 有 凡 =1.96， 
右 要 求 这 区 间 之 长 不 超过 0.3( 这 是 一 个 很 低 的 要 求 ) ,必须 1.96/ 

V7+(1.96) 委 0.3. 算 出 7 至 少 应 为 39. 可 以 看 出 :在 试验 次 数 
2 低 于 40 时 , 求 之 的 区 间 估 计 没 有 多 大 实用 意义 . 

例 4.6 设 Xi,…,X，, 为 抽 自 有 波 畦 松 分 布 P(A) 的 总 体 的 
样本 , 求 的 区 间 估 计 . 
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记 Y,=XiI+…+X 设 ?2 相当 大 ,注意 到 波 哇 松 分 布 的 均 

值 方差 都 是 4 ,由 第 三 章 定理 4.2, 知 (Y, - zi)/V 需 近似 地 有 分 
布 N(0,1). 仿 前 例 的 做 法 , 即 得 到 1 的 区 间 估 计 [A,B]j,A,B 为 

二 次 方程 

( 妈 一 AD) = 7Azx2D 

的 两 根 , 即 

A;B=X+apA22) 圭 zipPpV apA4722) 十 XA 

(4.14) 

  

A 取 负 号 , 吾 取 正 号 ,X= Y jz 

例 4.7 设 某 总 体 有 均值 0 ,方差 c.0 和 co2 都 未 知 , 从 这 总 

体 中 抽出 样本 XI1,…,X，, ,要 作 6 的 区 间 估 计 . 

因为 对 总 体 分 布 没 有 作 任 何 假定 ,要 作出 满足 条 件 一 4" 的 

枢 轴 变量 是 不 可 能 的 .但 是 , 若 相当 大 , 则 据 中 心 极限 定理 (第 

三 章 定理 4.2), 有 Vz(X-6)《M~N(0,1). 但 此 处 c 未 知 , 仍 不 
能 以 vz(X-0)ve 作为 枢 轴 变量 .因为 ”相当 大 ,样本 均 方差 S 

是 ca 的 一 个 相合 估计 , 故 可 近似 地 用 S 代 c ,得 

Vza(X-0)XS 一 NO,T) 

由 此 就 不 难得 出 b 的 区 间 估 计 

[X -- Susp/ ,X 十 Srp/v ] 

它 的 置信 系数 , 当 ? 相当 大 时 ,近似 地 为 1- wx. 近似 的 程度 如 何不 

仅 取 决 于 ?7 的 大 小 ,还 要 看 总 体 的 分 布 如 何 . 

例 4.8 考虑 在 例 4.2 中 提出 的 贝 伦 斯 - 费 歇 尔 问题 :Xi， 

…，,X，, 是 从 正 态 总 体 NCw,ci) 中 抽出 的 样本 , Yi ,……,Y， 是 从 正 
态 总 体 N(pa ci) 中 抽出 的 样本 ,要 求 xi - ws 的 区 间 估 计 . 

在 本 例 中 有 

[LOX 一 ) -CAa)]AV GT~ N(0,D 
(4.15) 

这 里 没有 近似 :分 布 是 严格 成 立 的 .但 是 ,由 于 ci,c, 未 知 ,(4.15) 
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并 不 构成 枢 轴 变量 .如 果 ,mm 都 相当 大 , 则 of 和 oz 分 别 可 用 X 

样本 的 样本 方差 St 和 Y 样 本 的 样本 方差 S5 近似 地 代替 之 ,得 

[( 和 -了 ) - (pa)]/AS3 TS2 六 ~ N(0,H) 

(4.16) 

与 (4.1S) 不 同 ,(4.16) 只 是 近似 而 非 严 格 .(4.16) 可 作为 枢 轴 变 

量 ,而 得 出 wi - ma 的 区 间 估 计 . 当然 ,其 置信 系数 只 是 近似 的 . 

例 4.5 一 4.8 所 导出 的 区 间 估 计 , 叫 “大 样本 区 间 估 计 ”. 一 般 

如 果 一 个 统计 方法 是 基于 有 关 变 量 的 当 样 本 大 小 2 很 大 时 的 极 

限 分 布 , 则 称 这 一 统计 方法 为 "大 样本 方法 ”. 反 之, 若 依据 的 是 有 

关 变 量 的 确切 分 布 , 则 称 为 “小 样本 方法 ”如 例 4.1- 一 4.4 导出 的 

区 间 估 计 就 是 小 样本 区 间 估 计 . 这 不 在 于 ”多 大 多 小 :在 例 4.1 一 

4.4 中 ,即使 样本 大 小 2 = 10”, 仍 是 小 样本 方法 .对 例 4.5 而 言 ， 

因 使 用 的 是 极限 分 布 ,即使 2 = 40, 仍 算是 大 样本 方法 ,不 言 而 喻 ， 

大 样本 方法 只 有 在 样本 大 小 较 大 时 才 宜 于 使 用 . 

4.4.4 置信 界 

在 实际 问题 中 ,有 时 我 们 只 对 参数 0 的 一 端的 界限 感 兴趣 . 

例如 ,6 是 在 一 种 物质 中 某 种 杂质 的 百分率 , 则 我 们 可 能 只 关心 其 

上 界 , 即 要 求 找到 这 样 一 个 统计 量 9 ,使 16 委 21 的 概率 很 大 . 6 就 称 

为 0 的 置信 上 界 (或 上 限 ). 又 如 ,6 是 某 种 材料 的 强度 , 则 我 们 可 

能 只 关心 其 下 界 , 即 要 求 找 到 这 样 一 个 统计 量 2 ,使 10 兰 01 的 概率 

很 大 .2 就 称 为 0 的 置信 下 界 ( 或 下 限 ). 下 面 给 出 正式 的 定义 ,为 行 

文 简单 ,就 以 一 个 参数 6 的 情况 为 例 . 

定义 4.2 设 Xi,…,X, 是 从 某 一 总 体 中 抽出 的 样本 ,总体 

分 布 包含 未 知 参数 0,0=0(X…,X) 和 0=0(X,…,X ) 都 是 

统计 量 ( 它 们 与 6 无 关 ) , 则 

1. 若 对 6 的 一 切 可 取 的 值 有 

Pi(6OCXIX) 二 0)=1-a (4.17) 
则 称 6 为 6 的 一 个 置信 系数 为 1- a 的 置信 上 男 ; 
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2. 若 对 4 的 一 切 可 取 的 值 有 
Pi(OUXIX)s0)=1-a (4.18) 

则 称 6 为 的 一 个 置信 系数 为 1- a 的 置信 下 界 . 
把 (4.17) 与 (4.18) 与 区 间 估 计 的 置信 系数 定义 去 比较 ,看 出 : 

和 曾 信 上 、 下 界 无 非 是 一 种 特殊 的 置信 区 间 ,其 一 端 为 ce 或 - co . 因 
此 ,前面 用 于 求 区 间 估 计 的 方法 ,都 很 容易 平行 地 移 至 此 处 . 例如 ， 

找 N(Hp, oz) 的 均值 wx 的 置信 下 界 ,假定 c2 已 知 ,以 
vi( 广 -wx)/e 为 枢 轴 变量 ,其 分 布 为 N(0,1). 有 

P(V(X-Ap/c 委 we)=1-v 

此 式 可 改写 为 
P( 三 Xu 7)=1-a (4.19) 

把 (4.19) 与 (4.18) 比 较 , 即 知 X- wu/ 为 六 的 一 个 置信 下 界 ， 
置信 系数 为 1- a. 将 这 个 方法 用 于 以 前 讨论 过 的 诸 例 ,得 出 一 些 
署 信 上 .下 界 的 结果 ,例如 (记号 均 见 有 关 各 例 ); 

1. 例 4.1 ww 的 置信 上 下界 分 别 为 ( 正 号 为 上 界 ) 
X+ St il(a)/ 

2. 例 4.2 Ai 一 As 的 置信 上 、 下 界 分 别 为 ( 正 号 为 上 界 ) 

(X 一 Y) 圭 Sirm 2(a) 灾 一 于 
7 

3. 例 4.3 2 的 置信 上 界 为 (2 -1)S27Xa-1(1-a), 下 界 为 
(7 一 1)S27X2 -1(u) 

以 上 置信 系数 都 是 1 - c ,其余 各 例 都 与 此 类 似 ,我 们 注意 到 
-点 :在 置信 区 间 中 的 < 在 这 里 都 被 c 取代 . 这 是 由 于 区 间 估 

计 是 双 侧 的 . 共 为 w 的 概率 由 两 边 均 分 ,各 占 w/2. 而 置信 界 则 是 
单 侧 的 . 

4.4.5 贝 叶 斯 法 

用 贝 叶 斯 法 处 理 统计 问题 的 基本 思想 ,已 在 4.2 节 4.2.4 中 
前 述 过 了 .用 它 来 处 理 区 间 估 计 问 题 ,概念 上 和 做 法 上 都 很 简单 : 
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沿用 4.2 节 4.2.4 中 的 记号 .在 有 了 先 验 分 布 密度 (2) 和 样本 

Xi ,…,X, 后 ,算出 后 验 密 度 A(0| Xi ，…,X,) .再 找 两 个 数 0 ,6， 

都 与 Xi ,…,X 有关, 使 

5 elXx)dg=1-a (4.20) 

区 间 [01 ,22>] 的 意思 是 :在 所 得 后 验 分 布 之 下 ,6 落 在 这 区 间 内 的 

概率 为 1- c. 因 此 ,[b1 ,062] 可 作为 9 的 一 区 间 估 计 , 其 后 验 信 度 
为 1-a. 后 验 是 指 “ 有 了 样本 以 后 "的 意思 .因此 ,所 谓 “ 后 验 信 
度 为 1-w， 可 以 解释 为 :在 已 有 了 样本 以 后 ,我 对 区 间 

[6 ,52 ] 能 包含 未 知 参 数 6 的 相信 程度 为 1- w. 这 与 奈 曼 理论 中 
的 置信 系数 的 含义 相似 ,但 理论 观念 上 有 别 .因为 这 里 整个 架构 根 
本 不 同 . 

如 果 要 找 贝 叶 斯 上 下 界 , 则 只 须 把 (4.20) 分 别 改 为 

| Re)dg = Ta( 上 界 ) (4.21) 

| ex 46 = 1 - vc( 下 界 ) (4.221 

对 (4.20) 而 言 还 有 一 个 问题 :满足 条 件 (4.20) 的 61,6, 很 多 ,如 何 

决定 一 对 ? 一 般 是 以 使 - 62 最 小 为 原则 *( 也 可 以 是 使 5276i 
最 小 ,这 要 看 参数 的 性 质 与 实际 问题 中 的 要 求 如 何 而 定 ). 下 面 将 
通过 例子 解释 这 一 点 . 

例 4.9 考虑 例 2.14. 在 该 例 中 所 规定 的 先 验 分 布 之 下 , 找 6 

* 另 一 种 可 取 的 方法 是 找 6 , ,9 ，, 使 

5 _ 
| PC XI,X)dag = w2， |: ANNAX dg = 7 加 
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的 区 间 佑 计 . 

在 该 例 中 已 找 出 0 的 后 验 分 布 为 Ni, 六) 六 分 别 由 
(2.17),(2.18) 决 定 , 这 个 密度 函数 在 夺 点 处 达到 最 大 值 , 然 后 在 

两 边 对 称 地 下 降 . 由 此 易 见 ,如 要 找 5, 和 6 满足 (4.20) 式 , 它 只 

有 在 6 ,56; =t+c 时 才能 使 6。- 6， 最 小 .由 正 态 分 布 即 知 ,c 必须 
取 为 Wisp .于 是 得 出 贝 叶 斯 区 间 估 计 

[一 Mpaepst 二 We 

其 后 验 信 度 为 1- w. 
例 4.10 “考虑 例 2.13. 在 此 已 求 出 当 取 尽 (0,1) 为 先 验 分 布 

时 ,的 后 验 密度 为 

六 ( 记 | XXX ) 

=z(1-b)nY7MBCXT+T1 -XXX+1);0 委 妆 1(4.23) 

要 找 方 1; ,六 > ,使 

人 or- prxdppCX+La-X+D=1-a 
力 

并 使 ?2 一 1 最 小 ,问题 就 麻烦 些 .(4.23) 
的 图 形 大 致 如 图 4.3. 它 在 点 户 =Xvz 处 
达到 最 大 ,然后 往 两 边 下 降 . 故 只 有 图 中 
c,d 那 种 对 子 , 才 能 使 C- < 最 小 . 方法     
是 : 先 在 Xzz 左边 取 定 一 个 值 c .由 方程 oO cxmd 1 也 

c(1 C)z 人 一 6 一 态 )? 

以 户 为 未 知 量 , 解 出 户 = 了 .从 图 4.3 看 国 4.3 
出 ,q 必 大 于 XAz .计算 积分 

区 

| ax- errxapCX+ELn -X+)=A 

若 A>1-a, 表 示 c 取得 太 小 .车 4A<1-v, 则 表示 <c 取得 太 
大 .经 过 几 次 调整 后 即 可 找到 足够 接近 的 近似 值 . 

与 奈 曼 的 理论 相 比 ,我 们 看 出 ,这 里 求 区 间 估 计 的 过 程 容易 多 
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了 .固然 ,在 寻找 适合 (4.20) 的 h 和 6 时 ,往往 计算 很 繁 ,但 并 无 

原则 困难 ,用 计算 机 也 很 容易 实现 .但 用 奈 曼 的 方法 , 则 涉及 到 克 

烦 的 分 布 问题 .如 例 4.1 一 4.4 这 几 个 例 , 就 基于 有 关 的 统计 量 服 

从 上 分 布 , 卡 方 和 下 分 布 等 .这 不 是 常 有 的 情况 ,而 只 是 少见 的 几 

个 特例 (幸好 这 几 个 特例 在 实用 中 用 得 很 多 ). 往 往 由 于 分 布 问题 

无 法 解决 ,而 只 好 求助 于 大 样本 理论 .实用 上 往往 样本 不 很 大 ,使 

我 们 对 由 此 而 产生 的 误差 ( 即 实际 的 置信 系数 与 名 义 的 置信 系数 
的 距离 ) 不 甚 了 然 . 贝 叶 斯 方法 不 存在 这 些 问题 . 当然 , 贝 叶 斯 方法 
有 其 自身 的 问题 , 即 先 验 分 布 如 何 定 , 这 一 点 我 们 在 前 面 已 提 过 
了 . 

习题 

1. 设 Xi，…,X, 是 抽 自 负 一 项 分 布 的 样本 , 求 /的 矩 估计 与 极 大 似 然 
估计 

2. (a) 设 cl,…,a 是 却 个 实数 ,定义 函数 A(a) = 1。 -4 | .证 

明 : 当 < 为 ai,…,a 的 样本 中 位 数 ( 见 4.29) 式 ) 时 ， hk) 达到 最 小 值 (b) 

设 Xi，…，,X， 及 数 荆 。 1. 中 抽出 的 样本 (这 个 分 布 叫 拉 
普 拉 斯 分 布 ) , 求 参 数 6 的 矩 估 计 与 极 大 似 然 估计 . 

3. 设 Xi，…,X， 为 抽 自 均匀 分 布 尺 (9,29) 的 样本 , 求 6 的 矩 估计 与 极 

大 似 然 佑 计 . 

4.《〈a) 证 明 

(ziaya) = (V3ro3) (六 一 azexp| - 5i(z- oj 

一 oo 所 工 妇 co 

作为 zx 的 函数 是 概率 密度 ,其 中 a,o 为 参数 ,- co<a<co,c>0. 

(b) 设 XI，……X， 为 抽 自 此 总 体 的 样本 , 求 <c 和 2 的 矩 估计 . 

(c) 列 出 e,c” 的 极 大 似 然 估 计 所 满足 的 方程 ,并 指出 一 种 琵 代 求解 的 
方法 . 

5. 设 X 为 抽 自 波 蛙 松 分 布 忆 (MA) 的 样本 (样本 大 小 为 1) ,参数 》 有 上 先 验 
密度 RA)=e“( 当 和 >0.p()=0 当 As0). 试 求 的 贝 叶 斯 估计 . 
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6. 设 Xi,…，;,X,， 为 抽 自 指数 分 布 的 样本 .分 布 中 的 参数 和 有 先 验 密 度 

AAA)=)Me 当 )>0,hn()=0 当 人 委 0. 求 1) 的 贝 叶 斯 估计 . 

7.(〈a ) 设 N,z,7a 都 是 自然 数 ,? 科 六 .证 明 组 合 公 式 

( 往 意 :( =0 当 < 

六 (")(> 了 )- (> 0 
nm20N 也 一 基 7 十 1 

(b) 设 X 为 抽 息 超凡 何 分 布 

we 
的 样本 , M 为 未 知 参 数 ,其 先 验 分 布 为 

P(M=A)=I1MN+1D,E=0,1N 
试 利用 (a) 的 结果 证 明 :M 的 贝 叶 斯 估计 为 

M(z)=(N+2)(X+1D)Mna+2)-1 

8. 设 X 为 抽 自 二 项 分 布 B(z,) 的 样本 ,2 已 知 , 户 为 未 知 参数 .证 明 : 

对 任何 常数 cd ,dg>c>0, 可 找到 户 的 先 验 分 布 ( 可 以 为 广义 的 ), 使 的 贝 

叶 斯 估计 为 (X+c)JAaT+ot). 

9. 设 X 为 抽 自 二 项 分 布 B(z,zp) 的 样本 ,2 已 知 ,而 户 为 未 知 参 数 , (a) 

作 户 的 一 个 无 仿 估 计 .(b) 证 明 : 若 g(z) 有 无 偏 估 计 存 在 , 则 g() 必 是 请 
的 不 超过 阶 的 多 项 式 .(c) 反 过 来 ,对 访 的 任 一 不 超过 ” 阶 的 多 项 式 

xp), 它 的 无 偏 估计 必 存 在 . 

10. 设 及 1， 从 为 抽 上 自尽 (0,2) 的 样本 . (ay) 证 明 :0， =max(XI1,…， 

N,) Fmin(Xi，…,X,) 是 6 的 一 个 无 偏 估计 .(b) 证 明 : 对 适当 选择 的 参数 

co0=cumin(Xi，…,X) 是 9 的 无 偏 估计 .但 这 个 估计 的 方差 比 另 外 两 个 

无 俩 估计 人 = 广 和 5 ,= 三 二 Lax( Xi …,X ) 都 大 (除非 = 1 

11. 设 X 为 抽 自 波 哇 松 分 布 忆 (4) 的 样本 . (a) 证 明 :g(A)=e-2 的 唯 

-的 无 偏 估计 6 (X) 为 :61(X)=1 当 X 为 偶数 ,5 (X)= -1 当 太 为 奇数 . 
() 你 认为 (a) 中 的 估计 是 否 合理 ? 如 不 合理 , 试 提 出 一 个 合理 的 估计 . 

12. 设 Xi …，,X 为 抽 自 正 态 总 体 N(a,c:) 的 样本 , 则 已 知 6，= 

工 
刀 一 1 

  

  (CN 一 叉 ) 为 叶 之 一 无 偏 估计 . 证 明 :62 = 三 二 15， 虽 非 oz 的 无 人 
于 十 
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估计 ,但 6 的 均 方 误差 较 小 , 即 :E(0 - o2)2< 下 (0; -co2)2. 本 题 及 11 题 都 

说 明 : 无 偏 估计 不 一 定 是 最 好 的 选择 . 

13. 设 在 12 题 中 v 已 知 .(a) 则 人 = >)(X - a)2 也 是 o2 的 无 全 

估计 . 且 其 方差 小 于 上 题 中 的 估计 bi 的 方差 . (b) “进一步 证 明 ;03 是 cz2 的 
MVU 估计 . 

14. 设 Xi,…,X, 是 从 具 概 率 密度 函数 

__ 交 Frz ,6) = 2VvVOLrexp( 一 0xz)， 工 >0 

0 ， 二 0 

的 总 体 中 抽出 的 样本 证 明 :对 适当 选择 的 常数 CD =- C》)X3 徊 是 116 的 

MVU 估计 . 

15. (a) 若 91 ,6， 都 是 6 的 MVU 估 计 , 则 (9;+9) 习 也 是 .(b) 若 6 

是 9 的 MVU 估计 而 < 夭 0 和 都 是 已 知 常数 , 则 a0+8 是 8+6 的 MVU 

估计 . 

16. 设 Xi ,…，,X, 为 从 鞭 一 个 有 具 均 值 9 而 方 关 有 限 的 总 体 中 抽出 的 样 

本 .证 明 :对 任何 常数 cl ,… ,cv, 只 要 > - = 1 , 则 cx 必 是 6 的 无 偏 估 

计 . 但 是 ,只 有 在 cl =cz =…=cn -1 时 ， 方差 达到 最 小 ( 指 在 上 述 形式 的 

估计 类 中 达到 最 小 .实际 可 以 证 明 :X 在 9 的 一 切 无 偏 估计 类 中 方差 也 达到 

最 小 ). 

17. 设 XI，…X， 为 抽 自 均匀 分 布 尺 (0,9) 中 的 样本 .证 明 : 对 任 给 的 
1-a(0<1-a<1), 可 找到 常数 c ,使 [max(Xi，…， Xcarmax( XI …， 

X,) 为 的 一 个 置信 系数 1-v 的 区 间 估 计 . 

18. 设 XXX 和 了， Yw 分 别 是 抽 自 正 态 总 体 NC0,cf) 和 Nb， 

o3) 的 样本 ,cf 和 c3 都 已 知 . (a) 找 常数 c,d ,使 8 =c<X+dY 为 g 的 无 仿 

估计 .并 使 其 方差 最 小 (在 所 有 形 如 ecX+6Y 的 无 偏 估计 类 中 最 小 ).(b) 

基于 0 ,作出 9 的 置信 系数 为 1- a 的 置信 区 间 。 
19. 设 Xi,…,X, 是 抽 自 具 参 数 A, 的 指数 分 布 的 样本 , Yi ……，,Y,， 是 抽 

自 具 参 数 为 1; 的 指数 分 布 的 样本 , 试 求 MA 的 区 间 估 计 . 

20. 设 Xi,Xs: 为 抽 自 具 密 度 函数 
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ex 

  

人 让- 
/xz 10v<6 

的 总 体 的 样本 .参数 8 的 先 验 密 度 为 
ee.0>0 

A (9) | 
0.09 去 0 

求 了 已 的 员 时 斯 区 间 估 计 . 

21. 证 明 (3.2) 式 . 

22. 设 Xi，…X, 为 抽 自 均匀 分 布 总 体 尺 (9 ,02) 的 样本 .证 明 : 存 在 只 

依 天 环 的 常数 ,使 X- cnS 和 X+cnS 分 别 是 0 和 92 的 无 便 估 计 . 

23. 设 Xi ，…,X， 为 抽 自 正 态 总 体 N(6,c) 的 样本 ,0 和 co 都 未 知 . 证 

骨 :N 仍 为 g 的 MVU 估计 . 
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第 五 章 假设 检验 

5$.1 问题 提 法 和 基本 概念 

sS.1.1 例子 与 问题 提 法 

假设 检验 的 概念 在 第 四 章 4.1 节 中 就 曾 提 到 了 .这 里 我 们 先 

通过 对 几 个 常用 例子 的 分 析 ,总 结 出 假设 检验 问题 提 法 的 形式 . 然 

后 在 这 个 基础 上 ,引进 关于 假设 检验 的 一 些 基 本 概念 . 

例 1.1 在 4.1 节 中 我 们 曾 提 到 一 个 在 元 件 寿 命 服从 指数 分 

布 的 假定 下 ,通过 对 抽出 的 若干 个 元 件 进 行 测 试 所 得 的 数据 ( 样 

本 ) ,去 判定 “元 件 平 均 寿 命 不 小 于 5000 小 时 "是否 成 立 的 问题 . 

我 们 把 与 这 个 问题 有 关 的 事项 ,用 统计 学 的 语言 清楚 列 出 如 

下 : 

1. 我 们 有 一 个 总 体 , 即 所 考察 的 那 一 大 批 元 件 的 寿命 .我 们 

对 总 体 分 布 作 了 一 个 假定 , 即 它 服从 指数 分 布 (第 二 章 (1.20) 式 )， 

该 分 布 包 含 了 一 个 未 知 参 数 1. 

2. 我 们 有 从 该 总 体 中 抽出 的 样本 Xi ,…，,X。( 即 抽出 的 那 ?> 

个 元 件 测 试 出 的 寿命 )， 

3. 我 们 有 一 个 命题 ,其 正确 与 否 完全 取决 于 未 知 参 数 1 之 

值 , 即 "1 AAA$000”. 它 把 参数 1 的 所 有 可 能 取 的 值 0<< co 分 

成 两 部 分 :一 部 分 是 刀 o = | :1 委 17430001 ,一 部 分 是 五 | = 人 :和 > 

17S$0001. 瑟 o 内 的 1 值 使 上 述 命题 成 立 ,而 瑟 ; 内 的 ) 值 则 使 上 述 

命题 不 成 立 . 故 我 们 的 命题 可 记 为 :“， 属于 瑟 ) ?或 用 符号 写 为 “GE 

瑟 )”, 以 至 简 记 为 “五 0”. 

4. 我 们 的 任务 是 利用 所 获得 的 样本 Xi ,…，,X, ,去 判断 命题 
“AE 0 是 否 成 立 . 其 所 以 能 这 么 做 ,当然 是 因为 样本 中 包含 了 总 

体 分 布 的 信息 ,也 就 包含 了 ”“AE 五 0 是否 成 立 的 信息 . 
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在 数理 统计 学 上 ,把 类 似 于 上 述 ”06E 互 0 "这 种 命题 称 为 一 个 

“假设 或 "统计 假设 “假设 "这 个 词 在 此 就 是 一 个 其 正确 与 否 有 

待 通过 样本 去 判断 的 陈述 .不 要 把 它 和 通常 意义 相 混 .例如 在 数学 

上 和 帝 说 “假设 某 困 数 处 处 连续 "之 类 的 话 , 那 是 一 个 所 讨论 的 问题 
中 已 被 承认 的 前 提 或 条 件 , 与 此 处 所 讲 的 完全 不 同 . 

在 数理 统计 学 上 ,通用 "检验 "一 词 来 代替 上 文 的 “判断 ”检验 
一 词 有 动词 名 词 两 种 含义 .动词 含义 是 指 判断 全 过 程 的 操作 ,而 名 
词 的 合 义 是 指 判 断 准 则 . 例如 ,就 本 例 而 言 一 个 看 来 合理 的 判断 准 
则 是 :… 当 XC 时 认为 假设 AE 正确 ,不 然 就 认为 它 不 正确 ” 
《C 是 一 个 适当 的 常数 ,以 后 再 谈 ). 这 就 是 一 个 检验 (和 名词).“ 认 
为 假设 正确 在 统计 上 称 为 接受 该 假设 ;认为 假设 不 正确 ?在 统计 
上 称 为 否定 或 拒绝 该 假设 ,到 此 为 止 统 计 问题 可 以 说 已 完成 了 :至 
于 接受 或 否定 假设 以 后 如 何 办 (如 在 本 例 中 , 若 认为 和 三 1/S000 不 
成 立 ,该 如 何 处 理 )? 这 不 是 我 们 要 考虑 的 事 . 

以 下 几 例 的 解释 都 与 上 述 过 程 完全 平行 . 

例 1.2 有 人 给 我 一 根 金条 ,他 说 其 重量 为 312.5 克 . 我 现在 
拿 到 一 架 精 密 天 平 上 重复 秤 ”次 ,得 出 结果 为 Xi,…,X, .我 假定 
此 天 平 上 秤 出 的 结果 服从 正 态 分 布 N(w,c2)( 这 是 一 个 假定 , 它 
已 筱 藉 认 ,不 是 检验 对 象 ). 这 时 ,我 要 检验 的 假设 为 : “7 = 
312.3 .在 本 例 c 可 以 已 知 或 未 知 .如 果 c 未 知 , 则 总 体 分 布 含 多 
个 参数 ,但 假设 可 以 只 涉及 其 中 一 个 .问题 也 可 以 是 检验 方差 ( 当 

然 ,在 方差 c“ 未 知 时 ): 比 如 ,人 家 告诉 我 这 天 平 的 误差 方差 为 
10(2) ,我 怀疑 它 是 否 如 此 ,这 时 我 可 以 拿 一 个 物件 在 该 天 平 
上 释 2 次 得 Xi …,X, .利用 这 些 数据 去 检验 假设 “c2 = 10-4”. 仍 
假定 总 体 为 正 态 分 布 NCwp,c2z),w 就 是 那个 物件 之 重 , 它 可 以 已 

知 (例如 你 拿 一 个 其 重量 已 经 测定 的 物体 去 秤 ) ,也 可 以 未 知 . 
例 1.3 某 工厂 一 种 产品 的 一 项 质量 指标 假定 服从 正 态 分 布 

NIpic“) .现在 对 其 制造 工艺 作 了 若干 变化 ,人 们 说 结果 质量 起 
了 变化 或 有 了 改进 .我 想 通 过 样本 来 检验 一 下 . 

假定 修改 工艺 后 ,质量 指标 仍 服从 正 态 分 布 , 且 只 均值 可 能 有 
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变 而 方差 不 变 , 即 分 布 为 N(pz ,ca“). 我 把 要 检验 的 假设 定 为 

op = jz| 

或 ( 设 均 值 大 时 ,质量 为 优 ) 

10 :| pz| 

这 要 仔细 解释 一 下 . 

选 0 ,是 针对 “质量 起 了 变化 ”的 说 法 .由 于 你 不 能 凭空 说 wa 

不 等 于 上 ,我 就 先 作 假设 妃 0. 如 果 经 过 检验 万 o 被 否定 了 , 则 我 

承认 质量 起 了 变化 ,不然 就 只 好 仍 维持 万 0. 自然 ,你 可 能 辩驳 说 ， 

为 何不 取 | Ap 天 pa 作为 假设 去 检验 ? 这 不 也 一 样 :你 接受 了 写 ， 

即 为 质量 确 有 变化 ; 若 否 定 了 它 , 则 认为 无 变化 .从 表面 上 看 这 个 

提 法 无 可 非议 ,因为 两 种 提 法 从 实质 上 看 只 是 表述 方式 不 同 .但 有 

甚 不 可 这 样 做 的 理由 ,这 一 点 在 以 后 将 予以 解释 ,现在 还 说 不 清 

楚 . 

选 万 0 是 针对 “质量 有 了 改进 ”的 说 法 ,与 上 文 类 似 . 

本 例 中 c- 可 以 是 已 知 或 未 知 ,在 应 用 上 以 未 知 的 情况 居多 . 

又 “工艺 变化 前 后 质量 方差 一 样 " 是 一 个 多 少 有 点 人 为 的 假定 (一 

般 ,质量 的 改进 也 常 反映 在 其 波动 变 小 上 , 即 方差 会 小 些 ). 如 假定 

前 后 方差 不 一 样 , 则 得 到 贝 伦 - 费 希 尔 检验 问题 ,这 是 数理 统计 学 

上 的 一 个 著名 的 问题 ,其 区 间 估 计 形 式 已 在 前 章 讲 过 了 . 

如 宁 不 认为 质量 的 平均 值 有 多 大 问题 ,而 问题 在 其 方差 上 , 则 

假定 在 工艺 改变 前 后 ,质量 指标 的 分 布 分 别 为 N(Amiy cf) 和 

N(pm ,ai). 这 时 要 检验 的 假设 可 以 是 “cf = co2 或 “ci 委 c 委 . 

例 1.4 甲乙 两 位 棋 手 下 棋 . 共 下 区 局 , 甲 思 胜 2-- 疡 负 

〈 设 无 和 局 ). 根 据 这 一 结果 对 两 位 棋 手 的 技艺 是 否 有 差别 下 一 个 

判 籽 ， 

大 以 户 记 每 局 中 甲 胜 的 概率 , 则 乙 胜 的 概率 为 1- 尹 .假定 每 

局 的 结果 独立 (这 很 接近 事实 ,除非 其 中 一 位 或 两 位 的 心理 素质 

差 ,以 致 已 赛 各 局 的 结果 显著 地 影响 着 他 的 情绪 ). 则 若 以 X 记 在 

2 局 中 甲 胜 的 局 数 ,将 有 X 一 B(z,zp). 我 们 的 问题 可 提 为 :检验 
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假设 “ 关 = 1/27” 

例 1.$S 有 一 颗 供 赌 博 或 其 他 用 途 的 仍 子 ,怀疑 它 是 否 均匀 ， 

要 用 投掷 若干 次 的 结果 去 检验 它 . 若 以 掷 出 点 数 的 概率 分 布 来 表 

示 , 所 要 检验 的 内 容 可 表 为 假设 
0o:pj1=zp= 人 = zb6=106 (1.1) 

这 里 思 是 人 般 子 掷 出 ; 点 的 概率 .这 意味 着 把 人 般 子 的 均匀 性 解释 

为 : 它 掷 出 任何 一 点 的 机 会 都 相同 . 

从 以 上 诸 例 我 们 明确 了 假设 检验 问题 的 提 法 .现在 介绍 假设 

检验 中 几 个 常用 的 名 词 . 

1. 原 假 设 和 对 立 假设 

在 假设 检验 中 ,第 把 一 个 被 检验 的 假设 叫做 原 假 设 ,而 其 对 立 

面 就 叫做 对 立 假 设 .如 在 例 1.1 中 , 原 假设 为 互 0:4 委 1/S000 , 故 

对 立 假 设 为 五 :1 >17S000. 在 例 1.$ 中 , 原 假设 再 为 (1.1) ,而 

对 立 假设 为 互 ; :” pz6 不 完全 相同 ”. 

原 假设 中 的 “ 原 " 字 ,字面 上 可 解释 为 “原本 有 的 ” 如 在 例 
1.2, 你 可 以 说 =312.5 原本 就 不 存在 问题 ,只 因 有 人 怀疑 , 才 提 

出 了 也 存在 4 和 关 312.5 的 可 能 .ww= 312.5 是 “ 原 有 ”的 而 六 汉 
312.5 是 “后 来 的 ”这样 的 解释 也 并 非 处 处 适合 ( 见 下 ) ,的 确 , 对 

这 个 “ 原 " 字 不 必 硬 加 一 种 解释 . 

原 假设 又 常 称 为 " 零 假 设 "或 “ 解 消 假设 天 .这 名 词 的 含义 拿 

例 1.3 中 的 假设 互 o: pi = wa 去 看 最 贴切 .因为 ,wii - ps 反映 工艺 

变化 后 所 产生 的 效应 .你 这 个 假设 5 把 这 个 效应 化 为 零 了 ,或 把 

这 个 效应 " 解 消 " 了 .不 难 理解 :在 有 些 情 况 下 这 个 名 词 也 并 非 很 贴 
切 , 故 也 有 不 少 人 不 高 兴 用 这 和 名称. 

对 立 假 设 就 是 与 原 假设 对 立 的 意思 . 这 个 词 既 可 以 指 全 体 ,也 
可 以 指 一 个 或 一 些 特殊 情 况 ,例如 对 例 1.1, 我 们 说 对 立 假 设 是 
1 >1《S000 ,这 是 指 全 体 . 但 也 可 以 说 4=1.5 是 一 个 对 立 假 设 , 这 
无 非 是 指 1.5 这 个 值 是 对 立 假 设 的 一 个 成 员 . 对 立 假设 也 常 称 为 

* 零 假 设 或 解 消 假设 都 是 从 英语 Null Hypothesis 一 词 而 来 . 
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“ 备 择 假设 ” ,其 含义 是 :在 抛弃 原 假 设 后 可 供 选 择 的 假设 . 

2. 检验 统计 量 .接受 域 ,否定 域 ,临界 域 和 临界 值 

在 检验 一 个 假设 时 所 使 用 的 统计 量 称 为 检验 统计 量 . 拿 例 

1.1 来 说 ,我 们 前 已 提 到 了 一 个 在 直观 上 合理 的 检验 : 当 XC 时 
接受 原 假 设 ,不 然 就 否定 .这 里 几 的 检验 统计 量 是 X. 

使 原 假 设 得 到 接受 的 那些 样本 (Xi,……,X,) 所 在 的 区 域 A， 

称 为 该 检验 的 接受 域 ,而 使 原 假 设 被 否定 的 那些 样本 所 成 的 区 域 
R , 则 称 为 该 检验 的 否定 域 . 否定 域 有 时 也 称 为 拒绝 域 ,临界 域 . 如 

在 例 1.1 中 ,刚才 所 提 到 的 检验 的 接受 域 为 

4 = (XXXIT+ TXTAC 

禁 定 域 为 

民 = | XXXI+ +TX<DCI| 

A 与 民 互 补 , 知 其 -- 即 知 其 二 . 定 一 个 检验 ,等 价 于 指定 其 接受 域 
或 否定 域 . 

在 上 述 检验 中 , C 这 个 值 处 于 一 个 特殊 的 地 位 :X 之 值 一 越 
过 C 这 个 界线 ,结论 就 由 接受 变 为 否定 .这 个 值 C 称 为 检验 统计 
量 X 的 临界 值 . 当心 中 明确 了 用 什么 统计 量 时 ,也 可 以 说 “检验 的 
临界 值 ”例如 ,苦心 中 已 明确 用 统计 量 Xi +…+X , 则 临界 值 为 
2C .也 可 以 有 不 止 一 个 临界 值 . 如 在 例 1.1, 若 要 检验 的 原 假设 改 
为 人 =14000 , 则 一 个 合理 的 检验 法 是 : 当 Ci 委 X 雪 C, 时 , 接 
受 ,不 然 就 和 否定. Cl, C， 是 两 个 适当 选 定 的 常数 ,它们 都 是 临界 
值 . 

3. 简单 假设 和 复合 假设 

不 论 是 原 假 设 还 是 对 立 假设 , 若 其 中 只 含 一 个 参数 值 , 则 称 为 
人 徐 单 假设 ,否则 就 称 复合 假设 . 

如 在 例 1.1 中 , 原 假设 4 委 1A5000 包含 所 有 大 于 0 而 不 超过 
1745000 的 4 值 , 它 是 复合 的 ;对 立 假设 >17S000 也 为 复合 . 再 看 
例 1.2. 若 co 已 知 , 则 原 假设 只 含 参 数 w 的 .一个 值 312.5. 故 是 一 
个 简单 假设 ; 若 c- 未 知 , 则 原 假 设 包含 了 所 有 形 如 

(312.$,c2):c2 任意 
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的 参数 值 , 故 是 复合 的 .这 里 的 要 点 是 :在 决定 -- 个 假设 是 简单 偿 

是 复合 时 ,要 考虑 到 总 体 分 布 中 的 一 切 参数 , 而 不 止 是 直接 出 现在 

假设 中 的 那 部 分 参数 .如 在 本 例 ,c" 虽 则 不 出 现在 假设 中 ,但 因为 

它 是 总 体 分 布 的 未 知 参 数 , 故 仍 要 考虑 进来 .这 种 参数 (如 此 处 的 

六 ) 在 数理 统计 学 上 称 熬 余 参 数 在 区 间 估 计 中 这 个 名 词 也 常 提 

到 ,例如 在 正 态 总 体 N(w,c2) 中 ,wa 都 未 知 ,要 作 w 的 区 间 估 

计 , 这 时 co- 就 是 效 余 参数 . 

s.1.2 功效 函数 

功效 旧 数 是 假设 检验 中 最 重要 的 概念 之 一 .在 以 下 将 看 到 : 同 

一 个 原 假 设 可 以 有 许多 检验 法 ,其 中 自然 有 优 劣 之 分 .这 区 分 的 依 

据 ,就 取决 于 检验 的 功效 函数 . 

例 1.6 ”再 考虑 例 1.1, 并 设 我 们 取 定 了 如 下 的 检验 G: 

G@: 当 XC 时 接受 ,不 然 就 否定 (1.2) 

如 果 我 们 使 用 这 个 检验 , 则 原 假 设 互 o: 委 175000 被 接受 或 和 否定， 

都 是 随机 事件 ,因为 其 发 生 与 否 ,要 看 样本 Xi,……,X, 如 何 ,而 样 

本 是 随机 的 .在 此 , 原 假设 被 否定 的 概率 为 

pe) = POCOX<C) 

P; 的 意义 以 前 解释 过 , 它 是 指 事件 1X< Cf 的 概率 ,是 在 总 体 分 布 

的 参数 值 为 人 时 去 计算 的 .因为 ( 见 第 二 章 例 4.9)24(XI+ … 十 

X,) 一 XY2, 故 如 以 开罗 记 7X3 祁 的 分 布 函数 , 则 有 

Bo) 三 PCXI+ +X KaC) 

= Pi(21(XI + 二 X)<22M2C) 

三 天 (2Az2C ) (1.3) 

其 值 与 有 关 , 且 随 上 升 而 增加 .因为 1 愈 大 ,离开 原 假设 1 去 
1A000 就 愈 远 , 一 个 合理 的 检验 法 就 应 当 用 更 大 的 概率 去 否定 

> 英语 Nuisance Parameter. 也 有 译 为 “多 余 参 数 " 或 “讨厌 参数 "的 ,含有 使 问题 复 

茶 化 的 意味 . 
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它 . 

函数 (1.3) 就 称 为 检验 (1.2) 的 功效 函数 .由 此 ,提出 下 面 一 般 

定义 : 
定义 1.1 设 总 体 分 布 包含 若干 个 未 知 参 数 0 ，…,4. 瑟 o 是 

关于 这 些 参数 的 一 个 原 假 设 , 设 有 了 样本 Xi,…，,X，, 而 丐 是 基于 

这 些 样 本 而 对 五 o 所 作 的 一 个 检验 . 则 称 检验 更 的 功效 函数 为 

Bo(O 0 ) 一 Po …,6《 在 检验 中 之 下 , 瑟 0 被 否定 ) 

(1.4) 

它 是 未 知 参 数 0 的 函数 . 

容易 明白 : 当 某 一 特定 参数 值 ( 外 ,……,6) 使 万 0 成 立时 ,我们 

希望 Bo( 外 ,…,6) 尽 量 小 ( 当 五 成 立时 我 们 不 希望 否定 它 ). 反 

之 , 若 (外 ,…,9) 属 于 对 立 假设 , 则 我 们 希望 6p( 他 ,…, 四 ) 尽 量 

大 ( 当 五 0 不 成 立时 我 们 希望 否定 它 ). 两 个 检验 @,@;( 同 一 个 原 

假设 的 ) 哪 一 个 更 好 地 符合 了 这 个 要 求 , 哪 一 个 就 更 好 . 

由 于 当 (0, ,…，,0.) 属 于 对 立 假设 时 ,我 们 希望 功效 函数 值 Bp 

《9 2) 尽 可 能 大 , 故 在 (0 ，…2) 属 于 对 立 假设 时 , 称 pz(0，， 

2) 为 检验 下 在 (0 ,29) 处 的 “功效 ”这 称呼 只 用 于 对 立 假 

设 处 .因为 , 当 (0,…，,0.) 属 于 原 假设 时 ,Bo(0 ,0 ) 以 小 为 好 ， 

这 时 称 它 为 “功效 “就 不 合 情 理 了 . 

5.1.3 ”两 类 错误 、 检 验 的 水 平 

在 检验 一 个 假设 厅 o 时 ,有 可 能 犯 以 下 两 类 (或 两 种 ) 错 误 之 

一 江 . 万 0 正确 ,但 被 否定 了 ;2. 万 , 不 正确 ,但 被 接受 了 .可 能 犯 
哪 一 类 错误 ,要 视 总 体 分 布 中 有 关 的 参数 值 而 定 .如 在 例 1.1 中 ， 
若 参 数 4 之 值 为 0.0001 , 则 我 们 只 可 能 犯 第 一 种 错误 ,而 当 、) = 

0.1 时 , 则 只 可 能 犯 第 二 种 错误 . 

若 以 四,6 记 总 体 分 布 的 参数 ,Be(0,…,6.) 记 检验 G6 

的 功效 函数 , 则 犯 第 一 、 二 类 错误 的 概率 wje(0, ,0 ) 和 wo 

491, ,90) ,分 别 为 
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BO 2), 当 (OA)E En 

和 一 1 .4 
alo(0i1， ,0 ) | 当 (01……,0)E 万 ) 

0， 当 (01 ,9)EED 

28(000 2) 二 (1.6) 
"22 2 4 

这 里 瑟 | 是 对 立 假设 . 

在 检验 一 个 假设 马 0( 对 立 假设 琅 ) ) 时 ,我 们 希望 犯 两 种 错误 

的 概率 都 尽量 小 .看 表达 式 (1.5) 和 (1.6), 即 得 出 我 们 在 上 段 中 已 

提 到 过 的 结论 , 即 在 选择 一 个 检验 理 时 ,要 使 其 功效 函数 p 在 

二 上 尽量 小 而 在 百 ; 上 尽量 大 .但 这 两 方面 的 要 求 是 矛盾 的 . 正 

好 像 在 区 间 估 计 中 ,你 要 想 增 大 可 靠 性 即 置 信 系 数 , 就 会 使 区 间 长 

度 变 大 而 降低 精度 ,反之 亦 然 .在 区 间 估 计 理 论 中 ,是 用 ”“ 保 一 望 

二 "的 原则 解决 了 这 个 问题 ,即使 置信 系数 达到 指定 值 ,在 这 限制 

之 下 使 区 间 精 度 尽 可 能 大 .在 假设 检验 中 也 是 这 样 办 : 先 保 证 第 一 

类 错误 的 概率 不 超过 某 指 定 值 (ua 通常 较 小 ,最 常用 的 是 c = 

0.05 和 0.01, 有 时 也 用 到 0.001,0.10, 以 至 0.20 等 值 ) ,再 在 这 

限制 下 ,使 第 二 类 错误 概率 尽 可 能 小 . 

定义 1.2 设 下 是 原 假设 达 0 的 一 个 检验 ,po(0 ,6 ) 为 其 

功效 男 数 ,a 为 常数 ,0 委 c 委 1. 如 有 果 

pz 人 (0 8) 二 ac, 对 任何 (0 的 ) GE (1.7) 

则 称 @ 为 0 的 一 个 水 平 a 的 检验 ,或 者 说 ,检验 更 的 水 平 为 a， 

检验 盏 有 水 平 w. 

显然 , 若 w 为 百 的 水 平 而 cl >a, 则 vi 也 是 检验 的 水 平 .这 

样 ,一 检验 的 水 平 并 不 唯一 . 为 克服 这 点 不 方便 之 处 ,通常 只 要 可 

能 ,就 取 最 小 可 能 的 水 平 作 为 检验 的 水 平 . 不 少 著作 中 就 直接 把 

水 平定 义 为 满足 (1.7) 式 的 最 小 的 w. 这 样 做 ,唯一 性 的 问题 解决 

了 ,固然 是 好 ,但 也 有 其 不 便 之 处 , 即 有 时 我 们 只 知道 (1.7) 成 立 ， 

而 无 法 证 明 au 已 达到 最 小 ,这 时 就 不 能 称 a 为 更 的 水 平 , 不 好 如 

何 称呼 .因此 ,我 们 维持 定义 1.2, 但 有 这 样 一 个 默契 :只 要 可 能 ， 

尽量 找 最 小 的 c. 
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以 上 所 说 的 叫做 “固定 (或 限制 ) 第 一 类 错误 概率 的 原则 ,是 

目前 假设 检验 理论 中 一 种 流行 的 做 法 .你 可 以 问 :为 什么 不 男 定 第 

二 类 错误 概率 而 在 这 个 前 提 下 尽量 减 小 第 -- 类 错误 的 概率 ?” 回答 

是 :你 这 么 做 并 非 不 可 以 ,但 是 ,大 家 约定 统一 在 一 个 原 则 下 ,讨论 

问题 比较 方便 些 ,这 还 不 是 主要 理由 .从 实用 的 观点 看 ,确实 ,在 多 

数 假设 检验 问题 中 ,第 一 类 错误 被 认为 更 有 害 , 更 需要 控制 .这 - 

点 将 结合 下 一 节 中 实例 的 讨论 再 作 说 明 . 也 有 些 情况 ,确实 第 一 类 

错误 的 为 害 更 大 ,这 时 有 必要 控制 这 个 概率 , 换 句 话说 ， 控 制 第 一 

类 错误 概率 的 原则 也 并 非 绝对 的 ,可 视 情 况 的 需要 而 变通 之 . 

s.1.4 一 臻 最 优 检验 

定义 1.3 沿用 定义 1.2 的 记号 . 设 及 为 一 个 水 平 c 的 检验 ， 
即 满足 (1.7). 奋 对 任何 其 他 一 个 水 平 a 的 检验 g, 必 有 

BO 0 ) 六 .09) ,对 任何 (0 ,2 ) 和 孢 ， 

(1.8) 

这 里 妃 ! 为 对 立 假设 . 则 称 有 是 假设 检验 问题 互 o: 囊 ! 的 一 个 水 平 
a 的 一 臻 最 优 检验 . 

简单 地 说 ,水 平 a 一 臻 最 优 检 验 ， 

就 是 在 一 切 水 平 a 的 检验 中 ,其 功效 

组 数 在 对 立 假 设 HI 上 处 处 达到 最 大 

者 .或 者 说 ,是 在 一 切 其 第 一 类 错误 概 

率 不 超过 wu 的 检验 中 ,第 二 类 错误 概 

率 处 处 达到 最 小 者 . 难 就 难 在 “处 处 ” 

-一 pe) 这 两 个 字 .… 一致 最 优 “ 中 的 ”一致 ,就 

是 指 这 个 "处 处 "而 言 . 就 拿 两 个 检验 

9 和 5: 的 比较 来 谈 . 为 清楚 计 , 不 

妨 设 原 假设 瑟 0 为 6 委 1 ,对 立 假设 媚 | 为 0>1. 设 @G 和 G, 都 是 
水 平 vc 的 检验 ,其 功效 函数 分 别 如 图 5.1 中 的 实 线 和 虚线 所 示 . 
在 对 立 假设 0, 处 ,pe 大 于 Bo .而 在 0: 处 则 是 Bo 大 于 Bo . 故 在 

  

  

图 S.1i 
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这 两 个 检验 @Gi, @G, 中 ,没有 一 个 在 对 立 假 设 各 点 处 处 优 于 另 一 

个 .由 于 水 平 a 的 检验 非常 多 ,其 中 能 有 一 个 一 臻 最 优 者 ,就 不 是 

常见 的 情况 而 是 较 少 有 的 例外 ,更 确定 地 说 ,只 在 总 体 分 布 只 依赖 

一 个 参数 0 ,而 原 假 设 五 0 是 6 委 00 或 万 0 是 60 的 情形 , 且 对 

总 体 分 布 的 形式 有 一 定 的 限制 时 ,一 臻 最 优 检 验 才 存在 . 其 他 情况 

则 是 稀有 的 例外 .在 下 节 我 们 讨论 一 些 具 体检 验 时 ,将 指明 哪些 是 

一 臻 最 优 检验 .有 的 情况 的 证 明 将 在 本 章 附 录 中 给 出 . 

由 于 一 臻 最 优 的 条 件 太 高 ,在 假设 检验 理论 中 也 引入 了 另 一 
些 优良 准则 .这些 都 超出 了 本 课程 的 范围 之 外 ,不 能 在 此 介绍 了 . 

本 节 所 讲 的 假设 检验 理论 的 基本 概念 ,特别 是 限制 第 一 类 错 
误 概 率 的 原则 及 一 臻 最 优 检验 等 ,是 J 奈 曼 (前 在 区 间 估 计 一 节 
中 已 提 到 ) 和 英国 统计 学 家 下 . S. 皮尔 逊 (K. 皮尔 逊 的 儿子 ) 合 
作 , 自 1928 年 起 开始 引进 的 .基于 这 些 概念 所 发 展 的 假设 检验 理 

论 ,一 般 称 之 为 泰 曼 - 皮 尔 逊 理论 .从 统计 学 的 历史 看 ,最 时 引进 假 
议 检 验 并 对 之 作 了 重要 贡献 的 统计 学 家 ,还 要 算 我 们 以 前 多 次 提 
到 过 的 开 . 皮尔 逊 和 R. A. 费 歇 尔 .皮尔 逊 的 工作 将 在 本 章 5.3 
节 中 介绍 . 

3.2 重要 参数 检验 

本 节 中 我 们 将 讨论 几 个 常用 的 检验 .构造 检验 ,也 有 些 带 一 般 
性 的 方法 .但 这 些 方法 应 用 上 比较 成 功 的 情况 ,很 大 一 部 分 也 就 是 
本 节 要 讲 到 的 几 个 常用 例子 .所 以 ,我 们 不 采取 从 介绍 这 种 一 般 方 
法 出 发 再 回 到 具体 例子 的 讲法 ,而 在 每 一 个 具体 问题 中 , 从 直观 想 
法 出 发 去 构造 看 来 是 合理 的 检验 . 

这 种 直观 方法 是 基于 参数 的 点 估计 . 原则 上 很 简单 :考虑 一 个 
单 参数 的 情形 . 设 被 检验 的 原 假 设 是 Ho:b= 0 ,或 6 过 9, 或 0 
60. 有 了 样本 以 后 , 先 找 bo 的 一 适当 的 点 估计 代 . 如 果 9= 和 成 立 . 
则 了 与 go 相去 不 应 太 远 , 故 直 观 上 看 ,应 当 在 | 工 - 6o| > 某 常数 C 时 ， 
否定 孔 ,而 在 | 工 -b| 迄 C 时 接受 瑟 ( 也 可 以 两 边 不 对 称 , 故 一 般 也 可 
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以 :在 CI 委 T 委 C2 时 接受 万 0 ,不 然 就 否定 有 oo) . 如 果 要 检验 的 原 假 

设 是 b 迄 0 , 则 应 当 在 了 >C 时 和 否定 五 0, 这 看 起 来 很 简单 . 但 问题 

在 于 ,我 们 对 检验 有 一 定 的 水 平 要 求 , 上 述 简 单 处 理 有 时 无 法 满足 

这 一 要 求 ,而 需要 在 上 述 基础 上 作 一 些 修 改 . 这 就 没有 定 规 了 .从 

以 下 实例 的 讨论 中 ,读者 会 能 悟 出 这 里 面 的 问题 所 在 . 

本 他 的 另 一 个 任务 是 通过 这 些 例 子 的 解说 ,加 深 对 上 节 所 述 

一 般 概 念 的 理解 ,并 曾 明 若干 在 前 节 没 有 深入 发 挥 的 论点 . 

5.2.1 正 态 总 体 均值 的 检验 

设 Xi，…X， 是 自 正 态 总 体 N(0,c2) 中 抽出 的 样本 ,我 们 来 
讨论 有 关 均 值 6 的 假设 检验 问题 . 在 应 用 上 常见 到 的 形式 有 (bo 
是 一 给 定 的 数 ): 

1 万 0:000 ,BO0< 0 

2” 万 0:0 雪 50 ,HB1:0>b0 

3 ” 万 0:0=00 ,万 :0 天 00 

五 0 ,五 o 和 互 % 为 原 假设 , 百 ; , 互 1 , 瑟 ) 为 对 立 假设 .以 后 都 按 这 次 

序 : 原 假 设 在 前 . 

分 两 种 情况 讨论 

1 . 方差 o 已 知 时 

先 考虑 检验 问题 二 .以 X 记 样 本 均值 ,X 是 0 的 估计 . 故 交 

愈 大 ,直观 上 看 与 原 假设 启 0 愈 符 合 . 反 之 ,X 愈 小 , 则 与 对 立 假设 
互 ! 愈 符合 .由 此 得 出 一 个 直观 上 合理 的 检验 6 是 

G: 当 XC 时 接受 原 假设 妃 ,,X< C 时 否定 妞 ，(2.1) 
要 定 出 常数 C ,使 检验 有 给 定 水 平 e ,为 此 要 考虑 6 的 功效 函数 

po40). 按 定义 (1.1), 有 

名 (0) =PI(CX < C) 

=Po(CVvna(X-6bM<vnaCC-b)Mo) 
当 总 体 有 正 态 分 布 N(0,o2) 时 ,Va(X-6)ve 服从 标准 正 态 分 布 
N(C0,1). 以 更 记 其 分 布 函 数 ,有 
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po(00) = BOVCC -0vc) (2.2) 

当 6 增 加 时 ,vvz(GC-0)M 下降 , 故 ip(0) 也 下 降 , 这 样 一 来 ,要 

使 as(9) 委 (a 当 0 害 04 时 ) 只 要 po(0o) = au 即 可 . 按 记 号 x。 的 定 

义 ( 见 第 四 章 (4.3) 式 ), 应 取 C 满足 VC(C-60)M=oi-s= 一 种 ， 
由 此 得 

C = 0 一 oz VD (2.3) 

(2.1) 和 (2.3) 结 合 决定 了 检验 盏 .以 C 代入 (2.2) ,得 到 更 的 功 
效 函 数 为 

po(0) = @(Va (6 -0)Mz 一 mx) (2.4) 
当 0< 6 即 属 于 对 立 假设 万 | 时 ,8(0) 愈 大 愈 好 . 怎样 才能 

使 Be(2) 大 昵 ? 从 公式 (2.4) 分 析 , 并 牢记 分 布 函数 是 非 降 的 , 易 
得 出 以 下 几 条 结论 : 

(a)0 愈 小 , 85(0) 愈 大 . 直观 的 解释 是 :6 愈 小 , 则 离 原 假 设 
5 愈 远 , 愈 易 和 原 假 设 分 辨 开 , 即 犯错 误 ( 第 二 类 ) 的 概率 应 愈 

小 ,因而 pp(0) 应 愈 大 . 当 9<b 但 6 接近 0 时 ,8o(0)=u. 由 于 

a 一 般 是 很 小 的 数 ,这 时 犯 第 二 类 错误 的 概率 1- Bo(9)=:1-a 
很 接近 1 . 

(b) 对 固定 的 6< bo,c 愈 大 ,Bo(0) 愈 小 .直观 的 解释 是 :co 愈 
大 ,表示 误差 的 方差 愈 大 .9 与 bo 的 差别 被 “淹没 "在 误差 中 ,不 易 
被 检 出 ,因而 犯错 误 的 概率 就 大 了 .正如 一 杆 秤 误差 愈 大 , 愈 不 易 
分 别 出 两 件 其 重量 略 有 不 同 的 物件 就 轻 就 重 .反之 ,6 愈 小 ,po(0) 

愈 大 ,表示 9 与 go 的 差别 愈 易 检 出 . 

(c)a 愈 大 , 则 ws 愈 小 ,而 65(9) 就 愈 大 . 直观 上 的 解释 是 :wa 
愈 大 ,表示 能 容许 的 第 一 类 错误 概率 增 大 ,这 时 ,作为 补偿 ,第 二 类 
错误 的 概率 应 有 所 降低 , 即 Be(6) 应 增加 .这 里 明白 看 出 两 种 错误 
概率 的 矛盾 关系 . 

如 果 我 们 提出 要 求 ;“ 犯 第 二 种 错误 的 概率 要 小 于 指定 的 6> 
0”, 该 怎么 办 ? 这 等 于 要 求 

po(0) 志 1-8,0< gb (2.5) 
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但 是 , 当 9<b 但 0 接近 加 时 ,po(0)sa, 而 因为 c,p8 都 很 小 ,一 

般 有 ac<1-8. 这 就 看 出 :要 求 (2.5) 无 法 达到 .我 们 只 能 放松 一 
点 ,要 求 对 某 个 指定 的 6,< 60, 有 

po(0) 三 1-8, 当 0 过 0 (2.6) 
因为 &(6) 随 9 增加 而 下 降 (图 5.2)， 

人 0， (2.6) 等 价 于 要 求 
po(0)1-8 (2.7) 

4 个 按 (2.4) ,此 即 
一       

9 0 0 2 BCvVn(-0) 人 -wo) 三 1- 

或 者 说 v 2 (go - 9- za 关 wp, 即 
1 疡 02( os 十 xz [OO (2.8) 

就 是 说 ,样本 大 小 至 少 应 达到 (2.8) 右 边 那么 大 .例如 , 若 c2 = |， 

a=B8B=0.0$,00-0i=0.5, 则 

2 之 (1.96 +1.96)2[(0.$) = 61.4656,72 之 62 

即 样本 大 小 至 少 为 62. (2.6) 式 中 91 的 选择 ,当然 要 看 实际 需要 

而 定 . 它 表示 ,只 有 对 01 及 比 0 更 小 的 值 来 说 ,否定 “090" 才 是 

要 紧 的 ,(2.8) 式 中 了 与 co- 成 正比 , 即 当 方差 c: 愈 大 时 ,为 达到 一 

定 的 分 辩 率 (在 此 可 以 用 | bo- 51| 来 刻画 ) ,所 需要 的 样本 数 也 愈 
多 . 

对 检验 问题 2 ,仿照 上 述 讨论 ,容易 得 出 基于 检验 统计 量 己 

的 检验 是 

囊 : 当 X 执 b0+ ov 时 接受 万 1:0 去 0， 

不 然 就 否定 五 0 (2.9) 

疼 5$.2 

此 检验 的 水 平 为 c ,功效 函数 为 

8a(9) =T -GOvVna 人 (gb-0)Mtz) (2.10) 

者 选 定 9 >b0， 而 要 求 Be(0) 关 1-8 当 90) , 则 得 最 小 所 需 样 
本 大 小 革 仍 由 (2.8) 式 决定 . 

如 果 样 本 (Xi,，…, X,) 使 得 
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0 一 ae AV 7 志和 委 0+or LV (2.11) 

则 按 检验 问题 的 提 法 ,应 接受 :0 三 0 ,而 按 2 的 提 法 , 则 应 ， 
接受 Ho:6< 委 0. 从 常理 看 这 有 矛盾. 其实, 这 反映 了 统计 推断 的 

一 种 特点 , 它 不 是 按 那 种 " 非 此 即 彼 的 逻辑 .这 类 现象 我 们 以 前 就 

磁 到 过 了 : 作 一 个 参数 9 的 点 估计 , 据 同 一 组 样本 你 可 以 作出 若 

干 不 同 的 估计 , 讲 起 来 都 有 其 合理 性 ; 作 区 间 估 计时 ,不 仅 用 不 同 

的 枢 轴 变 量 可 导出 不 同 的 估计 ,即使 用 同一 枢 轴 变 量 ,界限 可 以 有 

不 同 选 择 ,置信 系数 可 以 有 高 低 , 都 可 导致 不 同 的 区 间 , 这 些 我 们 

都 不 认为 有 矛盾 .此 处 亦 然 ,关键 在 于 原 假 设 的 选 定 并 非 任意 ,而 
要 看 问题 中 提 法 上 的 "倾向 性 ”此 语 可 通过 下 面 的 实例 来 解释 . 

假定 某 工 三 生产 的 一 种 产品 ,其 质量 指标 服从 正 态 分 布 
NO,c), 且 假定 co 已 知 .9 为 平均 质量 指标 . 设 0 愈 大 ,质量 愈 

好 ,而 bo 为 达到 优 级 的 界限 . 某 商 店 经 常 从 该 厂 进货 ,商店 提出 的 

条 件 是 按 批 验 收 , 只 有 通过 原 假 设 0 这 b 的 检验 的 批 才 被 接受 .于 

是 有 两 种 情况 : 

(1) 从 过 去 较 长 一 段 时 期 的 记录 ,商店 相信 该 厂 产 品质 量 总 
的 说 是 好 的 ,当然 这 不 排 床 偶尔 也 出 现 较 关 的 批 . 于 是 它 同 意 把 
0 之 b0 作 为 原 假 设 并 选 定 一 个 较 低 的 检验 水 平 ,例如 w =0.05 其 

至 c=0.01. 这 样 做 对 工 广 有 利 , 因 为 这 保证 了 :优质 的 批 ( 即 0 福 
00 的 批 ) 只 以 很 低 的 概率 vc 被 拭 收 ,而 非 优质 的 批 仍 能 以 不 很 小 

的 概率 被 接收 .从 商店 的 角度 考虑 ,他 们 也 认为 这 样 做 并 非 不 利 ; 
一 则 因为 该 厂 产品 质量 一 贯 表现 好 , 故 检 验 可 放宽 些 , 要 有 很 强 的 
证 据 ( 即 X< 20 - cx ) 才 否定 4 外 .一 则 因为 ,既然 大 多 数 
批 质量 是 优等 的 , 取 较 小 的 ,保证 了 这 样 的 批 能 以 很 大 的 机 会 通 
过 检验 ,这 对 商店 有 利 .又 因为 质量 差 的 批 本 来 就 不 多 ,即使 这 样 
的 批 有 较 大 比例 混 过 检验 ,影响 也 不 大 . 

(2) 反之 , 若 以 往 一 段 时 期 的 记录 表明 ,工厂 产品 质量 并 不 很 
好 ,这 样 ,商店 就 可 能 坚持 以 6 委 bu 作为 原 假设 ,并 选 定 一 较 低 的 
水 平 <. 这样 做 ,表明 商店 要 求 要 有 较 强 的 证 据 ( 即 又 > 0 + 
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axsA7 ) 才 能 相信 这 批 产品 质量 为 优 . 等 于 说 一 个 人 一 向 表现 不 
好 , 则 必须 有 较 显 著 的 好 的 表现 ,才能 相信 他 确 有 进步 . 这 样 做 就 
达到 了 至 少 把 100(1- a)% 的 非 优 批 拒 之 门 外 的 目的 . 

由 此 可 见 (从 以 商店 为 主动 的 一 方 看 ) ,同一 个 问题 ( 即 之 b0 
或 否 ?) ,由 于 对 背景 的 了 解 不 同 而 采取 了 不 同 的 态度 ,具体 是 通过 
选择 何者 作为 原 假设 来 体现 .到 这 里 ,也 就 不 难 理解 当 样 本 满足 
(2.11) 时 ,两 个 原 假设 Ho 和 y 都 能 接受 的 表面 矛盾 :你 产品 质 
量 一 贯 很 好 时 ,我 认为 这 样本 尚未 构成 这 批 产 品 非 优 的 有 力 证 据 ; 
你 产品 质量 一 贯 不 好 时 ,我 认为 这 同一 样本 尚未 构成 这 批 产 品 为 
优 的 有 力 证 据 . 出 发 点 不 同 ,并 无 矛盾 可 言 . 

最 后 ,对 于 检验 问题 了, 开 o:0=0o 而 互 ) :90 尖 0 ,直观 上 看 合 

理 的 检验 规则 是 : 当 6 的 估计 值 广 离 00 较 远 时 ,否定 末 1, 不 然 就 
接受 9，, 即 

@: 当 |X- 60| 委 C 时 接受 所 0 ,不然 就 否定 HT (2.12) 
选择 C ,使 检验 @" 有 指定 的 水 平 w. 这 等 于 要 求 

T 工 一 wa =Po(IX- 00)| 私 C ) 

= Po (|vz(X- bo 过 VCve) 

=@(VnCv) - 盏 (- VCva) 

=2@G(VzCv) -1 

即 理 (VaC《c)=1-a2, 这 导出 VaCM=zo 或 

C = osPpAV7 (2.13) 

(2.12) 与 (2.13) 结 合 ,决定 了 下 

可 以 证 明 ( 见 附录 A) :检验 @ 和 下 分 别 是 检验 问题 1,2" 的 
水 平 x 的 一 臻 最 优 检 验 . 而 双 则 不 然 , 它 不 是 检验 问题 3 的 水 平 
ca 一 臻 最 优 检 验 . 更 有 甚 者 ,可 以 证 明 : 检 验 问 题 3" 的 一 臻 最 优 检 
验 根 本 不 存在 .直观 上 这 一 点 不 难 解 释 : 问 题 1",2" 是 所 谓 “* 单 侧 ” 

的 , 即 对 立 假设 和 原 假设 各 据 一 侧 , 这 时 ,检验 法 则 只 须 照顾 一 头 . 
而 检验 问题 3 是 所 谓 “ 双 侧 ” 的 , 即 对 立 假 设 分 据 原 假设 的 两 边 ， 
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它 人 迫使 检验 法 则 采取 一 种 折衷 的 形态 ,这 就 损害 了 其 最 优 性 . 

以 上 我 们 详尽 地 讨论 了 检验 问题 下 一 了 当 方差 已 知 的 情况 ， 

在 实用 上 方差 一 般 未 知 .我 们 之 所 以 对 这 一 情况 作 仔细 讨论 ,是 因 

为 这 个 场合 足够 简单 ,使 我 们 有 可 能 借 此 对 一 些 重要 概念 作出 清 
楚 的 解释 ,以 便 举一反三 .现在 转 到 第 :个 情况 的 讨论 . 

2 . 方差 c: 未 知 时 

仍 以 问题 1 为 例 . 这 时 ,从 原则 上 看 ,制定 检验 盏 ( 见 (2.1) 
式 ) 的 想法 仍 适 用 ,但 困难 在 于 :由 (2.3) 所 决定 的 常数 C 依赖 于 
未 知 参数 ec, 无 法 确定 . 这 就 需要 在 上 述 想 法 的 某 础 上 作 一 定 的 修 

改 ,如 本 节 开 始 处 所 曾 提 到 的 . 

把 由 (2.1) 和 (2.3) 决 定 的 检验 @ 改写 成 等 价 形式 ; 

劝 : 当 V 7 (X 一 00)《vc 之 一 za 时 接受 万，， 不 然 就 否 阜 瑟 0 

这 里 c 未 知 ,我 们 可 考虑 用 其 估计 值 S 代替 ,其 中 S2 -= \， 人 (Xi 一 

X)](Cna -1) 为 样本 方差 .但 在 用 S 代替 v 后 ， 分 布 也 起 了 恋 化 ， 
由 正 态 分 布 变 为 自由 度 2-1 的 z 分 布 ( 当 0=0 时 , 见 第 二 章 
44.34) 式 ) ,因而 常数 wx 也 要 相应 改 为 上 i(a) .经 过 这 一 修改 ， 
得 到 检验 : 

@: 当 v 2(X -60)《S - 忆 -1(a) 时 接受 万 ,不 然 就 否定 万， 

(2.14) 
其 水 平 为 ,要 证 明 这 一 点 ,就 得 考虑 检验 yw 的 功效 函数 

Bi(0,c) = Po (Vza(X -290) < 一 ta)) (2.15) 

可 以 证 明 :这 个 函数 只 依赖 于 SG=(0-b)《M, 它 是 人 的 下 降 函 
数 , 且 当 SG=0 即 2= .00 时 其 值 为 w. 这 最 后 -条 容易 证 明 : 因 为 当 

0=0 时 ,统计 量 Vv2z(X-6b)S 一 1( 第 一 章 (4.34) 式 ) ,再 根据 
刀 -1 的 密度 函数 关于 0 对 称 及 记号 上 (au) 的 意义 , 即 有 

(bc) = Po CVDGX-b)MS >D ia)) = 

利用 Bp(0,c) 是 SG=(9-6o)7Mc 的 下 降 丽 数 知 , 当 9> 6 时 即 当 
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6>0 时 ,8 0,c) 委 pb0,c)=aw ,这 证 明了 检验 % 有 水 平 c. 关 于 

8.(9,c) 只 依赖 于 3 且 是 8 的 下 降 函 数 的 证 明 , 见 附录 已 ， 

类 似 的 论据 给 出 检验 问题 2 和 3 的 水 平 x 检验 ,分 别 记 为 沙 
和 Vw : 

凡 : 当 VCX -6)7S 近 思 (ec) 时 接受 瑟 0 ,不然 就 否定 呈 0 

(2.16) 

几 : 当 | VCX-6b)《MS 过 忆 (ecZ2) 时 接受 万 1， 
不 然 就 否定 厅 0 (2.17) 

这 三 个 检验 统称 为 上 检验 ” ,是 应 用 上 最 重要 的 检验 之 一 .由 于 c 
未 知 , 这 些 检验 的 性 质 也 就 较为 复杂 .例如 ,不 论 你 怎么 指定 一 个 
0< po, 无 法 找到 一 个 样本 大 小 ,使 当 6 委 0 时 ,检验 w 接受 

互 o: 0 之 b 的 概率 ,不 超过 充分 小 的 8>0( 见 附录 有 B) ,而 在 c 已 知 
时 这 是 可 以 做 到 的 ,又 如 在 c 已 知 时 , 单 侧 检验 下 和 此 都 是 一 至 
季 优 的 ,但 ec 未 知 时 ,除非 检验 水 平 这 1Z2 ,zx 检验 W 和 峭 都 不 是 
-- 致 最 优 . 

例 2.1 两 厂 生 产 同 一 产品 ,其 质量 指标 假定 都 服从 正 态 分 
布 ,标准 规格 为 均值 等 于 120. 现 从 甲 厂 抽出 5 件 产品 , 测 得 其 指 
标 值 为 

119,120,119.2,119.7,119.6 

从 乙 厂 也 抽出 $ 件 产品 , 测 得 其 指标 值 为 
110.$,106.3,122.2,113.8,117.2 

妥 根 据 这 些 数 据 去 判断 该 两 厂 产品 是 否 符合 预定 规格 120. 
这 可 以 提 为 假设 检验 问题 6= 120: 0 和 120 ,方差 cz 未 知 , 对 

甲 广 数据 ,算出 X=119.5,S=0.4, 取 w=0.05, 查 表 得 ， _ (av 
2)=14(0.02$)=2.776. 有 

* 更 乌 切 些 ,(2.15) 和 (2.16) 称 为 " .样本 单 侧 检验 (一 样 木 表示 具有 -组 样本 
AAS.17) 称 为 “一 样本 双 侧 检验 ". 有 时 也 把 5 已 知 时 的 检验 男 , 瑟 和 更 称 
为 “z 检验 ”, 但 不 如 上 检验 的 各 称 用 得 广 . 

"224



  

v 1X-bAS =y5ll119.5 -120|1m0.4 = 2.795 > 2.776 

对 乙 厂 数据 ,算出 X=114,S=6.105, 而 

viX-6lxs=yv5lll4- 120|m.105 = 2.198 < 2.776 

故 按 0.05 的 水 平 ,结论 是 : 甲 三 产品 与 规格 不 符 , 但 未 发 现 乙 三 产 

名 不 符合 规格 的 有 力 证 据 . 

这 个 结论 可 能 使 不 少 人 感到 难以 接受 .因为 甲 广 $ 件 产品 都 

与 标准 值 120 相差 很 少 ,反倒 认为 不 合 规格 ;而 乙 厂 5 件 中 除 一 件 
外 ,都 比 规 格 值 120 低 不 少 ,反倒 认为 可 以 通过 .这 是 为 什么 ? 

我 们 说 ,问题 不 能 这 么 简单 地 看 . 
a. 首 先 ,我 们 注意 到 , 申 广 的 S=0.4 远 低 于 乙 厂 的 S = 

6.105, 这 表明 , 甲 广 产品 规格 比 乙 厂 稳 定 得 多 . 

b. 也 正 因为 甲 广 产品 规格 很 齐整 (误差 很 小 ) ,所 以 ,与 标准 值 
120 的 些微 差别 (此 处 X=119.5 比 120 只 差 0.$) 也 被 检 出 来 了 . 
不 能 不 承认 : 申 广 产品 的 平均 规格 ,有 很 大 可 能 略 低 于 标准 值 
120. 虽 失 略 低 些 ,也 是 事实 ,不 能 委 之 于 随机 误差 .至 于 这 样 -- 个 

差别 的 实际 重要 性 如 何 , 那 要 另 当 别论 了 ,此 处 只 讲 统计 上 的 显著 

性 一 一 即 差异 不 能 用 随机 误差 解释 .统计 上 显著 的 差异 不 一 定 有 
现实 重要 人 性. 

c. 乙 乒 抽出 的 几 件 产品 的 指标 大 多 远 低 于 标准 值 120, 使 我 
们 很 有 理由 怀疑 ,该 三 产品 平均 规格 达 不 到 120. 但 是 ,由 于 该 厂 

产品 质量 波动 太 大 ,所 测 得 的 数据 尚 不 能 很 有 把 握 认 为 ,其 平均 规 

格 确 与 120 有 差距 ,而 非 随机 性 影响 所 致 ,就 是 说 , 现 有 数据 可 能 

”所 以 ,对 乙 广 我 们 首先 认为 :其 产品 质量 波动 太 大 应 当 改 进 . 
至 于 其 平均 规格 是 否 与 120 有 差距 的 问题 ,可 以 再 补充 一些 数据 
再 检定 ,最 好 是 先 能 采取 措施 把 方差 缩小 些 再 决定 这 个 问题 . 

S.2.2 两 个 正 态 总 体 均 值 差 的 检验 

设 NiX， 是 从 正 态 总 栖 NC0 co) 中 抽出 的 样本 ，Y，， 
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YY 是 从 正 态 总 体 NC0,c) 中 抽出 的 样本 . 0 ,0 都 未 知 ,c” 

可 以 是 已 知 或 未 知 .注意 两 总 体 有 同一 方差 c”. 

给 定常 数 60 ,所 要 考虑 的 检验 问题 是 : 

1]” 有 oo:0 一 0>00,HI:00-02<b0 

2” 万 0:0 -0 和 近 00 万) :91 一 0> 轴 

3 了 万 0:01-0=0, :0 一 0 天 0 

在 应 用 上 常见 的 情况 是 o- 未 知 ,而 0,=0. 

所 有 概念 上 的 讨论 与 前 一 段 没有 本 质 差 异 . 先 说 o 已 知 的 情 
形 . 以 X 和 Y 分 别 记 X 样本 和 Y 样本 的 均值 , 则 X- 立 为 6 -0， 
的 佑 计 . 于 是 对 问题 二 而 言 , 一 个 合适 的 检验 是 当 X -YY 三 C 时 
接受 万 0 ,不 然 就 否定 妃 o. 如 何 根据 给 定 的 检验 水 平 c 去 决定 常数 
C ,其 过 程 与 决定 检验 (2.1) 中 的 C 而 得 到 (2.3) 一 样 .所 不 同 的 
是 :这 里 X-Y 的 方差 是 (1 +1xzz)a2, 因 而 相应 地 ,(2.3) 式 中 
的 Vz 要 改 为 vazxz]2a+ 办 )、 这 样 得 到 CC = 0- 中 
V(2 十 于 ) LA272 .如 果 引 进 统计 量 

U =/ 一生 (X- 立 -0)vc (2.18) 
?7 十 77? 

则 主 的 一 个 水 平 ac 检验 为 

8: 洒 了 订 伺 - 时 接受 万, ,不 然 就 否定 五 | 

类 似 地 ,问题 2 ,3 的 水 平 ac 检验 为 

g : 当 厅 委 oo 时 接受 所 0, 不 然 就 否定 万 

gg : 当 | 丰 迄 下 时 接受 五 1 ,不 然 就 否定 F70 

对 c 未 知 的 情况 ,处理 也 与 前 一 段 一 样 , 即 通过 样本 对 之 进行 估 
计 ,以 估计 值 代替 六 .这 里 有 两 组 样本 可 用 于 估计 co, 将 其 综合 ， 
得 出 较 好 的 估计 值 

-06- 六 )3 + 一 世 )) 

以 S 代 蔚 避 中 的 c ,得 检验 统计 量 

了 =A/ 症 二 (X -YY- 600)7S (2.19) 
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控 第 “ 章 (4.36) 式 , 当 0 -0=g9 有 时, 工 服从 月 由 度 为 站 上 六 一 2 

的 二 分 布 ，， :基于 了 ,作出 在 e 未 知 时 ,检验 问题 上 一 3" 的 

水 平 wx 检验 户 , 六 和 刀 ,分 别 为 
几 :和 近 开 人 -aal) 时 接受 万 9, 不 然 就 否定 后 (42.20) 

/7 于 去 三 (ar) 时 接受 万 0 ,不 然 就 否定 厅 0 (2.21) 

j :省 | 人 | 过 wa(a) 时 接受 妃 0 ,不 然 就 否定 有 0 
(2.22) 

这 三 个 检验 A,A ,记者 称 为 “两 样本 检验 ",A 和 挛 是 单 侧 

的 而 产 是 双 侧 的 .它们 都 属于 应 用 上 重要 的 检验 .问题 提 法 中 有 

一 个 不 大 自然 的 条 件 一 一 两 总 体 有 加 -方差 ,不 作 这 一 假定 就 无 

法 使 用 : 分 布 .这 是 一 个 为 了 迁就 数学 上 的 简单 化 而 对 实用 背景 

有 所 损失 的 例子 .所 科 的 是 :只 要 两 总 体 方差 之 比 与 1 相差 不 太 

大 , 则 经 验 表明 ,使 用 上 检验 是 可 以 令 人 满意 的 . 

例 2.2 甲乙 两 厂 生产 同 -- 种 产品 ,其 质量 指标 假定 分 别 服 

从 正 态 分 布 N(0,o2) 和 Nb,c2). 现 从 该 两 三 分 别 抽出 若干 件 

产品 测 得 其 指标 值 : 

甲 厂 :2.74,2.7$,2.72,2.69(XI ,XI) 

乙 厂 :2.75,2.78,2.74,2.76,2.72(Y|，…,Y5) 

要 通过 这 些 数据 来 检验 这 两 厂 产品 质量 何者 为 优 . 

在 这 种 阿 题 中 , 你 可 以 用 估计 的 方法 去 处 理 : 甲 厂 样 本 平均 

X=2.72S, 乙 厂 样 本 平均 Y=2.7S, 因 站 >X, 从 所 抽样 本 看 乙 厂 

较 优 .但 这 还 不 黄 令 人 信和 服 , 因 为 这 个 差距 也 可 以 是 因为 抽样 的 随 

机 性 而 来 ,不 一 定 反 映 本 质 ， 

也 可 以 用 区 间 估 计 的 方法 来 处 理 这 个 问题 ,算出 X-Y= 

一 0.025， 
上 4 5 的 

S =[> (CO -X)2+> (YY -YAM4+S-2) 
1 一 1 j1 

=0.00058S71， S = 0.0242 

1 =4, 因 = 三 3. 取 置信 系数 0.95, 查 表 得 17(0.025$)=2.365. 用 第 四 
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章 (4.6) 式 得 0-02 的 区 间 估 计 为 

-0.025 士 0.0242 Xx 2.365v 9420 = [-0.063,0.013] 

60. 和 0I< 0 三 种 情况 都 有 可 能 .区 间 整 个 偏向 于 负 轴 一 边 , 显 未 

情况 略 有 利于 乙 厂 .但 最 大 差距 也 只 达到 0.063. 如 果 这 么 大 小 的 

”差距 并 无 实际 重要 性 , 则 可 以 说 ,区 间 估 计 的 结果 显 未 了 两 厂 产品 
的 质量 水 平 大 体 相 当 . 

如 果 要 用 假设 检验 来 处 理 这 个 问题 , 则 结果 取决 于 原 假 设 的 

提 法 ,而 这 要 参考 问题 的 背景 . 例如 , 若 以 往 的 记录 表明 : 甲 厂 产品 
质量 一 般 或 经 常 优 于 乙 厂 ,现在 我 们 想 通过 实测 检验 -- 下 目前 情 
况 如 何 .这 时 ,我们 取 态 0o:0; - 0 过 0 为 原 假设 .这 个 取 法 , 配 之 以 
较 低 的 检验 水 平 ,保证 了 必须 有 很 强 的 证 据 才 能 否定 五 ,一 一 即 改 
变 对 现状 的 看 法 .这 是 因为 ,这 个 现状 , 即 万 ,, 已 经 万 了 一 段 时 期 
的 考验 ,除非 实测 结果 表现 出 很 不 利于 它 , 人 们 还 是 倾向 于 把 数据 
中 表现 出 来 的 不 利于 它 的 差异 委 之 于 随机 性 . 

按 bo=0,X-Y=-0.025,S=0.024, 算 出 (2.19) 式 的 统计 
量 工 之 值 为 -1.540. 查 表 得 17(0.05) = 1.895. 因 为 -1.540 > 
-1.895, 按 检验 ,应 接受 五 , 即 维 持 “ 甲 三 产品 质量 优 和 于 乙 厂 ” 
的 看 法 .或 者 说 ,实测 数据 没有 提供 改变 这 个 看 法 的 有 力 证 据 . 

如 果 我 们 一 开始 就 采用 妃 o:0; - 92 委 0 作为 原 假设 , 则 所 得 
数据 当然 也 使 它 通 过 . 这 种 表面 上 的 矛盾 已 在 前 面 解释 过 了 . 

如 采 我 们 不 涉及 以 往 两 厂 产品 质量 上 的 表现 ,而 单纯 以 * 中 
立 的 态度 来 对 待 这 个 比较 问题 , 则 合适 的 原 假 设 是 FI:09 - 0 
=0, 用 所 得 数据 检验 的 结果 , 仍 接受 所 .这 个 结论 也 与 我 们 上 文 
的 分 析 一 致 . 

我 们 把 上 面 的 问题 的 提 法 作 一 点 变化 , 借 此 解释 一 下 显著 性 
和 显著 性 检验 这 两 个 概念 . 

一 工 上 用 一 定 工艺 生产 某 种 产品 有 相当 时 间 . 现 有 人 提出 对 
工艺 作 些 更 改 以 图 改进 产品 质量 . 设 在 工艺 改变 前 后 产品 质量 指 
标的 分 布 分 别 为 N(b,o) 和 NI(0,c2) 如果 0,>0 ,就 表示 产 
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品质 量 确 有 改进 . 现 要 通过 试验 来 决定 此 项 工艺 改变 是 否 可 取 . 为 

此 ,抽取 工艺 改变 前 后 的 产品 各 者 于 个 以 测定 其 质量 . 以 Xi ，…， 

X， 和 YY 分别 记 工艺 改变 前 后 的 抽样 测定 数据 . 

即便 不 从 统计 学 方法 的 角度 去 考虑 ,人 们 也 多 半 会 采用 如 下 
的 判 据 : 计 算 立 - 刁 ,只 有 当 立 -达到 或 超过 某 个 界限 C 时 , 才 

认为 工艺 改变 后 产品 质量 有 "显著 "提高 因而 值得 采用 . 这 个 界限 
C 可 以 通过 改变 工艺 所 需 费用 与 所 得 收益 的 分 析 去 确定 ,但 这 种 
不 涉及 统计 方法 的 分 析 有 一 点 不 足 之 处 , 即 它 没有 考虑 随机 误差 

的 影响 .采用 假设 检验 的 观点 去 分 析 这 个 问题 ,是 克服 这 -不 足 之 
处 的 一 个 方法 . 

按 假 设 检验 的 观点 ,我 们 应 当 把 五 0:0 羡 0 取 为 原 假 设 . 如 
以 前 多 次 讲 过 的 ,这 个 取 法 , 辅 之 以 较 低 的 检验 水 平 w ,保证 了 它 
不 会 轻易 被 否定 ,必须 有 很 强 的 证 据 才 能 使 我 们 接受 “工艺 改变 确 
能 提高 产品 质量 ”的 看 法 . 按 检验 站 ( 见 (2.20)) ,这 只 有 在 

站 -XXX>S aa(a)wv( 7 放 ) 帮 7 (2.23) 
时 成 立 . 

当 这 种 情况 出 现时 一 一 也 就 是 说 , 原 假设 0 三 0 在 水 平 w 上 
被 否定 时 ,我 们 说 立 -X 达到 了 “显著 性 ”, 即 差异 如 此 显著 ,以 至 

可 以 否定 0 之 0 .以 此 之 故 , 这 一 检验 也 就 称 为 “显著 性 检验 ” 
从 统计 学 的 观点 看 ,达到 显著 性 无 非 是 指 :在 给 定 水 平 上 , 差 

异 (Y-X) 已 不 能 仅 由 随机 性 来 解释 ,而 也 有 0,9) 的 原因 ., 统 
计 上 的 显著 性 不 一 定 意味 着 了- X 很 大 .实际 上 ,由 (2.23) 看 出 : 

若 2 ,zz 很 大 ,或 S 很 小 , 则 站 -XXX 只 须 略 大 于 0 就 可 以 达到 显 

闭 性 .由 此 可 见 ,是 否 达到 显著 性 并 非 应 否 采 取 某 种 行动 (在 此 为 
修改 工艺 ) 的 唯一 依据 ,还 须 结 合 其 他 方面 的 考虑 ,如 前 面 所 曾 提 
到 的 . 

从 某 种 意义 上 说 ,任何 一 个 检验 都 可 以 理解 为 显著 性 检验 .但 
显著 性 检验 这 个 名 词 最 常用 于 有 关 某 种 效应 或 差异 是 否 存 在 的 那 
种 问题 , 且 我 们 主观 上 是 希望 该 效应 存在 的 . 如 在 本 例 中 ,我 们 自 
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然 希 望 ,工艺 的 修改 确 有 助 于 产品 质量 的 提高 .这 与 例 2.2 那 种 种 

情况 选择 原 假 设 时 所 依据 的 考虑 不 同 .在 这 种 情况 ,我 们 有 理由 倾 

向 于 相信 和 原 假 设 成 立 . 

所 以 ,你 可 以 简单 地 把 “显著 性 检验 理解 为 "希望 原 假设 被 否 

定 的 那 种 检验 .显著 性 检验 的 特点 不 在 于 这 检验 自身 ,而 在 于 其 
在 使 用 中 的 含义 如 何 . 

sS.2.3 正 态 分 布 方差 的 检验 

包括 一 个 正 态 分 布 方差 的 检验 和 两 个 正 态 分 布 的 方差 之 比 的 

检验 . 和正 态 分 布 均值 的 检验 相 比 ,方差 的 检验 在 应 用 上 较 少 一 

些 ,但 也 有 一 些 应 用 .例如 ,一 种 仪器 或 一 种 测定 方法 的 精度 ( 指 其 

内 在 误 老 ,不 是 指 由 于 没有 调 准 而 产生 的 偏离 ) 是 否 达 到 某 种 界 

限 , 当 一 种 产品 的 质量 问题 主要 在 于 波动 太 大 时 ,可 能 需要 检验 方 

差 ;方差 比 检验 可 用 于 检验 两 个 方差 相等 的 假定 (如 在 两 样本 上 检 

验 中 ) 是 否 合理 等 . 

先 考虑 一 个 正 态 总 体 的 情况 . 设 Xi,…，,X，, 是 从 正 态 总 体 N 

(0,o) 中 抽出 的 样本 . c2 未 知 ,9 可 以 已 知 或 未 知 .以 下 只 讨论 6 

未 知 的 情况 (2 已 知 的 情况 读者 自己 给 出 ). 设 ci 为 给 定 的 数 . 可 

以 提出 以 下 几 个 检验 问题 : 

1 刀 :coco2<ci 

2” 万 0:c 委 ci, 瑟 1:c2>cai 

3 瑟 0:o=ag, :ao2 天 ci 

先 考虑 1. 取 叶 的 估计 S2 = > (X 一 又)2/( -1) .1 的 一 
7 二 1 

个 直观 上 合理 的 检验 为 

9: 当 > (Xi - 又 ) 之 C 时 接受 局 ,不然 就 否定 媚 
i-1 

(2.24) 

为 定 出 C ,要 计算 9p 的 功效 函数 .以 人 (z) 记 自由 度 为 一 1 

的 卡 方 分 布 函数 , 则 按 第 二 章 (4.33) ,有 
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1 

BCb,o) = Po((X 一 XX 六 << C 

一 P (> (X 一 X)2Aa2 所 Ca ) 

i=1 

= 天。 1(CC《o) (2.25) 

注意 8。(6,c) 与 均值 6 无 关 , 且 为 o 的 下 降 函 数 . 故 只 须 找 C ,使 

天 ，1(CCvoi)= wa. 这 得 出 

C 一 aixz-if1 一 a) (2.20) 

(2.24) 和 (2.26) 结 合 定 出 了 问题 荆 的 检验 p. 类 似 地 ,得 出 问题 2 

的 检验 P 和 问题 3 的 检验 w ,分 别 为 

2O: 当 >)(0X - X) 过 cix2(a) 时 接受 囊 0, 不 然 就 否定 万? 
一 1 

(2.27) 

8 :当下 妇 -(1- 生 j 和 过 半 (X -3 < 中 2-( 半 ) 时 接受 
7 二] 

D1 ,不 然 就 否定 万 (2.28) 
例如 ,取样 本 大 小 za=30,ax=0.05. 查 表 得 

X 为 (0.025) =45.722 ,X3%(0.05) = 42.557 

X3(0.975) = 16.046 
取水 平 c =0.05 ,检验 wo” 要求 在 

S 去 ci(42.557)[29 = 1.467ci 

时 ,接受 c< 委 ci 之 假设 . 就 是 说 ,在 方差 估计 值 S2 大 约 为 ci 的 

1.5 倍 时 , 仍 得 接受 方差 ci. 如 果 是 双 侧 检验 o“, 则 差距 更 大 , 它 
要 求 在 

0.533oi 委 S 过 1.S77ci 

时 接受 叫 0:o = cl. 上述 不 等 式 之 上 界 约 为 下 界 之 三 们 ,这 说 明 ， 

直至 像 30 这 么 大 小 的 样本 ,方差 检验 仍 甚 不 可 靠 (许多 远离 ci 之 

值 仍 能 被 接受 为 等 于 oj , 即 犯 第 二 类 错误 的 概率 会 甚大 ). 

现 考虑 两 个 正 态 总 体 的 情况 , 设 Xi,…,X, 和 Yi,……,Y， 分 
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别 是 从 正 态 总 体 N(b,ci) 和 N(0,coi) 中 抽出 的 样本 ,可 提出 以 

下 几 个 检验 问题 : 

1” 万 :co3a ,Hi:cioi<a 

2” Bl:ci《c3 委 < 万 1:ct[o5>a 

3” 万 :ai《o3s= ac1yc5 天 c 

a 为 给 定 的 数 .事实 上 ,2" 可 转化 为 卫 , 只 须 掉 换 ct 和 oz 的 位 置 

即 可 . 故 只 须 考虑 下 和 3 . 

考虑 芋 .以 S? 和 S3 分 别 记 X 样本 和 Y 样本 的 样本 方差 . 则 
Si7S5 为 ci/oi 的 一 个 估计 值 . 故 癌 题 卫 的 一 个 直观 上 合理 的 检 

验 为 

4: 当 Si/S;  C 时 接受 万 0 ,不 然 就 否定 媚 9 (2.29) 

其 功效 函数 为 

PCO0 0,al;a2) = Po ,on (SILS; < C) 

， 2 
-Panual Si as < 2C 

= Ginw_i(ciCAeo1) 

此 处 G, -tw-iz) 是 月 由 度 为 (2z-1,7 -1) 的 下 分 布 郴 数 ( 见 

第 二 章 (4.35)). 此 函数 是 ci《ci 的 下 降 函 数 . 故 只 须 决 定 C ,使 
Cn-iCCL)=aw 即 可 .由 此 得 

C = aF io il-a) = ai(Cc) 《2.30) 

最 后 一 式 见 第 二 章 习 题 ， 

类 似 地 导出 检验 问题 了 的 一 个 检验 为 : 当 Ci 委 Si/S3 委 C。 
时 接受 原 假设 五 0 ,不 然 就 否定 互 0, 其 中 

Cl = aaa2) ,Cs = apF ini(a) 

a 为 检验 的 水 平 . 

sS.2.4 指数 分 布 参数 的 检验 

指数 分 布 的 密度 函数 是 第 二 章 (1.20) 式 ,分 布 函数 则 是 该 章 
41.21) 式 . 它 是 一 个 单 参数 分 布 族 一 一 只 包含 一 个 参数 1 . 这 个 分 
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布 的 重要 性 在 于 ;如 我 们 曾 指出 的 , 它 描述 了 在 一 定 条 件 下 元 件 等 

的 寿命 分 布 ,因此 在 可 靠 性 分 析 中 是 -- 个 基础 性 的 分 布 ,有 不 少 的 

应 用 . 

现 设 Xi,…,X, 是 从 这 总 体 中 抽出 的 样本 .在 实际 应 用 中 ,这 
可 以 是 2 个 抽 来 供 试验 的 元 件 ,从 开始 试验 起 到 失效 为 止 ,各 元 

件 经 历 的 时 间 , 要 根据 这 些 数据 检验 以 下 这 些 假 设 (40 给 定 ); 

1 万 0:14 之 0 五: 和 < 

2” 万 0: 委 10, 百 1:14>>10 

3” :=)0 ,HA 天 2h0 

我 们 已 经 知道 :X 是 1/ 的 无 偏 估 计 . 当 Re 成 立时 ,X 应 倾 

加 于 取 较 小 的 值 .于 是 ,问题 了 二 的 一 个 直观 上 合理 的 检验 为 

%: 当 X 雪 C 时 接受 Ho, 不 然 就 否定 (2.31) 

这 个 检验 的 功效 函数 不 难 计算 . 因为 当 参 数值 为 4 时 ,有 
2A4(XI+ 十 X) 一 27AX 一 X3. 

因此 

PCA) =PX>C) = P(2AX > 27AC) 

=1 一 天 (272AC) (2.32) 

这 里 K2,(z) 是 X 因 的 分 布 函数 ,8B。(4) 为 的 下 降 函 数 , 故 为 使 
检验 P 有 指定 的 水 平 ,只 须 取 C ,使 

Bo) =1 一 天 (2700C) = wa 

这 导致 2muoC= yx3,(c) ,而 
C = XY 包 (aa)A(2700) (2.33) 

若 指定 MK Mo ,而 要 求 当 ) 委 1; 时 ,接受 原 假 设 太 , 的 概率 

不 超过 给 定 的 相当 小 的 数 B, 则 由 B(A) 为 六 的 下 降 函 数 , 知 只 须 
有 Bo(AUD=1I-B, 即 

Ka2n(Xain(a)hi[Ao) = B 

利用 此 式 可 用 试 算法 结合 查 六 分 布 表 去 决定 ). 先 取 一 个 试探 性 
的 ?2 代入 上 式 左 边 . 若 计算 结果 小 于 8, 则 取得 太 大 . 若 大 于 已， 

则 2” 取得 太 小 .经 过 调整 ”之 值 后 再 算 . 
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类 似 地 可 得 到 检验 问题 2 和 3 的 水 平 v 检验 w 和 人 
0 : 当 X 之 X%2(1 - a)A2oxo) 时 接受 万 ,不 然 就 否定 互 0 

(2.32”) 

gr: 当 好 (1- 和 号)/2mao) 过 又 友 好, 人 (等 ]))2mao) 时 接受 
五 0 ,不然 就 否定 三 0 (2.33”) 

可 以 证 明 ( 见 附录 A):p 和 9 都 是 相应 假设 的 一 臻 最 优 检验 ,而 

go 则 不 是 一 一 问题 3" 没 有 一 臻 最 优 检验 ， 
我 们 来 看 看 问题 2". 假设 瑟 可 写 为 

刀 0: 元 件 平均 寿命 立 1AAn0 

而 检验 wp 可 写 为 ”“ 当 (1/X)M1Ao) 二 X 和 (1- vc)Z2m 时 ,接受 

五 0”. 这 意思 是 说 :只 要 观察 的 平均 寿命 1/X 不 小 于 设 定 的 平均 

寿命 1[o 的 xy 玉 (1--a)Zm 倍 , 假 设 互 0 就 可 以 接受 . 取 wa = 

0.0S$,? =15, 查 表 得 

X3(1L- a)[m = Xy3(0.95)[30 = 18.493730 = 0.6184 

即 ,只 要 观察 到 的 和 平均 寿命 能 达到 设 定 值 的 约 62% ,就 可 接受 " 平 

均 寿 命 不 小 于 1/Ao 的 假设 . 这 看 来 不 大 能 为 人 接受 ,其 解释 是 : 

一 则 我 们 选择 了 较 小 的 水 平 w{( 要 求 不 轻易 否定 五 ,) ,一 则 样本 大 

小 1$ 太 小 了 些 . 对 前 者 , 知 将 ec 上 升 为 0.3, 则 相应 的 界限 约 为 17 

AM0 的 8S$% .对 后 者 , 若 仍 维持 =0.05, 但 取 ?= 100 ,将 得 出 相应 

的 界限 约 为 1/ 的 84% ,这 已 算 比 较 合 理 了 . 

因此 ,在 解释 假设 检验 的 结果 时 , 切 不 能 单纯 只 注意 到 是 接受 

还 是 否定 .接受 是 在 什么 条 件 下 ,和 否定 又 是 在 什么 情况 下 ,其 含义 

如 何 , 有 哪些 因素 起 作用 ,都 须 进行 估量 ,这样 才能 得 出 切合 实际 

的 看 法 . 

截 尾 寿 命 检 验 

直接 将 前 述 检验 用 于 元 件 寿命 检验 ,在 实施 上 有 一 个 不 便 之 

处 : 拿 ”个 元 件 同 时 开始 使 用 ,到 其 全 部 失效 时 试验 才能 停 住 . 这 

?2 个 元 件 中 难免 有 少数 凡 个 寿命 特长 的 .这 么 一 来 ,就 必须 等 待 很 
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长 的 时 间 才 能 结束 试验 ,为 免除 这 个 不 便 , 在 实际 工作 中 常 采用 所 

渭 截 尾 法 . 下 面 我 们 把 这 个 方法 的 实施 步骤 介绍 -下 ,其 中 涉及 的 
分 布 问题 就 不 能 在 此 细 讲 了 . 

1. 定数 截 尾 法 

取 ?2 个 元 件 做 试验 . 定 下 一 个 自然 数 >< 7 ,试验 进行 到 有 > 

个 元 件 失效 时 为 止 . 把 到 此 时 为 止 , 全 部 2 个 元 件 的 工作 时 间 加 

起 来 记 为 开 , 即 

三 = YY (2.34) 

这 里 Y; 是 最 先 失 效 的 那个 元 件 的 失效 时 刻 ( 从 时 刻 0 开始 算 
起 ), Y: 为 第 二 失效 的 元 件 的 失效 时 刻 . 以 此 类 推 ,第 > 个 失效 元 
件 在 时 刻 交 , ,试验 也 就 到 此 为 止 , 余 下 尚 有 ?2 - 个 未 失效 元 件 ， 
筷 们 已 工作 的 总 时 间 为 (2 ->)Y,. 这 样 得 到 T 的 表达 式 (2.34). 
不 难 理解 : 工 愈 大 .就 愈 使 我 们 相信 元 件 的 平均 寿命 大 .因此 , 比 
如 说 ,问题 2 的 一 个 合理 检验 为 

y: 当 开关 C 时 接受 原 假 设 石 0 ,不 然 就 否定 如 (2.35) 

可 以 证 明 : 当 参 数值 为 时 ,24T 一 六. 由 此 出 发 , 仿 前 面 的 推 
理 ,就 不 难 在 给 定 检 验 水 平 uc 之 下 定 出 (2.35) 中 的 C 为 

C = X 吉 (1 -aa)A220) 

例如 ,要 检验 某 种 元 件 平 均 寿 命 不 小 于 5000 小 时 这 个 原 假 
设 .这 相当 于 问题 2 ,并 且 Mo=17S000. 取 15 个 元 件 做 试验 , 预定 
到 第 5 个 失效 时 ,试验 停止 .于 是 = 15,=5. 设 前 5 个 失效 元 件 
的 工作 时 间 依 次 是 

800,1200,1500,2000 ,2200( 小 时 ) 
则 了 工 =800+1200+1S00+2000 +2200+10x2200=27500 ,= 
0.05 , 查 表 得 

C = Xio(0.95) x 2500 = 3.940 x 2500 = 9850 
因为 27300>9850 ,应 接受 原 假设 1 过 17S000， 

* 见 本 章 习 题 15 
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2. 定时 稚 昆 法 

指定 一 个 时 刻 To, 拿 2 个 元 件 做 试验 ,直到 时 刻 To 为 止 .把 

到 这 时 为 止 全 部 ”个 元 件 的 工作 总 时 间 加 起 来 记 为 工 ,算法 是 : 

若 某 个 元 件 在 To 之 前 的 某 个 时 刻 上 已 失效 , 则 该 元 件 的 工作 时 

间 为 二. 若 到 To 时 刻 仍 未 失效 , 则 该 元 件 的 工作 时 间 为 To.“ 显 

然 ,平均 寿 命 愈 大 , 则 T 愈 倾 癌 于 取 较 大 之 值 , 于 是 得 出 检验 : 

几 : 当 三 之 C 时 接受 所 0, 不 然 就 否定 五 0 (2.36) 

可 以 证 明 : 近 似 地 有 24T* 一 yi. 这 里 x 是 到 时 刻 TY 停 试 时 已 
失效 的 元 件 个 数 .由 此 出 发 , 仿 前 面 的 推理 , 即 可 和 定 出 在 给 定 水 平 

ax 时 C 的 近似 值 ( 因 24T 一 x+1 只 是 近似 成 立 ) ,为 

C = XiGL- w)《/210) (2.37) 
例如 , 仍 取 Mo0=1XS000,ax=0.05, 取 10 个 元 件 做 试验 ,把 To 

定 为 1000. 到 时 刻 To 时 ,已 有 5 个 元 件 失效 ,时 刻 分 别 为 100， 

150,230,500 和 580 , 则 

T*” = 100 + 1S0 + 230 + S00 + 580 + S x 1000 = 6560 

此 处 x=5S$, 按 (2.37) ,有 

C = 和 (0.95) x 2500 = 4.575 x 2500 = 11437.5 

因为 6560<11437.5 ,应 否定 原 假设 刀 1 

5.2.5 二 项 分 布 参数 p 的 检验 

设 某 事件 的 概率 为 如 , 未 知 . 作 ”次 独立 试验 ,每 次 观察 该 

事件 是 否 发 生 . 以 X 记 该 事件 发 生 的 次 数 , 则 X 服从 二 项 分 布 召 

(2 , 户 ). 要 根据 X 去 检验 以 下 一 些 假 设 : 

1 Po:2p 和 bo,H: 力 >z0 

五 o:> 加 , 瑟 1:< 加 0 

妃 0:= 加 0, 末 1:2 天 j0 

2 

3 

  

* 也 可 以 更 一 般 - 些 , 对 参 试 的 ”个 元 件 的 每 一 个 规定 不 同 的 停 试 时 刻 了 | ，…， 

厂 ,总 工作 时 间 工 计 算 方法 与 上 述 相同 ， 

”236 ，



  

先 考 虑 王 .从 直观 上 看 ,一 个 显然 的 检验 法 为 

p: 当 X 委 C 时 接受 万 0 ,不然 就 否定 万 0 (2.38) 

国 X 只 取 整 数值 , 故 C 可 限于 整数 . 此 检验 的 功效 函数 为 

pb) =PX>C) =1-POX 云 C) 

-1_y (jza 四 (2.39) 
i=0 \Z 

据 第 二 章 习 题 7,B。(P) 为 户 的 增 函 数 . 故 只 须 取 .C ,使 B.(zo)= 
x, 则 检验 p 将 有 水 乎 w. 这 相当 于 要 选择 整数 C ,使 

蕊 

> (ja -pox=1-a (2.40) 
z 一 人 

有 烦 的 是 ,不 一 定 正 好 有 一 个 整数 C 使 (2.40) 成 立 . 较 常 见 的 情 

沈 是 :存在 这 样 一 个 Co. 使 

| i=0 

Co+1 

“Jam <1-a< 人 Ma- 
(2.41) 

这 时 ,我 们 只 好 取 C 为 Co 或 Co +1. 当 取 C 为 Co 时 ,相当 于 把 
水 平 e 升 高 一 些 , 即 允许 犯 第 一 类 错误 的 概率 略 大 一 点 . 当 取 C 
为 Co+ 1 时 , 则 相当 于 把 水 平 vc 降 一 点 ,只 要 x， 充分 大 , 则 

1 1 放 or (1 o)2co 

这 一 项 一 般 很 小 ,这 种 修改 也 就 很 小 ,不 会 太 影响 实际 . 因为 水 平 
“ 取 为 0.05 或 0.01 等 并 无 特殊 含义 ,这 样 的 修改 也 不 产生 原则 
问题 . 
但 是 ,在 ”不 很 大 时 ,有 可 能 (2.41) 的 左右 两 边 都 与 1- ve 有 

不 可 忽略 的 距离 ,这 时 如 屈从 一 端 , 则 对 水 平 的 修改 太 大 ,可 能 
对 当 事 的 一 方 不 利 .举例 如 下 ， 

例 2.3 一 工厂 向 商店 供 货 , 商店 要 求 废品 率 不 超过 户 -~ 
0.05. 经 双方 同意 制定 抽样 方案 :每 批 (假定 批量 很 大 ) 抽 = 24 
件 , 检 查 其 中 废品 个 数 X, 当 X 挟 C 时 ,商店 接受 该 批 产 品 ,否则 
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就 拒 收 .双方 约定 检验 水 平 为 =0.0$, 这 意味 着 废品 率 为 0.05 

的 批 , 有 9$% 可 通过 检查 ( 若 上 <0.05$, 通 过 的 比率 当然 比 0.95 

更 高 ). 问题 是 决定 C , 按 (2.40), 要 找 C 使 

『 = 阿 人 0.05700.9525 = 0.95 
720 人世 

查 二 项 分 布 表 ”, 知 

C =2 时 ,=0.884;C = 3 时 ,J = 0.970 
此 两 值 都 与 约定 的 0.95 有 相当 距离 . 若 取 C=2, 对 商店 有 利 ; 取 
C=3 则 对 工厂 有 利 . 

照 数字 看 ,0.97 与 0.95 距离 较 近 , 似 以 把 C 取 为 3 较 合 理 . 

但 如 商店 不 同意 ,一定 要 坚持 0.95 这 个 数 , 则 只 好 按 如 下 的 方式 
处 理 ; 

a. 当 X 委 2 时 接受 产品 (接受 假设 bp 委 0.05) , 当 X 三 4 时 拒 收 、 

b. 奋 X=3, 则 既 不 完全 接受 也 不 完全 拒绝 ,而 按 一 定 的 概率 接 
受 . 接 受 的 概率 是 

~ = (0.95 - 0.884)/(0.97 -0.884) = 0.767 
可 以 这 样 设想 : 拿 一 个 袋子 ,其 中 含 白 球 767 个 , 红 球 233 个 .每 次 
抽样 得 出 X=3 时 , 即 随机 从 袋子 中 抽出 一 个 球 ,如 为 白 球 ,产品 
通过 :和 否则 就 拒 收 . 

ab 二 者 结合 就 严格 维持 了 0.05 这 个 约定 的 水 平 .这 样 的 检 
验 叫做 “随机 化 检验 ”, 因 为 在 b 这 个 步骤 中 ,包含 了 一 个 随机 机 制 
去 决定 原 假 设 是 否 被 接受 .在 所 有 涉及 离散 型 分 布 的 检验 中 , 如 要 
坚持 约定 的 水 平 ,往往 得 通过 这 样 的 随机 化 .但 这 种 做 法 ,一 则 标 
更 ,二 则 对 实用 工作 者 而 言 往往 觉得 不 自然 .因此 ,除非 确 有 必要 ， 
实用 上 不 大 采用 .这 里 交代 了 以 后 ,以 下 我 们 就 不 再 提 这 个 问题 . 

继续 把 问题 1 看 成 一 个 产品 抽样 验收 的 问题 ,在 实际 使 用 

* 月 前 国内 较 仔 细 的 二 项 分 布 表 , 以 及 其 他 几 种 常用 统计 表 , 包 括 正 态 分 布 ,统计 
三 大 分 布 及 波 哇 松 分 布 等 的 表 , 是 由 全 国 统计 方法 应 用 标准 化 技术 委员 会 制定 的 国家 
标准 ,统计 分 布 数 值 表 GB4086. 

”238



中 , 除 规 定 加 和 水 平 c 外 ,还 要 指定 一 个 较 加 o 大 一 些 的 数 如 及 

充分 小 的 数 8 ,并 要 求 检验 能 满足 如 下 的 条 件 : 若 训 之 户 , 则 原 假 

设 瑟 0 被 接受 的 概率 不 超过 8. 就 是 说 ,废品 率 不 小 于 户 ; 的 批 ,只 

有 至 多 1008% 的 批 能 通过 检验 .在 抽样 验收 中 ,一 般 使 用 1- A 

(P) 而 不 使 用 pp(zp)1- Bo(p) 称 为 检验 p 的 操作 特征 图 数 或 

OC 盟 数 ,和 暂 记 为 志 (z). 有 
C 

Le( 六 = 了 人 和信 (2.42) 
1=0 1 

于 是 所 提 的 要 求 可 综合 为 

志 Lo 人 轧 0) 王 一 ca ,Le ) 王 (2.43) 

如 图 S.3 所 示 ,为 实现 (2.43) ,可 能 试 着 选 一 

个 ?2, 按 (2.40) 决 定 C. 定 出 C 后 ,把 户 = 轧 不 P) 
代 和 人 (2.42) 算 出 Leo(zpi). 若 Lo(pD)<B, 则 

7 取得 太 大 了 .和 若 Leo(zi) >B，, 则 7 取得 太 1=-c 

小 ,经 调整 ，” 值 之 后 再 重复 上 述 试 算 . 应 用 

上 ,对 一 些 特 定 的 zo,p 和 wx,8 值 ,把 和 

C 的 值 造 了 表 . 图 5 3 

产品 抽样 验收 是 二 项 分 布 参数 问题 的 一 

项 重要 应 用 , 它 已 经 发 展 成 为 数理 统计 学 的 一 个 应 用 分 支 ,刚才 所 

讲 只 是 一 种 最 简单 的 情况 . 实际 应 用 中 ,为 了 对 付 各 种 情况 一 一 例 

如 ,每 批 产 品 个 数 不 大 ,而 需要 用 超 几 何 分 布 代 替 二 项 分 布 ;一 次 

完成 抽样 可 能 不 经 济 , 而 可 以 考虑 多 次 完成 ,如 复式 抽样 方案 ( 见 

习题 ) 及 序 贯 抽样 方案 ;产品 也 可 以 不 单纯 只 看 其 是 否 合 格 , 而 要 

测定 其 指标 值 ( 数 量 验收 方案 ); 验 收 可 以 是 针对 和 孤立 的 一 些 批 ,或 

古 连续 性 的 ,因而 可 以 考虑 在 何 时 放宽 或 加 严 检查 ,等 等 . 

检验 问题 2 ,3" 的 处 理 方法 类 似 . 给 定 水 平 ,其 检验 分 别 为 

2 : 当 X 志 C 时 接受 刀 0, 不 然 就 否定 虽 0 (2.44) 

其 中 C 由 关系 式 

CO PP 1 履 

m
A
 ] 

-1 

之， [7 ja - po)" 一 = 
1 二 休 
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确定 . 

0 : 当 CI 和 受 X 委 CC 时 接受 末 0, 不 然 就 否定 民 0 (2.45) 

其 中 Cl,C， 分 别 由 关系 式 
Ci-1 

富 人 局 G- po = 
四 (2.46) 

守 人 1 呈 0 -六 0o) 二 a]2 

确定 .可 以 证 明 :2 和 9 都 是 所 给 水 平 下 的 一 致 最 优 检 验 ,而 问题 

3' 没 有 一 臻 最 优 检验 . 
符号 检验 

符号 检验 的 原始 形态 如 下 :假定 有 甲 、 乙 两 种 牌号 的 同一 产品 

(例如 两 种 啤酒 ). 为 了 解 大 众 的 反映 如 何 , 挑 选 了 ， 个 人 ,每 人 给 
以 甲乙 两 牌号 的 产品 各 一 份 , 请 他 们 使 用 后 作出 评定 ,规定 : 若 你 

认为 甲 优 于 乙 , 则 给 一 个 ”+ “号 ;大 认 为 乙 优 于 甲 , 则 给 一 个 “-” 

号 .以 户 记 ”认为 甲 比 乙 优 " 的 人 在 整个 大 众 (而 不 止 限于 挑 出 的 

这 ? 个 人 ) 中 所 占 比例 , 若 如 =12, 则 甲乙 两 种 牌子 谁 也 不 占 优 

势 . 为 检验 是 否 如 此 (检验 原 假 设 =1/2), 看 这 ?2 个 人 的 回答 中 

正 号 的 个 数 X.X 服从 二 项 分 布 B(m,). 于 是 可 以 使 用 检验 

(2.45) ,Cl,C> 由 (2.46) 给 出 ,其 中 zzo=12. 若 X<Ci, 则 判 甲 

不 如 乙 . 若 X>C;, 则 判 乙 不 如 甲 . 若 CI 委 X 委 C，, 则 认为 在 水 平 
a 上 尚 不 足 作出 判断 一 一 尽管 在 样本 中 十 、-- 号 个 数 有 差别 ,但 差 

别 不 够 大 ,还 不 能 认为 它 一 定 不 是 由 抽样 的 随机 性 所 引起 . 

更 进一步 ,在 有 些 场合 下 ,可 以 要 求 参 试 的 人 打分 .如 定 下 

0 一 100 分 的 范围 ,可 以 要 求 每 个 参 试 者 对 甲 、. 乙 两 牌号 的 产品 各 
给 一 个 分 ,如 下 表 前 两 行 所 示 . 

  

参 试 人 1 
评 分 
息 一 乙 的 符号 + 

  

  

  
  

柑 2 

昌 | 
区 |
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总 
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对 这 批 数据 可 以 考虑 用 : 检验 法 :一 是 把 XI ，…,X 和 妈 ,了 

分 别 看 作 从 正 态 总 体 N(9,c) 和 N(6,c2) 中 抽出 的 样本 ,用 两 

伴 本 上 检验 (2.22) 去 检验 原 假 设 0 = 0:. 这 个 做 法 的 问题 在 于 : 

各 人 品味 和 打分 尺度 不 同 . 品味 较 高 的 人 也 许 倾 向 主 把 分 给 得 低 

一 些 , 反 之 则 给 得 高 一 些 . 这 不 仅 会 破坏 正 态 性 ,也 会 使 方差 o” 加 

大 而 降低 检验 的 功效 . 另 一 种 想法 是 取 差 

Di = Xi -人 二 7 

把 Zi, 之 视 为 取 自 NAnoi) 的 样本 (CAw 作为 一 四 而 ci 可 视 

为 上 文 的 2c*. 或 者 ,根本 不 必 与 上 文 的 0 ,0 和 o2 发 生 联 系 ). 而 

用 一 样本 上 检验 (2.17) 去 检验 假设 wK=0. 这 个 做 法 部 分 地 弥补 了 

前 一 做 法 的 缺点 ,但 仍 有 其 问题 :各 人 在 差 吾 如 何以 分 数 反映 上 尺 

度 也 可 能 不 一 , 同 是 感觉 上 这 一 点 差距 ,有 人 觉得 用 SS 分 的 相差 就 

够 了 .而 有 人 可 能 愿意 用 20 分 .这 也 会 破坏 上 文正 态 性 假设 和 使 

方差 ct 增 大 . 

现在 看 表 上 最 后 一 行 : 巴 一 玉 的 符号 , 这 就 免除 了 前 面 所 讲 
的 可 能 的 缺点 ,因为 此 处 只 要 一 个 好 坏 对 比 的 意见 ,而 不 问 县 体 程 

度 如 何 , 这 样 就 回 到 了 符号 检验 . 

当然 , 符 叶 检验 也 有 其 缺点 , 即 它 亚 失 了 Xi, Y 这 些 数据 中 
相当 部 分 的 信息 ,如 果 有 把 握 认为 参 试 人 给 分 的 尺度 并 无 重大 差 
别 , 用 z 检验 比 用 符号 检验 很 可 能 给 出 更 高 的 分 辨 率 .因此 ,要 不 

要 把 分 数 转化 为 符号 ,这 是 一 个 要 依据 对 实际 背景 的 了 解 去 考虑 
的 问题 . 

在 符号 检验 中 ,我们 对 样本 X,, Y; 所 来 自 的 总 体 的 分 布 ,不 
需 有 什么 特殊 的 假定 .这样 的 检验 在 数理 统计 学 上 称 为 “ 非 参 数 检 
验 ”, 意 即 它 不 是 只 适用 于 某 种 特定 的 参数 分 布 族 , 如 正 态 分 布 族 
或 指数 分 布 族 之 类 . 非 参 数 方法 是 数量 统计 学 中 的 一 个 重要 分 支 . 
顺便 说 一 句 : 符 号 检验 中 那 种 回答 问题 的 方式 ,是 在 民意 测验 

中 对 某 问 题 作 二 者 取 一 的 回答 的 那 种 方式 (你 是 否 赞 同 某 项 措施 ， 
两 位 候选 人 中 你 打算 投 谁 的 票 之 类 ) .在 西方 每 值 大 选 或 总 统 选 举 
之 前 ,进行 多 次 民意 测验 ,每 次 挑选 数 百 至 数 千 (以 至 更 多 ) 的 人 进 
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行 调查 . 历史 证 明 : 这 种 调查 与 事后 的 结果 停 人 地 一 致 .不仅 统计 
学 的 人 对 此 可 能 党 得 难以 理解 :一 国人 民 多 至 千 万 以 至 以 亿 计 ,为 

什么 区 区 数 千 人 的 意见 与 全 体 的 意见 相距 如 此 之 近 , 其 实 不 难 解 

释 . 以 )” 计 调查 人 数 ,和 记 某 种 特定 回答 (如 准备 投 4 的 票 ) 的 人 

数 , 以 关 [ 三 六 估计 疡 因 ， 甚大 ,可 以 用 第 四 章 (4.13) 式 作 记 的 

区 间 估 计 , 它 大 体 上 就 是 方 二 六 pV (1- 玉 ) .如 取 史 =2500， 
a=0.05, 则 

扩 V 方 (1 一 方 ) <1.96A/ 了 - 过 j/2500 

=1.90% 之 2% 

即 用 方 估计 户 , 大 约 只 有 上 土 2% 的 误差 .如 果 一 个 候选 人 比 另 一 个 
领先 5 个 百分点 , 则 在 民意 测验 中 就 能 有 确定 的 反映 了 . 

S.2.6 波 哇 松 分 布 参数 1 的 检验 

设 有 一 个 取 非 负 整 数值 的 离散 总 体 , 其 分 布 为 包含 未 知 参 数 
4 的 波 哇 松 分 布 , 如 第 二 章 (1.7) 式 所 示 . 现 设 X 为 抽 自 该 总 体 的 
样本 ”, 要 考虑 以 下 的 一 些 检验 问题 (4o>0 为 给 定常 数 ): 

1 五 0:A 委 10, 互 |: 和 >Ah0 

2 ” 五 0:14 之 1 , 瑟 1:1<AN 

3 万 0: 久 = 和 0， 百 :和 = 00 

爷 考 虑 下 .由 于 X 的 均值 为 1 , 当 Fo 成 立时 ,X 倾向 于 取 较 
小 之 值 ,由 此 得 出 下 述 直观 上 合理 的 检验 : 

9: 当 X 委 C 时 接受 感 0 ,不 然 就 否定 妃 。 (2.47) 
其 功效 郴 数 为 

《0 

pr) =1-POX 坟 C)=1- >eMil (2.48) 
E 一作 

* 可 以 一 般 地 设 Xi ,X, 为 抽 自 该 总 体 中 的 样本 ,但 只 要 取 X = 广 1 十 十 习 ，， 
则 据 第 二 章 例 4.3,X 仍 为 波 哇 松 分 布 , 只 参数 改 为 以 ,因此 ,只 抽 .- 个 样本 的 限制 并 
无 损 于 - ` 般 性 . 
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根据 第 二 章 习 题 10,8.(A) 是 》 的 增加 函数 . 故 为 决定 C 使 检验 9 

有 给 定 的 水 平 c ,只 须 取 C ,使 BC4o)=a，, 即 
( 

>)erioioAl=1T-a (2.49) 

这 里 也 有 我 们 在 讲 二 项 分 布 参数 的 检验 问题 时 碰 到 的 情况 , 即 不 
一 定 存在 整数 C 使 (2.49) 恰 好 成 立 ,而 是 存在 Cu ,使 

. Cotl 

> < 1 -ea < 2 AU0Ai (2.50) 

这 时 ， 或 者 调整 ca 之 值 ， 上 者 施行 随机 化 ( 当 X=Co+l 时 ), 步 骤 

与 以 前 讲 的 相同 . 

适合 条 件 (2.$0) 时 Cu 还 可 以 由 等 式 ( 第 二 章 习 题 10) 

C0 oo 

Yeahivil -| eejeld; (2.51) 
1=(0 40 

通过 卡 方 分 布 表 得 出 .事实 上 ,在 上 式 右 疹 的 积分 中 作 变 数 代 换 

一 /2 ,得 

1 -tc ] | -zj ec 
一 | etdt = e Te 
C1 40 2c+lc1! 240 

1 

一 222225 2 2 ) 2 

=1 一 天,52(220) (2.52) 

此 处 KK2+2(z) 为 自由 度 2c+2 的 卡 方 分 布 范 数 .由 (2.49 )， 

42.31) 和 (2.52) ,得 KK， (2A0o)= a, 即 

210 三 X5zcs2(1t 一 w ) (2.5S3) 

然后 查 yz 表 用 试探 法 . 先 取 定 一 个 C 值 查 表 得 出 ya:2(1-a). 
者 此 值 小 于 20, 则 表示 C 取得 太 小 ,反之 则 太 大 ,实际 上 ,从 表 上 

“T 工 -a“ 那 一 列 从 上 往 下 看 就 直接 可 以 找到 满足 (2.49) 或 (2.50) 
的 C. 例 如 , 取 0=1.7$2,a=0.05, 则 20=3.504. 从 xy 表 中 头 
上 为 1-w=0.95 的 那 一 列 往 下 看 , 见 到 

X8(0.95) = 2.733,Xio(0.95) = 3.940 
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故 满足 (2.S0) 的 Co 为 Co=3. 这 个 方法 的 缺点 是 : 它 没 有 给 出 

(2.50) 左 . 右 两 端 之 值 .因而 在 Co+ 1 处 施行 随机 化 时 的 概率 ( 即 

例 2.3 中 0.767 这 个 数 ) 算 不 出 来 (如 果 所 用 的 六 表 的 表 头 上 人 恰 
有 ”240 这 -一 栏 ,当然 就 不 成 问题 ). 

例 2.4 假定 一 指定 地 区 内 的 人 口中 ,每 年 患 某 种 特殊 疾病 

的 人 数 服从 波 哇 松 分 布 , 且 过 去 相当 长 一 段 时 间 ,平均 每 年 发 病人 

数 为 2.3 人 .但 近 4 年 内 记录 到 的 发 病人 数 分 别 为 3,4,1,5. 问 是 

和 否 有 明显 证 据 表明 发 病 率 上 升 了 ? 

从 数字 上 看 ,发 病 率 的 上 升 甚 为 明显 .从 统计 学 的 角度 观察 问 

题 ,加 是 要 检验 一 下 这 表面 上 的 增加 是 否 达 到 了 在 一 定 水 平 a 之 

下 的 显著 性 , 即 不 能 仅 从 偶然 波动 的 角度 去 解释 

为 此 ,以 As 和 2.3 作为 原 假 设 , 把 4 个 年 份 的 数字 相 加 ,得 X 

=3+4+1+5S=13. 要 注意 和 的 分 布 为 参数 是 41 的 波 哇 松 分 布 ， 
因此 据 X 去 进行 检验 时 , 原 假设 要 改 为 1 生 10=4x2.3=9.2. 取 
a=0.0$. 查 表 有 

Xa 和 (0.95) = 18.493 > 210,Xa(0.95) = 16.928 < 2h0 
由 此 知 应 当 在 X 委 13 时 接受 1 委 9.2,X15 时 否定 (X=14 要 施 

行 随机 化 ,或 把 14 放 到 和 否定 域内 ). 总 之 , 按 所 得 数据 X= 13 尚 不 

能 否定 年 平均 发 病人 数 未 上 升 " 之 假设 . 

若 取 a =0.20, 则 查 表 得 

X5(0.80) = 19.820 > 20,X3(0.80) = 18.062 < 2 
相当 于 (2.50) 式 中 的 Co=11, 现 X=13, 该 和 否定 原 假设 二 9.2. 

随 着 所 取水 平 a 的 不 同 , 在 同 -- 数 据 下 一 个 假设 的 接受 与 否 
岂可 以 不 同 ,而 水 平 的 选择 是 人 为 的 .由 此 可 知 ,不 能 把 检验 的 结 
果 按 其 表面 意义 解释 得 太 死 . 拿 本 例 而 言 ,如果 你 认为 事态 并 非 很 
严重 ,而 采纳 “发 病人 数 增加 ”的 结论 将 导致 需要 巨额 经 费 的 措施 ， 
你 可 以 慎重 一 些 而 采取 一 个 较 低 的 水 平 , 如 we =0.05. 这 时 你 的 结 
论 是 :目前 尚 无 十 分 有 力 的 证 据 表 明 情 况 已 恶化 了 ,可 再 观察 一 段 
时 间 . 但 如 你 只 是 把 这 个 问题 作为 一 个 单纯 的 科研 题目 ,你 也 许 会 
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倾 问 于 认为 不 必 过 于 保守 , 即 宁 取 较 大 一 点 的 水 平 ,例如 vc = 

0.20. 这 时 你 的 结论 将 是 :已 有 较 充 分 的 证 据 表 明 情 况 有 了 恶化 ， 

值得 注意 ,采取 这 个 看 法 犯错 误 的 机 会 不 超过 0.2. 这 两 种 看 法 并 

无 记 盾 .恰恰 相反 ,也许 这 两 种 看 法 的 结合 ,使 我 们 对 本 题 中 随机 

性 的 影响 如 何 , 得 到 了 更 深入 一 步 的 理解 . 

对 问题 2 和 3" ,类似 的 讨论 得 到 水 平 的 检验 o 与 go 如 下 : 

op : 当 X C 时 接受 呈 1 ,不 然 就 否定 HE (2.54) 
其 中 C 由 关系 式 

ai = wa (2.55) 

确定 ,或 用 
2A0 = X2c(e) (2.56) 

p : 当 C 委 和 X 委 CC， 时 接受 五 0, 不 然 就 否定 妞 9? (2.57) 

(CC 分 别 由 

Ci-1 C: 
>yJeioiAil = ae 1-a2 (2.58) 

7 二 1 

确定 ,或 用 
2)0 = X2c(a2),210 = X2cta(1- ac2) (2.59) 

波 哇 松 分 布 参数 检验 有 一 个 有 趣 的 应 . 
用 , 印 用 于 本 节 (3$.2.4) 中 讲 过 的 定时 截 尾 “上 一 -一 

  

  

      寿命 检验 的 情形 . 前 面 我 们 讲 的 定时 截 尾 。。 
是 预定 一 个 时 刻 Tu, 在 时 刻 0 时 对 7 个 2 加 

元 件 (其 寿命 都 服从 参数 为 的 指数 分 元件 失效 时 刻 
布 ) 进 行 测 试 .每 个 参 试 元 件 如 在 时 刻 T。 几 。 
前 失效 , 则 记 下 其 失效 时 刻 而 并 不 替换 该 
元 件 .现在 对 试验 作 一 点 修改 :开始 时 ”个 元 件 参 试 ,不 论 在 To 
之 前 的 哪个 时 刻 其 中 哪个 元 件 失效 了 ,就 立即 用 一 个 新 的 替换 上 
去 .到 时 刻 To 时 结束 试验 ,把 到 那 时 为 止 失效 的 元 件 总 数 记 为 
X. 如 图 $.4, 表 示 在 时 刻 0 有 3 个 元 件 参 试 ,到 时 刻 To 结束 , 共 
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有 X=1l 个 元 件 失效 . 

用 第 二 章 习 题 25 容易 推出 :X 服从 参数 yv= zToux 的 波 哇 松 

分 布 . 如 要 检验 “元 件 平 均 寿 命 不 小 于 1 即 ” 委 0 ,可 归结 为 

在 波 哇 松 总 体 中 观察 了 X ,要 检验 假设 “vv 委 ?2Toao .这 正 是 我 们 

讨论 过 的 问题 ， 

s.2.7 大 样本 检验 

在 上 面 讲 的 一 些 检 验 问题 中 ,我 们 都 知道 了 有 关 检 验 统计 量 

的 确切 分 布 . 据 此 ,就 可 以 在 给 定 的 检验 水 平 c 之 下 ,决定 检验 统 

计量 的 临界 值 , 即 我 们 前 面 多 次 提 到 的 常数 C( 或 Ci,C: ,如 在 双 

侧 情 形 )， 

但 在 不 少 问题 中 ,检验 统计 量 在 直观 上 看 合理 ,但 其 确切 分 布 

求 不 出 .这 时 ,往往 就 求助 于 其 极限 分 布 ,依据 它 去 决定 临界 值 C. 

举 一 个 例子 . 

例 2.S 《〈 贝 伦 斯 - 费 区 尔 问题 ) 设 XXX， 和 了 

分 别 是 抽 自 正 态 总 体 Ng ,ci 和 N(0 ,ci) 的 样本 . 9 ,ci,02 ,oa 

全 都 未 知 ,也 没有 假定 ci 与 ci 相等 .要 检验 原 假设 “0 = 02”, 对 

立 假设 是 "9 和 关 0 .也 可 以 考虑 单 侧 的 情形 , 即 “ 站 委 0 为 原 假 
设 . 

据 正 态 分 布 的 性 质 有 

  (XK-Y)-(2 -02) 三 一 一 一 一 一 一 NO, 2.60 本 《0,1) (2.60) 

因为 cf,o; 未 知 , 虽 则 (2.60) 为 确切 分 布 , 仍 无 法 据 以 确定 检验 的 

临界 值 .于 是 以 X 样本 的 样本 方差 Si 作为 ci 的 估计 ,以 Y 样本 

的 样本 方差 S; 作为 o; 的 估计 ,分 别 取代 (2.60) 中 的 oi 和 cz 得 
到 

_(X-Y)-(2 -9，) 

V Si]m + S3j7Az 

其 确切 分 布 很 复杂 ,但 当 ”mm 都 较 大 时 ,其 分 布 接近 N(0,1). 姑 

，246 。 

  开 (2.61 )



  

且 认 为 它 就 是 N(0,1), 则 得 到 原 假 设 02; = 0: 的 下 述 检验 法 : 当 

[又 -TVNSTS 记 去 wp (2.62) 
时 接受 原 假设 ,不 然 就 否定 . 

大 样本 检验 ,例如 (2.62) ,在 下 述 意 义 下 是 近似 的 :原先 预定 

的 检验 水 平 是 c ,而 该 检验 的 实际 水 平 与 c 有 差距 . 这 是 由 于 

(2.61) 式 的 了 的 分 布 与 N(0,1) 的 分 布 有 距离 .如 果 ”和 户 都 较 

大 , 则 工 的 分 布 与 N(0,1) 的 差异 就 很 小 ,而 检验 (2.62 ) 的 实际 水 

平 就 与 其 预定 水 平 a 相差 很 小 .问题 在 于 ,我 们 一 般 并 不 清楚 对 

一 定 的 和 户 ,T 的 分 布 与 N(0,1) 的 差 异 有 多 大 ,因而 也 就 不 能 

估计 检验 的 实际 水 平 与 其 名 义 水 平 究 竟 差 多 少 .在 区 间 估 计 中 也 

有 这 个 问题 :由 于 使 用 了 有 关 变 量 的 近似 分 布 , 所 作出 的 区 间 估 

计 , 其 实际 置信 系数 与 名 义 (预定 的 ) 置 信 系 数 之 间 , 有 一 个 我 们 不 

了 解 的 差距 . 

因此 ,大 样本 方法 是 一 个 “不 得 已 而 为 之 ”的 办 法 ,只 要 有 基于 

精确 分 布 的 方法 (小 样本 方法 ), 我 们 总 是 乐于 采用 的 ,可 惜 的 是 : 

在 数理 统计 学 的 许多 问题 中 ,能 找 出 形式 足够 简单 且 便 于 使 用 的 

精确 分 布 的 情况 ,到 底 还 是 不 多 .因此 ,大 样本 方法 在 数理 统计 学 

中 占有 重要 的 地 位 . 

也 有 的 情况 ,精确 分 布 是 知道 的 ,但 在 样本 大 小 2 太 大 时 , 计 

算 不 便 ,我 们 也 时 常用 其 较 简 单 的 极限 分 布 去 取代 之 .下 面 是 一 个 

例子 . 

例 2.6 ”再 考 存 S$.2.5 段 讨 论 过 的 二 项 分 布 参数 记 的 检验 

问题 .以 该 处 的 问题 3 ( 原 假 设 2 = po) 为 例 , 前 面 我 们 已 找 出 检 

验 (2.4$) ,其 中 Ci,C， 由 (2.46) 决 定 . 当 ，” 很 大 时 ,(2.46) 中 的 和 

无 法 从 二 项 分 布 表 上 查 得 ,因而 Ci ,C; 的 决定 就 不 易 . 

但 根据 中 心 极 根 定理 (第 三 章 定理 .4.3) , 当 原 假设 户 = 4 成 

联 而 2 一 co 时 ,，(X - atpo)/V zatpo(l =- po) 的 分 布 趋向 于 NI(0， 

1) .近似 地 就 把 N(0,1) 作 为 其 分 布 , 则 可 提出 如 下 的 检验 : 当 

[1(X 一 1 力 0) | ALV Hpo(1L- po) 委 xp 
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即 

?7 力 0 一 Wei V zol1 一 四 ) 委 X 所 10p0+znp V po(1 -=- po) 

(2.63) 

时 接受 原 假 设 上 = 加 ,不 然 就 拒绝 .与 (2.45$) 比 较 , 这 等 于 以 

(2.63) 两 端 之 值 作 为 Cl 和 C， 的 近 侯 值 .这 两 个 值 比 Ci, C， 的 

确切 值 (由 (2.46) 决 定 的 ) 要 容易 计算 得 多 . 

我 们 再 提醒 一 下 以 前 曾 解 释 过 的 一 件 事情 :统计 方法 的 大 小 

样本 之 分 ,不 在 于 样本 大 小 7) 多 大 (这 无 清楚 界线 ) ,而 全 看 其 是 

否 使 用 有 关 变 量 的 极限 分 布 . 拿 本 例 而 言 , 若 用 检验 (2.63 ) ,无 论 

7? 多 小 ,总 是 大 样本 方法 ; 若 用 检验 (2.45$) 而 Ci ,C, 由 (2.46) 决 

定 , 则 无 论 2 多 大 , 仍 是 小 样本 方法 . 

s.2.8 贝 叶 斯 方法 

册 叶 斯 方法 的 一 般 原则 已 经 在 4.2 节 4.2.4 段 中 冰 述 过 ,并 
已 曾 用 于 点 估计 和 区 间 估 计 问 题 . 贝 叶 斯 方法 用 于 检验 问题 至 为 

简单 :如 已 经 选 定 了 先 验 分 布 , 则 在 有 了 样本 Xi ,…,X, 后 ,分 别 

算出 原 假 设 五。 的 条 件 概率 P(Eu| Xi,…,X,) 和 对 立 假设 媚 ; 的 

条 件 概 率 已 ( 呈 | Xi,,X，). 若 前 者 大 于 后 者 , 则 接受 原 假 设 
瑟 0; 若 后 者 大 于 前 者 , 则 和 否定 原 假设 万 0. 如 果 二 者 相等 (都 等 于 17 

2), 则 可 让 其 悬 而 不 决 (留待 进一步 考察 ) ,或 随机 地 取 其 一 ,举例 
说 明之 . 

例 2.7 ”考虑 第 四 章 例 2.14, 但 此 处 我 们 讨论 有 关 9 的 检验 
问题 . 

1 ” 设 原 假 设 万 o :9 委 0, 对 立 假设 囊 | :9 >0, 就 该 例 给 的 先 验 

分 布 N(wn,c“) ,已 求 出 后 验 分 布 为 正 态 Ni 大 ) ,其 中 上 ,人 分 别 
见 第 四 章 (2.17) 和 (2.18) 式 . 

当 0 一 Nb 六) 时 ,9 委 0 的 概率 易 算 出 ,此 处 我 们 只 关心 它 
是 否 小 于 12 .显然 , 若 上 >0, 此 概率 小 于 1 ,车 上 <0, 则 大 于 17 

2. 当 上 =0 时 则 恰 为 12. 因 此 ,得 出 在 所 给 先 验 分 布 之 下 的 贝 叶 
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斯 检验 为 
信 上 <0 即 X<- wao2) 时 接受 局 :0 委 0 

4 当 上 >0 即 X>-- MACaaa2 ) 时 和 否定 瑟 。 

( 当 上 = 0 即 误 =- wanc2) 时 , 悬 而 不 决 
从 其 中 看 出 先 验 信息 的 影响 . 设 六 >0, 则 先 验 信息 较 有 利于 瑟 ,: 
0>0. 所 产生 的 后 果 是 :又 必须 小 于 一 个 比 0 更 小 的 数 - pv 
(ja2) ,才能 接受 6 二 0, 若 无 这 一 先 验 信息 的 “ 先 人 之 见 ”, 则 公平 
的 看 法 是 : 当 斑 <0 时 认为 6 二 0 的 可 能 性 较 大 ,因而 接受 它 . 先 验 
信息 的 存在 使 我 们 要 求 更 强 的 证 据 . 从 其 影响 上 看 ,与 选择 检验 水 

平 c 有 其 相通 之 处 :我 们 愈 是 相信 原 假设 ,就 愈 是 倾向 于 选择 较 
低 的 “ ,而 使 检验 更 有 利于 原 假 设 . 当然 ,这 只 是 一 个 比喻 .在 贝 叶 
斯 方法 中 没有 “检验 水 平 ” 的 概念 ,其 方法 的 精神 与 奈 曼 -皮尔 逊 理 
论 根本 不 同 . 

2。 若 取 原 假 设 为 有 :0 有 委 6 和 受 0 00,0; 给 定 ) , 则 原则 上 完 

全 一 样 :在 6 一 NG 7) 时 ,算出 0 委 g 委 0 的 概率 为 

P(O 委 0 过 0 | Xi X，)= 2 人 (2 二 z( 

(2.64) 

我 们 留 给 读者 去 证 明 : 这 数 作为 寺 的 函数 , 当 上 由 - ce 升 至 co 

时 , 先 增 后 减 .由 此 可 知 , 使 此 表达 式 大 于 172 的 上 是 落 在 某 区 间 

(ca,p) 内 (可 以 是 空 集 ). 相 应 地 ,X 落 在 某 区 间 (A, 甩 ) 内 , 即 贝 叶 

斯 检验 为 : 

| 当 A<X< 电 时 ,接受 原 假 设 Hu:0 雪 9 扫 60， 

当 X<A4 或 X > 电 时 ,和 否定 B0 

当 误 = 4 或 B 时 , 悬 而 不 决 
(2.65) 

用 非 页 叶 斯 方法 , 即 奈 曼 -皮尔 逊 的 方法 ,也 可 以 得 到 形式 一 

样 的 检验 ,但 临界 值 不 同 ,这 留 作为 一 个 习题 . 

3 最 后 考虑 检验 问题 感 0:0=0, 瑟 1:0 尖 0.



因为 后 验 分 布 为 正 态 ,6 取 一 个 值 0 的 后 验 概 率 为 0: 已 (五 0 

| XXX) 总 为 0. 故 依 贝 叶 斯 检验 ,不 论 样本 如 何 , 总 要 否定 
瑟 1. 

这 样 的 解 看 来 很 不 吸引 人 .这 里 面 就 有 些 思想 得 弄 清 楚 . 

首先 ,就 贝 叶 斯 方法 而 言 , 它 只 看 后 验 概率 的 大 小 .0 这 个 值 

的 先 验 概率 为 0, 即 根本 不 可 能 之 事 , 就 是 说 ,先天 地 已 知道 “6 = 

0 "不 可 能 ,还 有 什么 值得 去 检验 的 ， 

问题 就 出 在 这 个 “绝对 "上 . 如果 你 要 检验 某 个 物件 的 重量 “ 绝 

对 地 ”等 于 2.367959 克 ,我 说 你 不 必 检 验 , 世 间 找 不 出 其 重量 与 

2.367939 克 一 丝 不 差 的 物体 .在 这 个 意义 上 ,你 可 以 不 经 检验 否 

定 0=0o 这 种 假设 ,可 是 在 实用 中 ,人 们 并 不 这 人 么 绝对 的 看 问题 . 

当 人 们 检验 6= 9 这 假设 时 ,他 是 理解 为 :所 检验 的 其 实 是 :6 在 

00 附近 一 个 可 允许 的 限度 内 , 且 只 要 样本 中 包含 的 证 据 不 与 这 一 

点 相去 太 远 ,就 可 考虑 接受 .这 是 我 们 日 常 处 理 这 种 问题 的 看 法 . 

我 们 以 前 讲 过 的 ,以 奈 曼 -皮尔 逊 思想 为 基础 的 检验 法 ,很 好 地 体 

现 了 这 一 点 . 

在 此 ,如 一 定 要 用 贝 叶 斯 方法 来 检验 0=0 这 个 假设 ,就 必须 

给 0 这 个 点 以 一 正 的 先 验 概 率 加 o. 剩 下 的 1- po 的 概率 以 某 种 方 

式 分 布 在 0 天 0 的 范围 内 ,例如 按 正 态 分 布 .此 处 不 涉及 细节 ,有 

兴趣 的 读者 可 参看 陈 希 顺 . 倪 国 趴 合 著 的 《数理 统计 学 教程 yp.204 

僵 $.8. 大 家 可 能 觉得 : zo 这 个 值 毫 无 定 准 ,如 何 给 法 ? 在 并 无 确 

实 的 先 验 信息 可 依 时 ,只 好 赁 考虑 两 类 错误 的 后 果 去 选择 :如果 你 

认为 错误 地 否定 02=0 后 果 较 严重 ,你 可 以 选择 一 个 略 大 的 训 0 ,以 

使 -2 =0 难于 被 否定 一 些 . 这 与 在 奈 曼 -皮尔 逊 方法 中 选择 检验 
水 平 c 有 同一 效应 一 一 须知 ,水平 ac 的 选 定 也 并 无 理论 依据 ,而 

是 基于 实际 考虑 .此 处 加 的 选择 ,不 妨 也 作 如 是 观 . 

贝 叶 斯 方法 的 最 大 的 好 处 是 :一 经 选 定 了 先 验 分 布 , 则 剩 下 的 
只 是 计算 问题 ,而 没有 找 检 验 统计 量 的 问题 ,特别 是 没有 找 检验 统 
计量 的 精确 分 布 的 问题 ,看 一 个 例子 . 
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例 2.8 设 Xi,…,X, 为 抽 自 正 态 总 体 NC2,c>) 的 样本 ,9 和 

5 都 未 知 ,考虑 检验 问题 

Da 和 甩 0 过 0 万 :0<a 或 9 > 0. (2.66) 

其 中 ,2 都 是 给 定 的 有 限 常数 ,w< 2 

在 本 节 ($.2.1) 段 中 ,我 们 曾 讨 论 过 6 委 00,0 过 0 和 0= 0 等 

原 假设 的 检验 问题 ,但 就 是 没有 提 到 过 (2.66) ,其 实 这 个 问题 在 应 

用 上 也 有 其 重要 性 .原因 就 在 于 :用 非 忠 叶 斯 的 方法 ,这 个 检验 所 

涉及 的 分 布 问 题 不 易 解 决 . 

现 用 贝 叶 斯 法 ,给 6 以 广义 先 验 密度 1 ,给 c 以 广义 先 验 密度 
ac ,并 设 二 者 独立 . 这 等 于 说 给 (6,c) 以 广义 先 验 密度 c-1, 当 
-co<0<co,c>0. 由 第 四 章 (2.10) 和 (2.11) 式 ,得 知 在 有 了 样 

本 Xi,…,X, 时 (0,c) 的 后 验 密 度 为 

一 (72+1]) _ 1 呈 2 _ oo oa Cn exp| 5 (X 0) | 人 <O<co>0) 

(2.67) 

这 里 

_ | 一 (zz+1) _ 四 Sn _ 一 Cn = (| | 。 exp| 2 (X 5) |d6dc ) 1 

C 是 一 个 与 b,c 无 关 但 与 样本 有 关 的 常数 ,以 下 的 常数 D, ,下 ， 

等 也 如 此 ,它们 没有 必要 去 计算 .将 (2.67) 对 c 从 0 到 co 积分 ,得 
到 6 的 边缘 后 验 密度 ,为 

Co 四 革 必 

c|， GT Dexp| - 5 之 (2X 一 0)? |do 

一 Du( 定 (X 一 0)2)22 = D,(Si+mn(X-0)2) 72 

= DuSi"[I+ (COX- 6)2LSi] "2 
= 已 [1+mn(X- 60) 一 1)S2] -22 (2.68) 

其 中 Si 为 2 (X --X) , 即 (2 -1)S2,S2 为 样本 方差 . S,,S 都 

与 c,b 无 关 . 令 

”2$S]1 ，



  

0* =V72 (0-X)ZS (2.69) 

它 是 9 的 线性 函数 .由 0 有 密度 (2.68) , 易 算 出 0 有 密度 冰 数 

1 -2 )2， oo<0x < oo (2.70) 7 一 1 

把 这 个 表达 式 和 第 二 章 (4.31) 式 比较 , 即 知 它 是 自由 度 为 -1 

的 分 布 密度 ,因而 常数 户 就 必然 是 T( 生 }/ (3P(2 
以 1 记 目 由 度 2 -1 的 z 上 分布 函数 ,用 (2.69),(2.70), 即 得 

P(Do| XXX) = Pae 近 0 二 XXX) 

= P(Vza(a -X)MS 委 0 和 雪 VaO-X)ASTXITX) 

- Ti 人 (te )- Ta 忆 ) 

  

  

看 它 是 否 大 于 1 , 即 决定 是 否 接受 原 假 设 互 ,. 

例如 , 取 原 假设 为 -1 委 6 委 1, 样 本 大 小 2 =16, 且 设 由 样本 算 
出 X=0.8,S=2. 则 

va(O-X)《S =4(01-0.8)2 =0.4 

va(a-X)AS =4(-1-0.8) 人 =-3.6 

因而 

P(-1 委 0 近 1 XXX)= Tis(0.4) -Ti (- 3.6) 

查 上 分 布 表 知 上 式 右 边 为 0.621119 - 0.086245 = 0.S37874 > 
1 . 故 应 当 接受 原 假设 . 

有 意思 的 是 看 (2.69) 式 的 0 , 若 回 到 非 贝 叶 斯 的 看 法 , 即 把 
X,S 看 作 是 随机 的 而 0 为 未 知 常数 , 则 如 第 二 章 (4.34) 所 示 ,0 
的 分 布 为 自由 度 -1 的 :， 分 布 鼠 -1 .刚才 我 们 又 证 明了 :在 所 给 

的 (广义 ) 先 验 密度 之 下 ,0 的 后 验 分 布 是 *，， , 殊 途 而 同 归 , 但 解 
释 截 然 不 同 . 在 非 贝 叶 斯 意义 下 得 到 的 6" 一 上 无 助 于 解决 此 处 
的 检验 问题 ,而 在 贝 叶 斯 方法 之 下 ,由 0* 的 后 验 分 布 为 ti-1 芯 即 
导致 检验 问题 的 解 . 

顺便 交代 一 下 :30 年 代 初 ,R. A. 费 歇 尔 从 非 贝 叶 斯 的 结果 
”232 ，



VT(X--O)XMS 一 二 (2.71 ) 

出 发 ,用 如 下 的 推理 :在 上 式 中 把 X,S 看 作 已 知 常 数 而 将 6 看 成 

是 随机 的 , 则 (2.71) 式 可 看 作 决 定 了 6 的 一 个 分 布 ,他 称 之 为 6 的 

信仰 分 布 (fiducial distribution). 其 解释 如 下 :在 抽样 前 ,我 们 对 2 

茫然 无 所 知 . 有 了 样本 后 , 仍 不 能 确切 地 定 出 0. 但 根据 样本 所 提 

供 的 信息 ,我 们 对 2 取 各 种 值 的 “信仰 程度 "有 了 不 同 :例如 ,我 们 

相信 0 取 X 附近 值 的 程度 , 比 相信 0 取 远 离 X 的 值 的 程度 要 大 

些 . 信 和 仰 分 布 从 数量 上 刻画 了 这 个 相信 程度 . 若 以 下 记 6 的 信仰 

分 布 , 则 F(Co) -下 (ac) 就 是 我 们 对 “9 落 在 区 间 (a,2) 内 ”的 信仰 

概率 (fiducial probability). 利用 这 个 就 可 以 进行 统计 推断 一 一 作 

区 间 佑 计 , 检 验 等 ,这 个 方法 在 数理 统计 学 中 称 为 信仰 推断 法 
(fiducial inference ). 

费 歇 尔 的 思想 与 贝 叶 斯 学 派 的 基本 思想 有 共同 之 处 , 即 都 是 

把 未 知 参数 视 为 随机 变量 ,可 以 谈论 其 概率 分 布 .二 者 不 同 之 处 在 

于 贝 叶 斯 学 派 要 求 先 验 分 布 而 费 歇 尔 不 要 求 . 贝 叶 斯 方法 中 的 后 

验 分 布 与 费 软 尔 的 信仰 分 布 可 以 作 等 量 观 , 但 是 ,在 贝 叶 斯 方法 

中 ,由 先 验 分 布 到 后 验 分 布 有 一 定 的 规则 遵循 , 即 求 条 件 分 布 的 规 

则 .因此 ,一 旦 先 验 分 布 指定 了 ,后 验 分 布 并 无 岐 义 . 费 软 尔 的 信仰 

分 布 则 不 然 , 它 虽 不 依赖 什么 先 验 分 布 , 但 不 仅 无 一 定 的 法 则 可 遵 
循 , 且 在 较 复 杂 的 场合 ,简直 不 知 从 何 着 手 . 正 是 由 于 这 个 原因 , 信 

仰 推断 的 方法 没有 能 推 开 来 ,与 频率 学 派 和 贝 叶 斯 学 派 易 足 而 三 . 

但 是 ,这 方法 在 有 些 情 况 下 有 其 应 用 ,特别 是 在 我 们 多 次 提 到 过 的 
页 伦 斯 一 费 软 尔 问题 中 ,此 方法 颇 为 成 功 (参看 前 引 陈 希 、 倪 国 
黑 书 p. 182 一 183) ,目前 仍 有 些 学 者 对 它 进 行 研究 ， 

再 回 过 头 说 说 贝 叶 斯 检验 .上 面 提 到 的 那个 准则 , 即 在 P(E。 

| Xi ,Xn) >172 时 接受 原 假设 ,并 非 一 成 不 变 的 . 在 实际 问题 
中 ,不 论 接 受 或 是 否定 互 0 ,往往 都 意味 着 一 种 可 能 带 来 经 济 上 或 
其 他 方面 后 果 的 行动 .由 于 后 果 的 严重 性 不 同 及 当事者 的 承受 力 
不 同 ,他 在 作出 决定 时 所 采用 的 “临界 概率 "就 不 一 定 是 172 ,可 以 
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大 一 些 或 小 一 些 . 举 例 言 之 :接受 0 表示 兴办 某 一 商业 活动 .这 

活动 一 旦 成 功 ,大 有 利 可 图 ,但 也 很 可 能 失败 而 招致 一 定 的 经 济 损 

失 . 一 个 有 实力 能 承担 这 样 的 风险 且 又 富 于 冒险 精神 的 实业 家 ,可 

能 决定 只 要 在 30% 的 成 功 机 会 就 准备 一 试 ,这 时 他 把 接受 万 0 的 

标准 定 为 已 ( 互 ,| Xi ，,X,) 志 0.3. 反 之 ,一 个 实力 不 强 且 较 稳 健 

的 人 ,也 许 会 要 求 有 八成 把 握 才 干 .这 已 不 单纯 是 统计 推断 问题 ， 
而 是 一 种 统计 决策 问题 ,其 特点 是 不 仅 要 考虑 到 样本 提供 的 信息 ， 
还 须 考虑 到 种 种 决定 可 能 带 来 的 后 果 ”. 

$.3 拟 合 优 度 检 验 

拟 合 优 度 检 验 是 为 检验 观察 到 的 一 批 数据 是 否 与 某 种 理论 分 
布 符合 . 例如 ,我 们 考察 某 一 产品 的 质量 指标 而 打算 采用 正 态 分 布 
模型 ,或 考察 一 种 元 件 的 寿命 而 打算 采用 指数 分 布 模型 ,可 能 事先 
有 一 些 理论 或 经 验 上 的 根据 .但 这 究竟 是 否 可 行 ? 有 时 就 需要 通 
过 样本 进行 检验 .例如 ,抽取 若 于 个 产品 测定 其 质量 指标 ,得 Xi， 
Xe 然后 依据 它们 以 决定 “总体 分 布 是 正 态 分 布 ? 这 样 的 假设 

能 否 被 接受 .又 如 ,有 人 制造 了 一 个 仍 子 ,他 声称 是 均匀 的 , 即 出 现 
各 面 的 概率 都 是 146 ,是 否 如 此 ? 单 审视 人 子 外 形 恐 还 不 足以 下 
判断 ,于 是 把 仍 子 投掷 若 于 次 , 记 下 其 出 现 1 点 ,2 点 ,…;6 点 的 次 

数 ,去 检验 这 结果 与 “各 面 概率 都 是 1[6"” 的 说 法 能 否 符 合 . 
拟 合 优 度 检验 在 应 用 上 很 重要 . 除 直 接 用 于 分 布 拟 合 外 , 列 联 

表 ( 见 下 文 5.3.3 段 ) 也 是 一 项 重要 应 用 .另外 ,这 个 问题 在 数理 统 
计 学 发 展 史 上 占有 一 定 的 地 位 .其 历史 情况 是 这 样 的 :统计 分 析 方 
法 在 19 其 纪 时 多 用 于 分 析 生 物 数据 , 那 时 曾 流 行 一 种 看 法 认为 正 
态 分 布 普遍 地 适合 于 这 类 数据 .到 上 世纪 末 , 开 . 皮尔 逊 对 此 提出 
问题 ,他 指出 有 些 数据 有 显著 的 偏 态 ,不 适 于 用 正 态 模 型 .他 于 是 

* 关于 统计 推断 与 统计 决策 的 异同 的 论述 ,可 参看 前 面 所 引 陈 希 取 与 倪 国 熙 合 著 
的 书 pp. 222 一 225. 
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提出 了 一 个 包罗 甚 广 的 ,日 后 以 他 的 名 字 命名 的 分 布 族 , 其 中 包含 

正 态 分 布 ,但 也 有 很 多 偏 态 的 .皮尔 逊 认 为 :第 一 步 工作 是 根据 数 

据 去 从 这 一 大 族 分 布 中 硬 选 一 个 最 能 反映 所 得 数据 性 态 的 分 

布 ” .第 二 步 就 是 要 检验 所 得 数据 与 这 个 分 布 的 拟 合 如 何 , 这 一 步 

就 是 似 合 优 度 检 验 . 他 为 此 引进 了 著名 的 " 卡 方 检 验 法 “以 后 写 为 

X 检验 法 ). 20 年 代 ,R，A. 费 软 尔 对 六 检验 法 作出 了 重要 贡 
献 ,他 纠正 了 皮尔 逊 工 作 中 的 一 个 关键 性 的 错误 . 

s.3.1 理论 分 布 完 全 已 知 且 只 取 有 限 个 值 的 情况 

设 有 一 总 体 X. 设 从 某 种 理论 ,或 单纯 作为 一 种 假定 ,认为 X 

的 分 布 为 

万 0:P(X = ai) 三 太一 1 ,上 (3.1) 

其 中 wa ,Di =1 ,都 为 已 知 , 且 cd 两 两 不 同 , p; >0， 

2 二 1,…，,A&. 

现在 从 该 总 体 中 抽样 2 次 ,或 者 说 ,对 X 进行 次 观察 ,得 样 

本 Xi1，……,X, .要 根据 它们 去 检验 (3.1) 的 原 假 设 万 , 是 否 成 立 . 至 

于 为 什么 这 种 检验 称 为 拟 合 优 度 检 验 ,将 在 下 文 解释 . 

先 设想 交 足 够 大 . 则 按 大 数 定理 , 若 以 ， 记 Xi，……,X, 中 等 于 
ai 的 个 数 , 应 有 jj 储户 , 即 环 zi 我们 把 ?2 称 为 w 这 个 

“类 的 理论 值 ,而 把 ，” 称 为 其 经 验 值 或 观察 值 .如 下 表 所 示 

  

  

  

  

关 别 站 本 
理论 值 7z 户 1 2 户 2 712 户 : …- 7 太 

经 验 值 1 Y2 和 ] E ] 人 
  

显然 , 表 中 最 后 两 行 差 异 愈 小 , 则 瑟 o 愈 像 是 对 的 ,我们 也 就 愈 乐 
于 接受 它 .现在 要 找 出 一 个 适当 的 量 来 反映 这 种 差异 .皮尔 逊 采 用 

* 我 们 在 讲 点 估计 时 提 到 的 “和 矩 估 计 法 ”, 就 是 皮尔 逊 为 这 个 只 的 而 创立 的 .有 趣 的 
是 ,日 前 在 数理 统计 学 中 ,和 抢 法 的 Popularity 反倒 超过 了 皮尔 进 分 布 族 ,这 慌 怕 是 皮尔 
逊 始 料 所 不 及 的 . 

”25SS ，



的 量 是 
2 = 》)( 理 论 值 - 经 验 值 )7 理论 值 

= (?b 一 三) 六 [1 

这 个 量 每 项 的 分 子 部 分 好 解释 ,分 母 用 xp; 则 难于 从 直观 上 说 清 

楚 了 , 见 下 文 . 

这 个 统计 量 称 为 皮尔 逊 的 拟 合 优 度 关 统计 量 , 下 文 简称 X 

统计 量 . 名 称 的 得 来 是 因为 下 面 这 个 重要 定理 , 它 是 皮尔 逊 在 

1900 年 证 明 的 : 

定理 3.1 如 果 原 假设 刀 成 立 , 则 在 样本 大 小 2 一 co 时 ,QZ 

的 分 布 趋向 于 自由 度 &-1 的 和 2 分布, 即 yt -1 

这 个 定理 从 理论 上 说 明了 在 2 的 定义 中 ,分 母 取 为 zzp; 的 道 

理 : 若 用 别 的 值 , 就 得 不 到 这 么 简单 的 极限 分 布 ， 

这 个 定理 的 严格 证 明 超出 了 本 课程 范围 之 外 .为 使 读者 相信 

其 正确 性 ,我 们 对 有 &=2 这 个 简单 情况 仔细 考察 一 下 ,在 这 一 情 

况 ,有 

(3.2) 

zj 一 TtL 一 力 ),va 三 7 一 J 

于 是 
L = (7z 力 ; 一 1 ) ”ATz 力 | 十 (272 一 17 轧 ] 一 32 十 v1)2]z(1 一 力 1 ) 

= (vi -22j) [ap 一 1) 

=[ (vi 一 7z 力 1 ) 7 V zzpi(1 一 力 1) 上 

据 中 心 极限 定理 (第 三 章 定 理 4.3), 当 ?一 ceo 时，(z 一 zt)V 

Vi 二 方 ) 的 分 布 收敛 于 标准 正 态 N(0,1). 于 是 之 的 分 布 收 
敛 于 标准 正 态 变量 之 平方 的 分 布 , 按 定义 , 即 X= x_i 因此 处 
太 一 2. 

用 这 个 定理 就 可 以 对 互 0 作 检 验 . 显 然 , 应 当 在 QZ >C 时 否定 

五 0,Z 委 C 时 接受 互 0.C 的 选取 根据 给 定 的 水 平 c , 若 近 似 地 认为 

2Z 的 分 布 就 是 yt -1, 则 显然 应 取 C 为 x_i(a). 于 是 得 到 检验 : 

p: 当 了 Z 雯 好 1(a) 时 接受 呈 o, 不 然 就 否定 Ho (3.3) 
"23S6



  

这 是 一 个 " 非 此 即 披 "的 解决 方式 ,在 实用 上 ,有 时 采取 一 种 更 

有 弹性 的 看 法 , 它 能 提供 更 多 的 信息 , 且 解 释 了 ” 拟 合 优 度 这 个 名 

词 . 

假定 据 一 组 具体 数据 算出 的 Z 值 为 24. 我们 提出 这 样 的 问 

题 :在 五 0 成 立 之 下 ,出现 像 20 这 么 大 的 差异 或 更 大 的 差异 的 可 

能 性 有 多 大 ? 按 定 理 3.1, 这 概率 , 暂 记 为 (2Z0o) ,近似 地 为 

pp(Zo) = PCZ 二 0) o)s 1 KTC20) 

其 中 儿 -1CX) 为 自由 度 &-1 工 的 xy 分 布 函数 . 显然 ,这 个 概率 愈 
六 , 舟 说 明 即 使 在 Bo 成 立时 ,出 现 Z 这 么 大 的 差异 就 愈 不 稀奇 ， 
因而 就 愈合 人 们 相信 5 的 正确 性 .以 此 之 故 ,把 训 (Z0) 解 释 为 数 
据 对 理论 分 布 (3.1) 的 “ 拟 合 优 庆 ”. 拟 合 优 度 愈 大 ,就 表示 数据 与 
理论 之 间 的 符合 愈 好 ,该 理论 分 布 也 就 获得 更 充足 的 实验 或 观察 
支持 .检验 (3.3) 不 过 是 树立 了 一 个 门槛 ax: 当 拟 合 优 育 (20) 低 
于 a 时 , 即 放弃 已 0“ 自然 , 若 取 ac=0.05, 则 当 (Zu)=0.06 或 
ppLZo)=0.94 时 ,都 接受 媚 . 但 后 者 数据 对 理论 分 布 的 支持 显然 
比 前 者 大 得 多 :前 者 虽 勉 强 过 关 ,但 已 接近 骨 溃 的 边缘 . 

例 3.1 考虑 前 面 提 的 检验 货 子 均 匀 的 问题 , 它 相 当 于 w = 

1825i=1[6=1, ,60ai 的 具体 值 不 重要 , 它 只 是 代表 一 个 类 而 
已 ), 设 作 了 2=6x10" 次 投掷 ,得 出 各 点 出 现 的 次 数 为 (理论 值 : 
7 轧 =1010) 

v1 =10 一 104m2 = 100+1.5x106,7 = 10I0 -2 x106 

"4 =100+4x106v5 = 100-3x10v = 100+10672 

(3.4) 
算出 这 组 数据 的 拟 合 优 度 统计 量 2 之 值 为 

六 这 种 看 法 不 仅 适 合 于 此 处 ,也 适合 于 前 面 所 讲 过 的 那些 检验 问题 .举例 而 言 , 设 
和 是 抽 自 正 态 总 体 NX(C8,1) 的 样本 ,要 检验 已,:0< 且 0, 设 z0 是 兴 的 具体 值 .可 以 把 已 
(XZzo10g=0)》=1- 有 (zxo) 作 为 xo 这 个 数值 的 拟 合 优 度 .如果 zw , 则 拟 合 优 度 

低 于 a 而 否定 五 .如果 “=0.05, 则 zo=2 和 <xo=100 都 要 否定 吾 ,, 但 后 者 提供 的 否 

定 五 0 的 诈 据 ,显然 比 前 者 有 力 得 多 . 
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ZJ =(102 +2.23SX102+4x1l0o2+16x10 

+9x1lo2+102M4)X0U = 3250 

此 处 =6,&-1=5. 查 入 分 布 表 ,K5(3250) = 0.9999…, 故 拟 合 

优 度 户 (Zo) 几 乎 是 0. 这 说 明 , 实 验 数据 极 不 支持 " 货 子 均匀 ”这 个 

假设 . 

这 个 结果 值得 玩味 . 如 拿 数 据 (3.4) 对 户 作 估 计 , 则 估 出 户 

的 值 都 在 176+10… 数 量 级 之 内 .从 实用 的 观点 看 这 式 怕 可 认为 

是 足够 均匀 了 . 这 种 差异 ,即使 存在 ,也许 并 无 实用 意义 .可 是 ,由 

于 试验 次 数 极 大 ,我们 达到 了 ”明察秋毫 ”的 地 步 ,把 这 么 小 的 差异 

也 检测 出 来 了 .本 例 说 明 :假设 检验 的 结果 的 含义 必须 结合 其 他 方 

面 的 考虑 (样本 大 小 ,估计 值 等 ) ,才能 得 到 更 合理 的 解释 .统计 上 

的 显著 性 并 不 等 于 实用 上 的 重要 性 ,这 一 点 在 前 面 已 提醒 过 了 . 

下 面 举 一 个 反方 向 的 例子 . 

例 3.2 一 家 工厂 分 早 . 中 、 晚 三 班 , 每 班 8 小 时 ,近期 发 生 了 

一 些 事故 , 计 早 班 6 次 ,中 班 3 次 , 晚 班 6 次 . 据 此 怀疑 事故 发 生 率 

与 班次 有 关 ,比方 说 ,中 班 事故 率 小 些 , 要 用 这 些 数 据 来 检验 一 下 . 

我 们 把 

五: 事故 发 生 率 与 班次 无 关 (3.5) 

作为 原 假设 .如 分 别 以 1,2,3 作为 早 、. 中 、 晚 班 的 代号 ,这 个 假设 相 
当 于 (3.1) 中 的 wu =i, 户 =143,=1,2,3. 理 论 值 为 z 户 =15x 
1M3=S3. 算 出 2 之 值 为 

2Zo=[(S-6) +(35-3)2+(35-6)2] = 1.2 

&-1=3-1=2. 查 X2z 分 布 表 , 得 拟 合 优 度 
pp(Zo) =1-K(1.2)=1-0.451 = 0.549 

故 数据 未 提供 否定 Bo 的 证 据 . 更 清楚 地 说 ,即使 事故 与 班次 完全 
无 关 ,在 每 一 百 家 工 厂 中 ,你 平均 会 观察 到 $5 家 ,其 各 班次 事故 数 
表面 上 的 差异 甚至 比 这 里 观察 到 的 还 大 .因此 ,表面 上 6:3:6 的 差 

异 其 实 并 不 稀奇 . 

没有 统计 思想 的 人 易 倾 向 于 低估 随机 性 的 影响 .在 此 例 中 ,由 
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于 观察 数 =15 太 小 ,随机 性 的 影响 就 大 了 .读者 可 计算 一 下 : 若 

观察 的 总 事故 达到 75 而 仍 维持 上 述 比例 ( 即 早 班 30 次 ,中 班 15 

次 ,上 晚 班 30 次 ), 则 户 (Zo) 降 至 0.05 以 下 ,因而 有 较 充 分 的 理由 认 
为 三 个 班次 有 差异 了 .在 15 这 人 么 小 的 观察 数 之 下 ,对 目前 这 个 结 
朱 , 只 宜 解释 为 :一 方面 数据 未 能 提供 事故 率 与 班次 有 关 的 支持 ， 
一 方面 也 认为 表面 上 的 差异 究竟 不 宜 完全 忽视 ,值得 进一步 观察 . 

s.3.2 理论 分 布 只 含有 限 个 值 但 不 完全 已 知 的 情况 

先 举 两 个 例子 . 

例 3.3 回 到 “符号 检验 "中 讨论 过 的 那个 问题 . 被 调查 者 对 
甲乙 两 牌号 何者 为 优 的 回答 可 能 有 三 种 :1. 甲 优 .2. 乙 优 .3. 认 
为 一 样 或 不 回答 .所 谓 “ 甲 乙 两 牌号 一 样 ? 这 时 应 理解 为 ,这 三 种 情 
况 的 概率 依次 为 pi = 0,p = 0,p3=ITI-20, 对 某 个 0 人 0,6 扫 
1/2. 在 这 里 ,理论 分 布 只 是 部 分 已 知 (有 上 述 形式 ,特别 是 , p; = 
思 ) ,但 其 中 包含 未 知 参 数 0 ,并 不 完全 知道 . 

例 3.4 想 要 考察 特定 一 群 人 的 收入 与 其 花 在 文化 上 的 支出 
有 无 关系 的 问题 . 把 收入 分 成 高 .中 、 低 三 档 , 文 化 上 的 支出 分 为 
多 、 少 两 档 . 则 每 个 人 可 归 和 六 个 类 别 中 之 一 . 分 别 以 X=1 2， 
…,6 记 ( 高 ,多 ),( 高 , 少 ),…,( 低 , 少 ) 这 6 类 .如 果 这 二 者 独立 ， 
则 应 有 ,例如 

尸 ( 高 ,多 ) = 已 (高 ) 已 (多 ) 
分 别 以 pi,zaz,zs 记忆 (高 ),P( 中 ),P( 低 ). 这 三 个 数 就 是 收入 为 

高 `. 中 、 低 档 者 在 全 体 人 口中 的 比率 , 思 + 思 + =1. 类 似 地 以 91 
和 42 分 别 记 已 (多 ),P( 少 ), 有 ali+ ga=1. 这 样 , 若 独立 性 成 立 ， 
则 X 的 理论 分 布 为 

1 P(X=1)= zcl,P(X = 2) = zia2,P(X = 3) = z9i 

PLX =4) = zzqz,P(X =5S) = zpdqi,P(X =6) = 130， 

(3.6) 
这 里 ,我 们 知道 理论 分 布 有 (3.6) 这 种 特殊 形状 ,但 并 不 完全 知道 ， 
因为 其 中 包含 未 知 参 数 , pp。 和 gl ,其 数目 为 3， 
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这 个 例子 代表 了 一 类 重要 应 用 ,将 在 下 一 段 专 门 讨论 . 

现在 我 们 可 以 提出 一 般 的 形式 , 设 总 体 X 只 取 有 限 个 值 cl， 

…，,ak, 其 概率 为 

P(X = aih) = 轧 (01 9) 二 工 开 (3.7) 

其 中 0 ,…，,0. 为 未 知 参 数 ,可 在 一 定 范围 内 变化 .如 在 例 3.4 中 ， 

三 个 参数 bp ,ol 的 变化 范围 为 

四 1 字 0, 加 字 0,b+b 思 和 委 10 委 qi 系 1 

参数 个 数 > 委 & 一 2. 

及 对 X 进行 了 7 次 观察 , 仍 如 前 ,以 记 X 取 a 的 次 数 .所 

已 o:(3.7) 对 (0 ,9.) 的 某 一 组 值 (209,… ,00) 成 立 (3.8) 
检验 这 个 假设 的 步骤 与 前 面相 似 , 只 多 了 一 个 参数 估计 问题 : 

1 利用 数据 对 参数 0 ,…,6. 之 值 作 一 估计 .采用 极 大 似 然 

舍 计 法 ,即使 ( 略 去 了 与 0 ，…,6, 无 关 的 因子 zl [iT TD)) 

了 = DO 20) jp2P(CO 000 90)) 
达到 最 大 . 取 logL ,对 6 求 偏 导 数 并 命 之 为 0. 得 

ea J/ pi001 0 ) 之 有 0 四 = 0,i =1,…,r (3.9) 

此 方程 组 的 解 记 为 2 ,0 . 

2” 就 以 (6 ,6,) 作 为 (9 ,…,6.) 的 真 值 .算出 

记 = 记 (8521 
然后 按 公 式 (3.2) 算 出 统计 量 2 之 值 . 有 如 下 的 定理 : 

定理 3.2 在 一 定 的 条 件 下 , 若 原 假设 (3.8) 成 立 , 则 当 样 本 
大 小 ac 时 ,2 的 分 布 趋向 于 自由 度 有 -1- > 的 X” 分 布 , 即 

XA-1-r、 

这 个 定理 是 费 软 尔 在 1924 年 证 明 的 ,其 确切 条 件 很 复杂 ,不 
在 此 细 述 了 .与 皮尔 进 定 理 3.1 相 比 ,差别 在 于 自由 度 由 大 一 1 下 
降 为 &-1->. 即 :所 减少 的 自由 度 正 好 等 于 要 估计 的 参数 个 数 . 
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在 这 以 前 ,皮尔 逊 曾 认为 这 自由 度 仍 为 有 一 | 

3” 据 定理 3.2, 若 以 Zo 记 统计 量 2 的 具体 值 ,算出 Zo 的 拟 

合 优 度 pp(Z0)=1-RK (2Z0o). 如 给 定 检验 水 平 cx, 则 当 (2Z0) 

<w 时 ( 即 Zo>X21，(a) 时 ) ,否定 五. 

在 这 几 步 中 ,最 及 烦 的 往往 是 解 方程 组 (3.9). 要 计算 记 QZo)， 

得 有 较 细 的 y2 分 布 表 . 
现在 回 到 例 3.3. 调 查 了 ?2 个 人 ,以 iv 和 妆 分 别 记 回答 

“ 甲 优 ?>，“ 乙 优 2 和 ”认为 一 样 或 不 回答 "的 人 数 . 例 3.3 已 指出 

pi(O)=zp0)=0,p300)=1-20. 由 此 得 出 (3.9) 为 

(vi +o)《M -23 人 1L-20) =0 

其 解 为 6=(v +)M22 .于 是 算出 各 类 的 理论 值 : 

zzb1(O) 一 (yi1 十 2 )M2 ,npo(O 1) 一 〈《Y1 十 2)M2 ,2p3(0 ) 二 23 

因此 

z = (，- 电 和 雪 ) /1 (- 反 后 和 

nl 一 2 ) 

1 十 2 

比 处 R=3,r=1, 自 由 度 为 好 -1 一 -三 1. 

不 难看 出 ,(3.10) 与 用 以 下 方法 算出 的 2 一 致 :只 考虑 有 效 

回答 数 六 =yi 十 2 .把 它 作为 一 个 有 二 2. DPI 一 六 ， 一 1 /2 的 假设 去 

检验 .事实 上 , 按 这 个 处 理 法 ,2 值 为 

(1-NOD2)ANO2)+( -NO2)ANOD) = (vv)]LN 

即 43.10). 按 定理 3.1, 当 原 假 设 pz =z 加 =172 成 立时 ,其 极限 分 

布 应 为 yY3_1= Xi, 与 由 定理 3.2 得 出 的 一 致 ,这 个 特例 说 明了 :在 
有 需要 由 数据 估计 的 参数 时 ,自由 度 确 有 所 降低 . 

5.3.3 ”对 列 联 表 的 应 用 

列 联 表 是 一 种 按 两 个 属性 作 双 向 分 类 的 表 . 例 如 ,一群 人 按 男 

女 ( 属 性 A) 和 有 否 色 盲 (属性 B) 分 类 ,目的 是 考察 性 别 对 色盲 有 
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无 影响 .属性 也 可 以 是 在 数量 划分 之 下 形成 的 . 如 在 例 3.4 中 属性 

4 一 一 收入 可 按 月 3000 元 以 上 (高 ) .月 1000 一 3000 元 (中 )》、 月 

1000 元 以 下 ( 低 ) 分 为 三 档 , 如 数据 量 大 ,档次 还 可 以 多 分 一 些 . 

表 3.1 显示 一 个 ex 双向 列 联 表 . 属 性 A 有 a 个 水 平 1,2， 
…,a, 昌 有 8 个 水 平 1,2,…,0. 随 机 观察 了 ?2 个 个 体 , 其 中 属性 
入 处 在 水 平 : ,而 属性 吾 处 在 水 平 ; 的 个 体 数 ,为 表 中 之 .又 

表 3.1 ax 列 联 表 
  

  

  

有 。 1 2 机 辐 四 2 
人 利 吾 

1] 7211 7221 1 7 5 7 好。 | 7 .t 

2 ?212 开 22 | 如 ;2 ”7 720 2 好 ,2 

了 7121 72 27 站 了 2 由 好 wj 好. 

召 721p ?725 … 卫 轴 “0 7 12 .5 

和 好 1 姑 交 也 好       

-mw 72 . 站 = (3.11) 

分 别 是 属性 A 处 在 水 平 : 的 个 体 数 和 属性 处 在 水 平 7 的 个 体 
数 . 记 

zi = 忆 ( 属 性 4, 电 分 别处 在 水 平 二 7) 
问题 是 要 检验 A, 忆 两 属性 独立 的 假设 马 . 如 万, 为 真 ,应 有 

zi = UL 三 03 三 ]…),0 (3.12) 

其 中 

2.i = 局 属 性 4 有 水 平 ;),uw = 已 (属性 下 有 水 平 及 
因此 , Fo 之 成 立 ,等 价 于 存在 | zj ,ju 上 满 足 

< 让 
>0>0=liw>o>u=1 (3.13) 

[二 1] 了 = 工 

使 (3.12) 式 成 立 . 

在 这 个 模型 中 ,xi ,vi 等 充当 了 参数 0 ,…,6, 的 作用 .总 的 独 
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立 参 数 个 数 为 

rr=(a-l)+(eo-1l)=4+b0o 一 2 

为 估计 zi , 志 , 写 出 似 然 函 数 

- 焉 Too)= 一 IT2 “证 
:=1 7=1 

取 对 数 
也 

log = > ，71 ， logz; 十 > 77 .jlog 孔 
z 一 工 | 

注意 独立 参数 为 zl 21 和 zip- 而 zu 二 一 MI 一 … 一 

  

Gu au 
ww 

1.7=1,…,0-1. 由 此 得 方程 

BlogL 7 和 
0 = Ga; 天 辣 汪 0 人 1] 

logL _ ?2 2 四 
0 三 au 也 也 ,7 一 1 0 一 1 

由 这 方程 组 ,并 利用 (3.13) 以 及 
4 B 

= 交 
即 得 解 为 

从 

= [II 二 Ta03 大 二 11 三 10 

(3.14) 

其 实 , 估 计量 (3.14) 不 是 别 的 , 正 是 用 频率 估计 概率 .例如 ,mi 是 

在 7 个 个 体 中 ,属性 A 取水 平 二 的 个 体 数 , 故 .Am 正好 是 频 

由 估计 量 (3.14) 得 四 = 郑 二 = 2 因而 得 到 第 (; 7) 

2i2ij 不 允许 为 0. 实际 上 . 若 某 个 z.=0( 因 而 & =0,) 则 表 3.1 的 第 ; 列 全 为 

0. 这 时 4 的 水 平 ; 应 当 划 去 .这 当然 不 是 说 4A 不 能 有 水 平 f, 只 是 在 样本 中 未 出 现 , 无 

法 讨论 ,只 能 看 作 没有 . 
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格 的 理论 值 为 7 防 5 三 12i.72 .j /7 ,因此 统计 量 Z 为 

也 

Z 一 >， > (7 加 12.72.jA7 ) ACTA ) 
下 

二 

4、
 

记 

一 >，>， (2223 一 772 ACT272 7 7) (3.15) 

自由 度 为 &-1-r=o-1-(arbo-2)=(o-D( 1) 
在 <=0=2 这 个 特例 , 表 3.1 有 时 也 称 为 “四 格 表 ”人 简单 的 

代数 计算 证 明 ,这 时 有 

Z = 7(71172? 一 112721)A(C71.722.72.172 2) (3.16) 

自由 度 为 1. 

例 3.5 考虑 例 3.4. 设 随机 从 某 特 定 一 大 群 人 中 ,调查 了 

201 名 ,结果 如 下 表 . 其 中 A 表 收 入 ,1,2,3 分 别 表 示 低 .中 高 ;如 

表 文 化 文 出 ,1,2 分 别 表示 “ 少 ” 和 ”多 ”. 

   

       1 

63 

16 

79 

2 和 

160 

41 

201 

       
    

  

     

     

  

     
     

  

     
      

    
    

  

1 

2 

和 

    
    
    

60 

8 

68 

37 

17 

34 

须 分 别 就 每 个 格子 计算 和 (3.1S$) 中 的 项 .例如 ,第 一 个 格子 为 
(201 x 63 - 79 x 160)2/(201 x 160 x 79) = 0.0002. 

其 他 5 个 格子 之 值 依次 算出 为 0.8333 ,0.6367,0.0008,3.2521， 
2.4847. 这 6 个 数 的 和 , 即 统计 量 2 的 值 Zu ,为 7.2078 ,自由 度 为 

(3-1(2-1)=2. 查 X 分 布 表 ,得 拟 合 优 度 训 (2Z0) =0.0207. 此 
值 很 低 ,说 明 "收入 与 文化 支出 无 关联 ”的 假设 极 不 可 能 成 立 .考察 
所 得 数据 ,收入 高 者 文化 支出 偏 低 . 

例 3.6 ”有 三 个 工厂 生产 同一 种 产品 .产品 分 1,2,3 三 个 等 
级 . 为 考察 各 工厂 产品 质量 水 平 是 否 一 致 ,从 这 三 个 工厂 中 分 别 随 
机 地 抽出 产品 109 件 ,100 件 和 91 件 , 每 件 鉴 定 其 质量 等 级 ,结果 
如 下 表 . 
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等 上 厂 ft 2 3 和 

级     1 58 38 32 138 
2 28 44 45 117 
3 23 18 14 55 

和 109 100 91 300 

  

  

            

“各 工厂 产品 质量 一 致 "这 个 假设 ,可 看 作 是 “工厂 ”和 "质量 等 
级 "这 两 个 属性 独立 的 假设 .用 公式 (3.15) ,算出 统计 量 2 之 值 

Zo=13.59. 自 由 度 为 (3-1)(3-1)=4. 查 六 分 布 表 ,得 拟 合 优 度 

为 (Zo)=1-K4(13.$9)<0.01, 故 结果 高 度 显 著 , 即 有 明显 证 
据说 明 各 工厂 产品 质量 并 不 一 致 .从 表 上 数据 看 ,1 厂 质 量 明显 优 
于 另 两 厂 , 而 2,3 厂 的 差别 似 不 大 . 

本 例 与 例 3.5 比 有 一 点 不 同 .在 例 3.5 中 ,每 一 个 体 抽出 后 ， 
才 去 确定 其 两 属性 的 水 平 , 故 表 中 边缘 的 数据 , 即 79,54,68 ,及 
160,41 ,都 是 随机 观察 结果 .本 例 则 不 然 . 三 厂 各 自 抽样 数 109， 
100 ,91 等 ,在 抽样 前 已 定 下 ,并 非 随机 ,每 一 个 体 在 被 抽出 时 ,其 

A 属性 的 水 平 事 先 已 定 ( 从 第 一 厂 抽 的 产品 ,事先 就 知 其 A 属性 
的 水 平 必 为 1). 昌 有 这 个 差别 ,但 理论 上 可 以 证 明 : 定 理 3.2 仍然 
适用 . 

像 例 3.6 这 种 检验 问题 常 称 为 “ 齐 一 性 检验 ”. 因 为 ,本 例 更 自 
然 的 看 法 是 把 三 个 工厂 的 产品 看 成 三 个 分 别 的 总 体 ,每 总 体 依 质 
量 等 级 各 有 其 分 布 ,共有 三 个 分 布 .检验 的 假设 是 “这 三 个 分 布 一 

致 ”( 或 齐 一 ). 而 像 例 3.5 那 种 检验 问题 则 称 为 “独立 性 检验 ”, 其 
目的 是 判定 两 个 属性 有 无 关联 存在 . 

S.3.4 总 体 分 布 为 一 般 分 布 的 情形 

这 包括 总 体 分 布 为 离散 型 ,但 能 取 无 限 多 个 值 例 如 波 哇 松 分 

布 的 情形 ,以 及 总 体 分 布 为 连续 型 ,例如 正 态 分 布 的 情形 . 设 Xi， 

…,X， 为 自 某 总 体 中 抽出 的 样本 ,要 检验 原 假 设 

五 0 :总 体 分 布 为 严 (z) (3.17) 
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其 中 FUz) 可 以 是 完全 已 知 ,也 可 以 带 有 未 知 参数 ,这 时 忆 (z) 成 

为 下 (z;b 0.). 其 中 (0 ,0.) 可 以 在 一 定 的 范围 内 取 值 ,而 

(3.17) 则 改 为 
已 :对 其 一 组 值 (88,…，,60) ,总 体 分 布 为 下 (z368 97) 

(3.18) 

检验 这 一 假设 的 办 法 是 ,通过 区 间 分 划 把 它 转化 为 已 讨论 过 

的 情况 . 为 确定 计 , 设 正 是 连续 型 的 .把 (- co,oco) 分 割 为 一 些 区 

间 
一 co 三 CO<aI 所 Ga 苹 :所 上 1 所 Q 二 co 

一 共有 个 区 间 : 姜 = (aoyalj 和 天 =(ailyaij 有 三 (ak-l， 

ai) .如 果 总 体 的 分 布 为 下 (z3;0 ,0), 则 区 间 无 有 概率 

CO01 0 ) = 下 (ai301，…，O.) 

-Fa ip 0) = 1 ,RE (3.19) 

以 vi 记 样 本 XI, …，,X。， 中 落 在 区 间 无 内 的 个 数 ,z=1,…, 太 .通过 

这 个 办 法 ,我 们 就 回 到 了 在 5.3.2 段 中 已 讨论 过 的 情况 , 连 记 号 

六 (0 0 也 一 样 .以 下 的 步骤 就 与 那里 讲 的 完全 一 样 , 基 

于 定理 3.2, 拟 合 优 度 统计 量 2 的 极限 分 布 为 yt-1 ，,, 故 分 区 间 

的 数目 & 不 能 小 于 ”+2. 

当然 ,通过 分 区 间 ,我 们 实际 上 是 用 另外 一 个 假设 GT 代替 了 

原来 的 假设 (3.18) .五 0 是 :对 某 一 组 值 ( 包 ,…，,00) ,总 体 在 区 间 

无 内 的 概率 为 如 (0 ,60)=1, ”车 (3.18) 成 立 , BY 当 

然 成 立 . 反 之 ,由 丈 0 成 立 推 不 出 (3.18) 成 立 ,因为 6 丝毫 没有 

限制 总 体 在 每 个 区 间 天 内 的 分 布 如 何 .所 以 如 否定 了 五 0, 则 更 有 

理由 否定 五 0. 大 接受 瑟 0, 则 我 们 也 接受 互 0 一 一 这 方法 就 是 如 此 

规定 的 .可 以 设想 , 若 区 间 分 得 很 细 , 则 每 个 小 区 间 大 内 的 概率 都 
不 大 , 妃 0 与 五 o 之 间 也 就 更 接近 ,但 是 ,分 区 间 数 & 取决 于 样本 大 

小 ?为 了 使 定理 3.1 或 3.2 中 的 极限 分 布 与 Z 的 确切 分 布 的 差 

距 缩小 ,就 要 求 分 区 间 数 少 些 ,以 使 每 区 间 内 样本 数目 ( 即 ，) 大 一 

些 , 这 是 两 个 互相 矛 盾 的 要 求 , 在 实际 工作 中 ,通常 是 根据 样本 值 
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的 情况 来 划分 区 间 ,以 使 每 个 区 间 内 所 含 样本 数 不 小 于 5, 而 区 

间 数 & 又 不 要 太 大 或 太 小 .一 般 在 40 委 2 委 100 时 ,区 辐 数 可 取 为 

6 至 8; 当 100 委 2” 委 200 时 ,可 取 为 9,…,12. 当 ”>200 时 可 适当 

增加 ,一 般 以 不 超过 1S 一 20 为 宜 .这 样 划 分 时 ,有 时 不 能 照顾 到 各 

区 人 间 ( 除 局 和 玉 外 ) 之 长 相等 . 

对 总 体 为 离散 的 情况 , 设 它 能 取 的 值 按 大 小 排列 为 af< az< 

… 大 样本 Xi …,X 中 有 较 多 个 (例如 至 少 和 个 以 上 ) 取 a; 为 

值 , 则 wa; 自 成 一 组 . 若 不 然 , 则 把 相 邻 的 几 个 a; 并 成 一 组 ,分 组 数 

目的 考虑 与 上 述 相同 . 

这 个 检验 中 最 难 的 一 部 分 就 是 计算 出 01，……,6, 的 估计 值 5 ,， 

…，,0,. 这 要 通过 解 方程 组 (3.9), 其 中 方 (01,…,0.) 由 (3.19) 给 

出 .这 种 方程 确切 解 的 计算 很 难 . 例 如 , 若 要 检验 总 体 分 布 为 正 态 
No , 则 -=2,6=w0=c. 而 

zi(A，a) = 志 | em[- 5(z 一 oo) |dz 

要 把 这 样 的 表达 式 代 入 (3.9) 而 求解 是 很 难 的 ,因此 在 应 用 上 , 常 
使 用 更 易于 计算 的 估计 ,如 用 

忆 =X,a=S 

其 中 X 和 S 分 别 是 样本 均值 和 样本 方差 . 理论 上 知道 ,用 这 一 佑 
计 代替 由 (3.9) 决 定 的 估计 去 计算 统计 量 Z ,已 使 定理 3.2 的 结论 
不 成 立 了 ,但 差距 还 不 大 , 故 应 用 上 还 是 可 以 . 

以 下 这 两 个 数字 例子 取 自 H. 克拉 美的 《统计 数学 方法 ?第 30 
章 . 

例 3,7 有 一 取 0,1,2… 为 值 的 离散 变量 ,对 其 进行 了 2608 
次 观察 ,结果 如 下 表 所 示 : 

  

* 按理 论 的 要 求 (为 了 使 定理 3.1,3.2 的 结论 有 效 ) ,划分 区 间 必 须 在 未 看 到 祥 本 
之 前 就 做 好 ,而 不 能 依 样本 情况 去 划分 .但 实际 工作 中 难于 遵守 这 一 点 , 它 引起 的 误差 
-- 般 也 很 小 ,不 必 拘 泥 . 
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1 6 1 2 3 4 5 6 7 8 9 人 (10 1 12) 

1137 20 38 3 32 408 23 89 和 227 (0 4 2) 

要 检验 其 分 布 为 波 蛙 松 分 布 的 假设 . 

先是 分 组 .对 z=0,1,…9,， 都 比较 大 ,可 单独 成 组 .10,11 和 

12 合并 为 一 组 , 故 该 组 的 六 ,应 改 为 10+4+2=16. 

其 次 是 用 样本 估计 波 哇 松 分 布 的 参数 和 .要 是 用 (3.9), 则 其 

为 麻烦 . 此 处 用 其 通常 估计 X : 

1 =X=3.870 

然后 据 此 算出 各 组 理论 值 . 除 最 后 一 组 外 ,理论 值 是 

    

  

ne ii = 2608e-3.820(3.870)j1i = 0.1…9 
例如 ,算出 ;=0 时 为 S4.399,; = 工时 为 210.$23 等 .最 后 一 组 的 

理论 值 为 

2608>)c 570(3.870)Ai 1 = 17.075 

最 后 按 公 式 (3. 2) 算 出 统计 量 2 之 值 ,结果 为 Z=12.885. 此 处 到 
=11( 共 分 11 个 组 ),r>=1( 有 一 个 参数 1 被 估计 ) , 故 自由 度 为 
11-1-1=9. 查 X 分 布 表 ,得 拟 合 优 度 为 训 (Zo)=1- Ko 
〈12.885) =0.17. 这 拟 合 优 度 尚 可 ,但 不 太 好 :即使 总 体 真 服从 波 
哇 松 分 布 ,也 有 17% 的 机 会 产生 比 本 例 数据 更 大 的 偏离 .0.17 概 
率 的 事件 当然 不 稀奇 .但 这 概率 毕竟 偏 小 一 些 , 使 人 不 很 放心 . 

例 3.8 ”瑞典 斯 德 哥 尔 摩 自 1841 年 至 1940 年 ,百年 期 间 6 
月 份 平 均 温 度 的 记录 ,分 组 后 如 下 表 . 要 检验 这 温度 的 分 布 服从 正 
态 分 布 NCnp ,ca ) 对 某 个 (wa2)， 

  

  

全 文 后 

(摄氏 度 ) 观察 数 “ ( 报 民 许 ) 观察 数 “ 
一 12.4 10 14.3 一 14.9 10 

12 .9- 一 12.9 12 13.0 一 19 .4 9 

13.0 一 13.14 马 I3 .9 一 16.0 6 

13.3 一 13.9 1 16.0 一 16.4 7 

14 .0 一 14.4 T19 16 .5 一 8         
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死 拉美 给 出 的 w 和 ce 估计 值 是 =14.28,5=1.374. 利用 这 
组 估计 就 可 以 算出 各 组 的 理论 值 .例如 ,12.$ 一 12.9 这 一 组 是 

1 12 :95 (并 一 14.28) 
1 万 em| 2 x(1.S74) jd 

= 100 xx0.0789 = 7.89 

而 一 12.4 这 一 组 为 

1 1245 ff (并 一 14.28)? 
100 | p| 2 X 也 34 呈 jd 

= 100 x0.1289 = 12.89 

等 等 , 式 中 的 积分 可 通过 转化 到 标准 正 态 分 布 函 数 去 计算 ， 

1 人 1 vv 
元 -| ee| 3) jd 二 TG > 4 

(3 
  

查 标准 正 态 分布 表 即 得 . 

注意 以 上 计算 中 的 积分 限 , 它 是 取 在 相 邻 区 间 的 相 邻 端点 的 
中 点 ,这 符合 四 含 五 人 法 则 . 

这 样 算出 各 组 理论 值 后 ,用 (3.2) 算 出 2 值 .本 例 结 果 为 
7.86. 自 由 度 &-1-r=10-1-2=7. 拟 合 优 度 为 1- K)(7.86) 
=0.85S. 拟 合 程度 很 高 . 

如 果 数 据 一 开始 就 用 分 组 形式 给 出 (原始 数据 没有 给 ,或 最 初 

记录 时 就 只 记 下 它 在 何 区 间 ), 则 六 和 5 只 能 用 这 分 组 数据 算 . 可 用 
公式 

严 三 一 了 72j 2 一 六 (ma 一 应 ) 

其 中 mm 是 第 ; 个 组 区 间 之 中 点 .这 时 ,最 左 最 右 两 个 区 间 也 要 界 
定 , 可 取 其 长 为 其 相 邻 区 间 之 长 . 

最 后 ,如 果 理 论 分 布 下 不 包含 参数 , 则 各 区 间 理 论 值 直 接 由 
alF(a)-F(a-i)] 算 出 ,一 切 简单 得 多 .自由 度 是 有 -1,&A 为 分 
区 间 数 目 . 
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附 录 

A. 若干 检验 的 一 臻 最 优 性 

在 本 章 定义 1.3 中 已 给 出 了 一 个 检验 问题 囊 o: 万 的 水 平 w 

一 臻 最 优 检 验 的 定义 . 它 是 一 切 水 平 ac 检验 中 其 功效 在 对 立 假设 

互 ; 上 处 处 达到 最 大 的 检验 . 如 已 说 明 的 ,这 种 检验 的 存在 是 稀有 

的 例外 ,但 在 一 些 重 要 的 单 参数 分 布 族 的 单 侧 检验 问题 中 ,以 及 在 

个 别 多 参数 检验 中 , 它 确实 存在 .5.2 节 中 许多 例子 属于 这 种 情 
况 .这 里 我 们 来 作 一 些 讨论 . 

1. 简单 假设 下 的 奈 曼 -皮尔 逊 基本 引 理 

考虑 一 个 最 简单 的 情况 : 原 假 设 肌 o 和 对 立 假设 瑟 中 ,都 只 

包含 一 分 布 .为 确定 计 , 设 分 布 都 有 密度 ,离散 型 的 情况 完全 类 似 ， 
只 须 把 积分 变 成 求 和 即 可 .因此 ,有 

有 0 :总 体 有 密度 JoCz) 

互 ; :总 体 有 密度 户 (>) 

设 Xi X， 为 样本 , 则 (Xi …，,X。) 的 密度 ,在 Ho 和 已 | 之 下 ， 

分 别 为 goCy)= /CCznD… 方 (zy ) 和 Si(y) = 万 (zi) 六 (zn). 这 

里 已 简 记 y= (zi,…，,zn). 求 这 个 问题 的 水 平 e 的 检验 ,转化 为 
下 述 数学 问题 : 找 y 空间 之 一 区 域 Q ,作为 检验 的 否定 域 ( 当 (Xi， 

0 AX) 落 在 Q 内 时 否定 五 0 ,不 然 就 接受 妃 ) .为 使 Q 达到 最 优 ， 
束 必 须 在 条 件 

| maysa 
之 下 ,使 |.gi(y)dy 达到 最 大 . 很 容易 看 出 ;为 达到 这 一 点 ,Q 必 
须 这 样 取 : 把 比值 gi(y)/go(y) 大 的 那些 y 收 进来 . 这 就 是 奈 - 皮 
基本 引 理 ， 

奈 - 皮 基本 引 理 “水平 n 的 一 致 最 优 检验 9 的 否定 域 Q 应 如 
下 取 : 找 常数 C ,使 

Q =iy:gl(y)《[go(y) > CI1 (1 ) 
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而 满足 

| go(y)dy = ca (2) 
夕 

证 〈2) 式 保证 了 检验 9 的 水 平 为 , 现 设 9 为 另 一 水 平 c 检 

验 ,其 否定 域 为 Q . 记 Q 与 Q 的 公共 部 分 为 R.Qi 记 Q 中 去 掉 

R 的 剩余 部 分 ,Q1 记 Q 中 去 掉 尺 的 剩余 部 分 (图 5.3), 则 易 见 

| mt)dy 一 | at)ay = ja) -| ad (3) 

由 于 有 水 平 c, 有 

| go(y)dy<va 
Q 

再 由 (2) 式 , 知 

| so(y)dy | 
Q， Q 

因为 Qi 在 Q 之 外 , 按 (1) 式 , 当 > 属于 Qi 

时 ,有 gi(y) 入 Cgo(y) .而 当 y 属于 Q, 时 有 5 
gli(y) >Csgo(y). 故 

| Si(y)dy 之 c| so(y)dy,| | So(y)dy 
Qi Qi Qi Qi 

由 此 及 (3) ,(4) , 即 知 

| go)dy>| go)dy 
Q Qi 

即 检验 gp 的 功效 总 不 小 于 go 的 功效 ,由 于 是 任 取 的 水 平 " 检 
验 , 证 明了 9p 是 水 平 v 的 一 臻 最 优 检 验 . 

2. 复合 假设 检验 的 情况 
现 考虑 一 般 的 复合 假设 检验 问题 互 ,: .关于 其 水 平 a 一 致 

最 优 检 验 的 存在 ,有 如 下 的 简单 结果 
定理 在 刀 , 中 取 定 一 值 60 ,对 呈 | 中 的 值 9, 建立 假设 检验 

问题 ， 

  

8oky)dy 《4) 

五 0:00; 1:01 (9) 
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按 奈 - 皮 引 理 , 求 出 其 水 平 a 一 臻 最 优 检验 p. 如果 p 符合 以 下 两 

个 条 件 , 则 它 必 须 是 原 问 题 五 0 : 玉 ; 的 一 个 水 平 a 一 臻 最 优 检验 : 

1” 检验 p 也 是 瑟 o: 瑟 ; 的 水 平 a 检验 . 

2 ” 检验 p 不 依赖 于 值 . 

证 设 2p 为 五 o: 互 ; 之 任 一 水 平 c 检验 , 则 它 必 是 ($) 的 一 个 

水 平 vc 检验 .这 很 显然 :以 Bo…(0) 记 9 的 功效 函数 . 9 为 Ho: 万， 

的 水 平 xc 检验 ,意味 着 Bo (6) 在 互 0 上 处 处 不 超过 v ,因而 特别 在 

00 点 不 超过 a .这 样 ,p 和 9 都 是 ($) 的 水 平 c 检验 而 op 是 (S) 的 
水 平 a 一 臻 最 优 检 验 , 故 CO00) 人 Br 000) .因为 这 个 事实 对 囊 ， 

中 任 一 个 6 都 成 立 , 即 知 9 为 瑟 o: 瑟 ;的 水 平 a 一 臻 最 优 检 验 . 

在 本 和 定理 中 ,bu 值 如 何 取 ? 对 形 如 6 和 na 或 0a 这 样 的 单 侧 

原 假设 ,0 总 是 取 为 a. 

例 1 Xi ……,X， 为 抽 自 正 态 总 体 N(6,c2) 的 样本 ,c2 已 知 ， 
考虑 检验 问题 

五 0:0 委 < ;五 l:0 > a 《6 ) 

a 为 给 定常 数 . 

按 本 定理 , 取 bo=a, 任 取 0 >a. 作 检验 问题 

五 0:9 = aj; 万 1:0 = 6) 《7) 

按 奈 - 皮 基 本 引 理 ,(7) 的 水 平 a 一 臻 最 优 检 验 w 有 否定 域 ， 

Ga 1 ep -Cr -0 
V 2ra 20“ :1 

儿 吉 ) [二 2e-o]>ec| 
取 对 数 , 易 知 此 集合 为 

[zsa72(01 一 oj) >) > > CI| 
对 某 个 常数 Ci. 因 6 -a >0,oz>0, 此 集合 化 为 

【汪汪 全 全 (8) 
=1 

的 形状 . CC 为 丸 一 常数 ,要 使 此 检验 有 水 平 a ,应 取 C>， 三 71C 十 
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viaou .此 值 与 9 无关 ,因而 定理 的 条 件 2 满足 . 另外 ,这 个 检验 

的 功效 函数 是 1- 6[x 《4 】 ,是 0 的 上 升 函数 . 所 以 ,这 个 检 
G 

验 也 是 (6) 的 水 平 ac 检验 .这 样 , 条 件 工 也 适合 . 据 定 理 ,这 检验 就 

是 46) 的 水 平 x 的 一 臻 最 优 检验 . 

指数 分 布 ,二 项 分 布 和 波 哇 松 分 布 参数 的 单 侧 假设 检验 问题 ， 

也 可 以 用 与 本 例 相 同 的 方法 证 明 其 一 臻 最 优 检验 存在 . 留 给 读者 

作为 习题 . 

若 在 本 例 中 考察 双 侧 假设 妃 0:0 = a , 瑟 I:9 天 au, 则 一 臻 最 优 

检验 不 存在 ,其 理由 现在 也 不 难看 出 , 因 现 在 0 可 以 大 于 a 也 可 

以 小 于 a. 当 人 >a 时 ,检验 问题 (7) 的 一 臻 最 优 检验 的 形式 如 

(8). 知 00<a, 则 一 臻 最 优 检 验 的 否定 域 形 如 

(zt < C3， 

与 (8) 不 同 . 因此 ,定理 的 条 件 2" 不 满足 . 
B. 非 中 心 : 分 布 与 上 检验 

设 X 与 了 独立 ;,X 一 N(0,1),Y 一 Xx2 ,又 设 8 为 常数 , 则 随机 

变量 2 = (X+ 5WIY 的 分 布 称 为 自由 度 )，”. 非 中 心 参数 8 的 

非 中 心 上 分布, 记 为 Z 一 妃 , 刀 ,3 的 分 布 函数 将 记 为 已 5 (zz). 当 
G=0 时 ,就 得 到 在 第 二 章 例 4.10 中 介绍 过 的 自由 度 ， 的 :分布 

(有 时 称 中 心 夺 分 布 ). 

非 中 心 寺 分 布 也 是 数理 统计 应 用 上 的 重要 分 布 ,但 其 分 布 函 

数 忆 ,5s(z) 的 形式 很 复杂 ,此 处 不 去 介绍 .只 提 到 一 点 对 下 文 有 用 

的 性 质 : 若 02>>> 人 | , 则 FDCZJSPs(Z)， 事实 上 , 记 

Z =(X+ 5 人 TY = 1,2 
了 

X,Y 如 上 文 所 述 , 则 有 2 < 2 , 故 对 任何 有 已 (Zi 委 ) 之 

PCZ2<Zz), 即 FU5 (CT) 之 Fo(Z). 

有 了 这 些 准 备 ,我们 可 以 解决 .2 节 中 遗留 下 来 的 有 关 / 检 
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验 的 问题 . 

设 XI ，…，,X,， 为 抽 自 Nb,o) 中 的 样本 ,0,c- 都 未 知 ,对 假 

设 检验 问题 

五 0:0 之 00, 互 1:0 < 00 

我 们 引进 了 夺 检 验 & ,由 (2.14) 给 出 .其 功效 函数 为 (2.15). 现 易 

知 ,(2.1S) 的 Bj(00,c) 为 

B, 必 0,c) = 有 -LVF(o-6 Mo 一 i ICa)) (9) 

事实 上 ,有 

vVF(X- bo)7S = (全 GE va- 各 | [s: 

当 参 数值 为 (0,c) 时 ,Vzaz(X-6)M 一 N(0,1) (2 一 1)S2《o2 一 

闻 -1 且 二 者 独立 . 故 按 非 中 心 上 分 布 的 定义 及 (2.15) 式 , 即 得 
(9 ) 

由 (9) 式 可 知 ,B,(6,c) 为 9 的 下 降 函 数 . 因 当 6 增加 时 ， 
V2(6- 69)《e 增加 . 按 前 面 证 明 的 性 质 , 即 知 (9) 式 右边 下 降 , 因 

为 8B(b,c)=a, 知 当 0 宝 时 有 让 (gc) 委 vc. 这 证 明了 :+ 检验 

(2.14) 有 水 平 c. 

其 次 ,功效 函数 (9) 的 形式 也 说 明 :给 定 69I< 6 及 8< w ,不论 

你 取样 本 大 小 ”多 大 ,也 无 法 保证 对 一 切 “>0 有 8 (9i,c)B， 
事实 上 ,固定 2 , 当 c-~>co 时 有 

limpBp40a) 一 mo LVA(0-6)Ae 人 一 iT(ay)) 

= Lo- ti(a)) = ca 

这 样 ,不 论 你 固定 ”多 大 ,只 要 a 充分 大 ,就 可 以 使 P (bc)< 
8. 

  

如 果 以 6 为 单位 来 衡量 bg 与 0 的 差距 , 即 要 求 当 
《0 一 00)《c 固 定 为 某 个 指定 的 So<0 时 有 BC(b,c)8(p 为 指定 

的 小 于 1 的 数 ), 则 这 可 以 做 到 :只 须 取 ， 充分 大 ,使 Fw 
(- 刀 -ti(a)) 辫 8B. 这 可 以 通过 查 非 中 心 上 分布 表 求 得 . 
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这 个 在 实用 上 看 也 是 合理 的 .在 方差 未 知 时 ,均值 距离 的 实际 

意义 如 何 , 往 往 要 看 方差 大 小 而 定 .方差 愈 大 ,一定 的 均值 距离 意 

义 就 愈 小 .好 比 秤 的 误差 愈 大 ,两 件 东 西 的 重量 就 必须 有 更 大 的 差 

别 ,才能 较 有 把 握 地 在 这 把 秤 上 显示 出 来 .(9) 式 中 的 功效 函数 , 通 

过 (0- 0o)ve 而 依赖 于 (0,c) ,反映 了 这 一 点 . 

类 似 的 结论 对 两 样本 上 检验 当然 也 成 立 ,我 们 把 细节 留 给 读 
者 去 完成 . 

习 题 

1. 设 X 为 抽 自 正 态 总 体 NC0,c) 中 的 样本 (样本 大 小 为 1).c 已 知 ,a， 
6 都 是 给 定常 数 ,a<<b. 要 找 原 假设 瑟 0:a 委 9 委 2 的 水 平 c 检验 .完成 以 下 的 

步骤 : 

1 从 直观 考虑 , Bo 的 接受 域 应 取 为 CI 委 X 委 C:, 即 当 C 委 X 雪 C， 时 接 

受 互 0 ,不 然 就 否定 本 0. 写 出 这 个 检验 的 功率 函数 8(6). 

2 找 出 常数 Cl,C; 使 荆 中 找 出 8(0) 满 足 

Pa)= poO) = ac 

3 证 明 由 1,2 "决定 的 检验 确 是 五 的 水 平 c 检验 , 即 8(0) 和 c 当 c< 妇 0 

委 0. 

4 证 明 这 样 决定 的 检验 满足 

8(b) 一 1, 当 | 61 一 co 
解释 这 个 结果 的 意义 . 

5 如 果 Xi，…Xn 为 抽 自 Nb,c2) 的 样本 ,ac 已 知 ,利用 上 面 的 结果 作出 
o 的 检验 . 

2. 设 Xi,…,X, 是 抽 自 指数 分 布 总 体 的 样本 ,0<c<o,a,B 为 已 知 常 

数 .要 检验 原 假 设 是:a 委 1) 委 2. 描述 一 下 (不 须 详细 推导 ) 用 解 第 1 题 的 思 

想来 解 这 个 问题 的 过 程 . 

3. 设 Xi X 和 了，… yw 分 别 是 抽 自 正 态 总 体 N(a ,ci) 和 N(p， 
0 外) 的 样本 ,a ,5 未 知 而 ci,c3 已 知 . 试 作出 原 假 设 嫩 :aa=2 的 水 平 a 检验 . 

给 定 di >0,d2z>0, 令 和 =, 决 定 半 ,使 当 |a 一 5 姜 d 时 ,功效 函数 不 小 于 

工 - dd. 

4. 设 和 X 和 Yi，……Y， 分 别 是 抽 自 正 态 总 体 N(a,c2) 和 NGC， 

0) 的 样本 ,a,p,c? 都 未 知 . 试 仿照 两 样本 上 检验 的 做 法 ,构造 出 原 假 设 刀 ,: 
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a= cl 的 一 个 水 平 w 检验 .这 里 c 径 0 为 已 知 常数 . 

$. 利用 上 题 的 结果 解决 如 下 的 检验 问题 : 设 Xi，…,X 和 Yi，Ymw 

值 cjei= ec” 已 知 , 要 检验 原 假 设 Fo:a= 0 

6. 设 Xi,…,X, 为 抽 自 具 参 数 为 hi 的 指数 分 布 的 样本 , Yi ,…，Y， 为 

抽 自 具 参 数 为 ; 的 指数 分 布 的 样本 . 作出 原 假设 互 o: 委 1; 的 水 平 w 的 检 

7. 设 Xi …,X。 是 抽 自 均匀 分 布 R(0,9) 的 样本 ,给 定 690 >0. 作 出 原 假 

设 万 0:0 委 0 的 水 平 ac 检验 . 

8. 设 Xi,…,X, 是 从 有 下 述 密度 函数 的 总 体 中 抽出 的 样本 : 

OrS0O co<w 
0， 工 >6 

给 定常 数 加 .作出 原 假设 瑟 o:2 委 9 的 水 平 x 检验 ， 

注 : 第 7,8 题 都 需要 先 由 直观 出 发 定 出 检验 统计 量 , 再 根据 水 平 w 定 临 
界 值 . 

9. 设 X 为 自负 二 项 分 布 

Po(X =&) = ( ja 一 户 ) ， 

&=0,1,2,…3;0<0<1 
中 抽出 的 样本 .给 定 90,0<bo<1. 找 原 假设 如 o:9 委 0 的 水 平 w 检验 . 如 要 

求 水 平 严 格 地 为 ,如何 实行 随机 化 ? 

10. 在 上 题 中 ,如 果 设 2 有 先 验 分 布 尺 (0,1), 求 该 题 中 原 假设 Bi 的 贝 
叶 斯 检验 . 

11. 在 第 7 题 中 ,如 果 设 6 有 先 验 分 布 尺 (0,c< )(e 已 知 上 且 < >00). 试 求 

该 题 中 原 假 设 古 o 的 贝 叶 斯 检验 ， 

12. 事件 A 在 一 试验 中 发 生 的 概率 记 为 ,为 检验 原 假设 呈 :p 云 172 
是 否 成 立 , 甲 . 乙 二 人 分 别 采 用 下 述 做 法 : 甲 重复 试验 到 A 第 9 次 出 现时 停 
止 , 乙 重复 试验 到 A 第 3 次 出 现时 停止 ,两 人 都 在 做 完 第 12 次 试验 时 ,结束 
试验 . 取 检 验 水 平 =0.05. 问 :甲乙 两 人 分 别 从 其 试验 结果 中 作出 何 种 结 
论 ?” 你 从 本 题 结 果 得 到 什么 启发 ? 

13. 设 样 本 X 一 BCnzipi),Y~B(az,p). 要 检验 假设 上 :pi= 记 设 
m21 和 ”> 都 充分 大 , 试 作出 的 水 平 c 的 大 样本 检验 . 

14. 设 样 本 X 服从 波 畦 松 分 布 忆 (4).(a) 试 用 中 心 极限 定理 证 明 : 当 》 
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一 co 时 有 

(X-A)7ZVA -> NO,1) 

(b) 设 io 充分 大 .用 (a) 的 结果 ,作出 原 假 设 有 0:A= 0 的 水 平 ec 大 样本 检 

15. 在 5.2 节 S$.2.4 段 “定数 截 尾 "检验 中 ,我 们 定义 了 检验 统计 量 开 

( 见 (2.34) 式 ) ,并 曾 指出 24 开 一 X2. 这 个 结果 直接 证 明 较 繁 ,但 用 下 面 的 归 

纳 法 容易 证 明 , 试 完成 以 下 步骤 . 

1 当 了 -=1 时 ,这 结果 成 立 . 为 此 注意 到 当 =1 时 , 工 就 是 zi 而 Y = 

min( Xi X) 用 第 二 章 22 题 及 F(z)=ae zy>0, 当 委 0 时 AD 二 

0, 易 求 出 Zi 之 分 布 ,因而 求 出 工 的 分 布 .由 此 算出 2T 有 密度 函数 

六 e 72( 当 x>0, 下 同 ), 此 即 :3 的 密度 . 
2" 设 r>=A 时 结果 成 立 ( 归 纳 假设 ) ,要 证 明 当 >=&+l 时 结果 也 成 立 . 

为 此 ,分 别 用 五 和 五 记 当 >=& 和 r=A+1l 时 的 个 值 ,而 分 析 一 下 二 者 
的 关系 ,如 右 图 5.6, 分 别 显示 出 个 元 件 依次 失效 时 的 寿命 六) ,…, 立 . 并 
为 方便 计 , 把 妈 和 双 ， 分 别 记 为 cc 和, 少 .从 图 上 明显 看 出 ; 

Te 了 + 一 AI(-w) (1) 

-4 是 什么 ?就 是 从 时 刻 ua 起 算 , 当 时 尚未 失 
效 的 郊 -A 个 元 件 中 最 早 失效 的 那个 元 件 的 失 ”一 一 

效 时 间 ( 以 ea 为 0 点 的 时 间 人 1 人. 这样 一 来 (2”- Eee 

A)(- a) 不 是 别 的 , 正 是 交 - 大 个 指数 分 布 变 二 一 二 让 
量 的 最 小 值 乘 以 个 数 -&( 这 里 用 了 指数 分 布 2 人 一 
的 无 后 效 性 : 当 一 个 元 件 在 时 刻 e 尚未 失效 时 ， 
其 以 “ 为 起 点 以 后 的 寿命 , 仍 服从 原来 的 指数 图 5.6 
分 布 . 见 第 二 章 例 1.7) .根据 1" 中 已 证 的 ,22(z 

-&)(ae 一 区 一 好 .另外 ,(1) 式 右边 两 项 有 独立 性 .这 也 是 根据 指数 分 布 无 后 
效 性 的 考虑 ,而 根据 归纳 假设 ,22T 一 X 如 . 故 由 卡 方 分 布 性 质 , 知 2T 一 

xD .这 完成 了 归纳 证 明 ， 

这 也 是 一 种 概率 方法 一 一 不 是 单 任 分 析 计 算 , 旦 利用 概率 的 考虑 . 它 不 
仅 简 化 了 证 明 ,也 使 我 们 明白 了 为 什么 有 这 个 结果 的 道理 所 在 . 

16. 设 变量 X 取 1,2,3,4 等 值 .有 一 种 理论 认为 ,X 取 这 4 个 值 的 概率 
旺 等 比 级 数 , 即 

P(X =2)/P(X=1)=PX=3)AP(OX = 2) 
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=P(X=4)/P(X = 3) 

为 验证 此 理论 是 否 正 确 , 对 X 进行 2 次 观察 ,发 现 X 取 1,2,3,4 为 值 分 别 有 

ziy722,73,24 次 . 试 作 拟 合 优 庆 检 验 , 捕 述 步骤 即 可 以 ,不 必 去 解 方程 . 

17. 为 检验 变量 X 的 分 布 是 否 为 指数 分 布 (参数 4 未 知 ) ,选择 适当 常 

数 <c >0 及 自然 数 &, 把 区 间 [0, eco) 分 成 &+1 份 : 站 =[0,c), 六 =[a,2a)， 

lay 如) 有 =[phaco). 用 5.3 节 5.3.4 段 的 方法 作 拟 合 优 
度 检 验 , 包 括 该 处 所 介绍 的 估计 未 知 参数 的 方法 去 估计 .以 半 记 观察 次 数 ， 
21, 22 分 别 记 这 7 个 观察 值 中 落 和 人 五 ,六 ,关中 的 个 数 . 

18. 证 明 四 格 表 的 公式 (3.16). 

19. 对 由 本 章 (3.2) 式 定义 的 拟 合 优 度 统计 量 和 ,我 们 有 定理 3.1: 在 原 
假设 下 Z 一 痊 -1 当 ”co. 此 定理 未 予 证 明 , 但 我 们 可 以 得 出 若干 侧 证 ， 

1 在 原 假设 成 立时 忆 (Z)=A-1, 与 2_i 的 均值 一 致 ; 
2 在 原 假 设 成 立时 ,Var(Z) 也 可 以 算出 来 ,从 其 表达 式 易 看 出 ;Var(Z) 

一 2(&A 一 1) 当 2 一 co , 即 收 敛 于 y2_1 之 方差 ， 
1 很 容易 ,请 读者 证 明 .2" 很 繁 但 不 难 . 请 读者 指出 计算 Var( ZI) 的 详细 

步骤 ,如 能 坚持 算出 结果 当然 很 好 . 

20.《 此 题 用 到 附录 A 的 方法 ) 

1 考虑 5.2 节 3.2.5 段 的 检验 问题 二 .证 明 :由 (2.38) 定 义 的 检验 9O 选 
择 其 中 的 C 使 检验 水 平 为 c) 是 水 平 a 的 一 致 最 优 检验 ， 

2 考虑 5.2 节 5.2.6 段 的 检验 问题 1 .证 明 :由 (2.47) 定 义 的 检验 9 选 
择 其 中 的 C 使 检验 水 平 为 w) 是 水 平 w 的 一 臻 最 优 检 验 . 
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第 六 章 ， 回归、 相关 与 方差 分 析 

6.1 回归 分 析 基 本 概念 

本 章 所 要 讨论 的 题目 都 是 在 数理 统计 学 中 应 用 很 广泛 的 分 
支 . 它们 有 一 个 共同 点 , 即 都 是 研究 变量 之 间 的 关系 . 这 些 变量 可 
以 是 随机 的 ,也 可 以 是 非 随机 (可 以 理解 为 能 由 人 所 控制 ) 的 ,但 不 
能 全 部 为 非 随机 的 . 它们 的 不 同 之 处 在 于 :回归 分 析 着 重 在 寻求 变 
量 之 间 近 似 的 函数 关系 ,相关 分 析 则 不 着 重 这 种 关系 ,而 致力 于 寻 
求 一 些 数量 性 的 指标 ,以 刻画 有 关 变 量 之 间 关 系 深浅 的 程度 .第 三 
章 中 讨论 过 的 相关 系数 ,就 是 这 样 的 一 个 指标 .方差 分 析 着 重 考虑 
一 个 或 一 些 变量 对 一 特定 变量 的 影响 有 无 及 大 小 ,由 于 其 方法 是 
基于 样本 方差 的 分 解 , 故 得 名 .以 上 只 是 一 个 很 一 般 的 描述 ,在 以 
后 的 叙述 中 将 加 以 充实 和 确切 化 ， 

我 们 先 来 谈 回归 分 析 .“ 回 归 ” 一 词 的 来 由 将 在 后 面 加 以 解释 、 
在 现实 世界 中 存在 着 大 量 这 样 的 情况 :两 个 或 多 个 变量 之 间 有 -- 
些 联 系 ,但 没有 确切 到 可 以 严格 决定 的 程度 . 例如 ,人 的 身高 X 和 
体重 Y 有 联系 ,一般 表现 为 X 大 时 , Y 也 倾向 于 大 ,但 由 X 并 不 
能 严格 地 决定 Y. 一 种 农作物 的 亩 产量 Y 与 其 播种 量 Xi ,施肥 量 
X, 有 联系 ,但 Xi ,X2 不 能 严格 决定 了 . 工业 产品 的 质量 指标 Y 
与 工艺 参数 和 配方 等 有 联系 ,但 后 者 也 不 能 严格 决定 Y. 

在 以 上 诸 例 及 类 似 的 例子 中 , Y 通常 称 为 因 变 量 或 预报 量 ， 
X,Xi, Xa 等 则 称 为 自 变量 或 预报 因子 . 因 变 量 自 变量 的 称呼 借 
用 自 函 数 关系 , 它 不 十 分 妥 贴 ,因为 ,有 时 变量 间 并 无 明显 的 因果 
关系 存在 .例如 ,不 好 说 一 个 人 的 身高 是 因 体重 是 果 , 因 为 你 也 可 
以 反 过 来 说 ,该 人 身高 是 因 其 体重 大 .预报 量 与 预报 因子 的 名 称 来 
源 于 实际 . 因为 在 应 用 中 ,多 是 借助 于 一 些 变量 之 值 去 预测 另 一 些 
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变量 之 值 . 比如 说 ,用 播种 量 和 施肥 量 去 预测 产量 .这 名 称 也 非 十 

分 完善 ,因为 在 回归 分 析 的 某 些 应 用 中 ,并 无 预报 的 含义 .迄今 为 

止 ,对 X( 或 (Xi,X2…)) 和 YY 并 无 一 种 一 致 采用 或 公认 为 妥 贴 的 

称呼 ,为 简单 计 , 今 后 我 们 将 固定 使 用 自 变 量 和 因 变 量 这 一 对 名 
词 . 

为 什么 由 Xi, X2 等 不 能 严格 决定 Y? 理由 很 清楚 . 拿 农 作 
物 那 个 例子 来 说 ,影响 产量 Y 的 因素 (变量 ) 很 多 , 远 不 止 播种 量 
Xi 和 施肥 量 X: 二 者 ,其 他 如 灌溉 情况 ,气温 变化 情况 ,灾害 ( 病 

虫害 ,风灾 之 类 ) ,都 影响 到 Y. 这 些 因素 中 ,有 可 以 人 为 控制 的 
(如 已 考虑 的 Xi,X2z), 有 原则 上 可 控 但 因 技术 .经 济 力量 不 及 ,或 
研究 工作 目标 有 限 未 予 控制 的 ,还 有 一 大 批 难于 控制 的 随机 因素 . 
因此 ,已 考虑 的 因素 Xi,X2 只 能 在 一 定 程度 上 决定 产量 Y , 甚 余 
则 委 之 于 随机 误差 .因此 ,在 回归 分 析 中 , 因 变 量 总 是 看 作为 随机 
变量 .至 于 自 变量 则 情况 较 复杂 :有 随机 的 ,如 人 的 身高 体重 那个 
例子 ,不 是 给 定 身 高 去 测 体 重 , 而 是 随机 地 抽出 一 个 人 ,同时 测 其 
身高 体重 , 故 二 者 都 是 随机 变量 .也 有 非 随 机 的 ,农作物 例 中 的 播 
种 量 和 施肥 量 即 是 ,它们 的 取 值 可 以 由 人 控制 .从 数理 统计 学 的 理 

论 上 说 这 二 者 有 差别 .但 从 实用 上 说 ,人 们 往往 把 随机 自 变 量 当 作 
非 随机 去 处 理 , 但 对 结果 的 解释 要 小 心 ,以 后 再 谈 . 在 本 章 6.2 和 
6.3 这 两 市 中 , 除 有 特别 声明 ,我 们 将 一 律 把 自 变 量 视 为 非 随机 
的 . 

现 设 在 一 个 问题 中 有 因 变 量 了 ,及 自 变 量 Xi Xo .可 以 设 
想 Y 的 值 由 两 部 分 构成 :一 部 分 由 X1……，Xn 的 影响 所 致 ,这 一 
部 分 表 为 XI1，…,X， 的 男 数 形式 FCX1，…,X). 另 一 部 分 则 由 其 
他 众多 未 加 考虑 的 因素 ,包括 随机 因素 的 影响 所 致 , 它 可 视 为 种 
随机 误差 , 记 为 e. 于 是 得 到 模型 : 

Y = CCXI,X)+e 

e 作为 随机 误差 ,我 们 要 求 其 均值 为 0: 

E(e) =0 

于 是 得 到 : 太 Xi,…，Xo) 就 是 在 给 定 了 自 变量 X1，…,X， 之 值 的 
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条 件 下 , 因 变 量 Y 的 条 件 期 望 值 . 可 写 为 ” 

FOX ) = 玖 (了 XI Xp) 

画 数 FCzl…Zzo) 称 为 了 对 XI，Xp 的 “回归 函数 ”, 而 方程 

y = Crziyzp) 
则 称 为 Y 对 Xi,…，,Xo 的 “回归 方程 .有 时 在 回归 丽 数 和 回归 方 

程 之 前 加 上 “理论 ”二 字 , 以 表明 它 是 直接 来 自 模型 ,也 可 以 说 是 模 

型 的 一 个 组 成 部 分 ,而 非 由 数据 估计 所 得 .后 者 称 为 “经验 回 归 郴 

数 和 -经 验 回 归 方 程 ， 

设 为 一 随机 变量 , 则 巨 (E-c) 六 作为 c 的 函数 ,在 c= 开 (E) 

处 达到 最 小 .由 这 个 性 质 ,可 以 对 理论 回归 困 数 F(zi 20) 作 下 

面 的 解释 :如果 我 们 上 只 掌 握 了 因素 XI，…,Xo ,而 希望 利用 它们 的 

值 以 尽 可 能 好 地 通 近 Y 的 值 , 则 在 均 方 误差 最 小 的 意义 下 ,以 使 

用 理论 回归 函数 为 最 好 . 

但 在 实际 问题 中 ,理论 回归 函数 一 般 总 是 未 知 的 ,统计 回归 分 

析 的 任务 ,就 在 于 根据 Xi，…,X,， 和 了 的 观察 值 ,去 估计 这 个 函 
数 ,及 讨论 与 此 有 关 的 种 种 统计 推断 问题 ,如 假设 检验 问题 和 区 间 

估计 问题 .所 用 的 方法 ,在 相当 大 的 程度 上 取决 于 模型 中 的 假定 ， 

也 就 是 对 回归 函数 扩 及 随机 误差 e 所 作 的 假定 . 先 说 回归 函数 厂 

一 种 情况 是 对 三 的 数学 形式 并 无 特殊 的 假定 ,这 种 情况 称 为 “ 非 

参数 回归 “, 另 一 种 情况 , 即 目前 在 应 用 上 最 多 兄 的 情况 ,是 假定 
的 数学 形式 已 知 ,只 其 中 若干 个 参数 未 知 . 例如 , 户 =2, 而 已 知 

ALzlyZzaz) 形 如 

FFCziyz2) = cl 二 cze31l+cdlogz? 

其 中 cj, …，,c4 是 未 知 参 数 , 要 通过 观察 值 去 估计 .这 种 情况 称 为 

“参数 回归 ”. 其 中 在 应 用 上 最 重要 且 在 理论 上 发 展 得 最 完善 的 特 

* 以 往 我 们 定义 条 件 期 望 时 ,是 假定 所 有 的 变量 都 为 随机 的 .如 今 自 变量 XI，……， 

X， 并 非 随机 , 故 记号 忆 ( 匡 | XXXo) 只 是 一 种 借用 .可 以 简单 地 理解 为 :Y 的 分 布 
依赖 于 参数 Xi,…,Xo, 故 其 期 望 值 也 应 与 Xi，……,X， 有 关 . 
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例 ,是 广 为 线 性 函数 的 情形 : 

JsZp) = 00+DOICLITT 二 borp 

这 种 情况 叫做 "线性 回归 ,是 我 们 今后 讨论 的 主要 对 象 .线性 回归 

的 限制 看 来 较 强 .不 过 ,如 果 自 变量 变化 的 范围 不 太 大 ,而 曲面 y 

= Fzli wzo) 弯 曲 的 程度 也 不 过 分 , 则 在 较 小 的 范围 内 , 它 可 以 

近似 地 用 一 个 平面 ( 即 线性 函数 ) 去 代替 之 , 而 不 致 引起 过 大 的 误 

差 . 其 次 ,有 些 形 式 上 看 是 非 线性 的 回归 郴 数 ,可 能 通过 自 变 量 的 

代 换 转化 为 线性 的 , 见 6.3 市 .因此 ,线性 回归 模型 有 比较 大 的 适 

用 面 ,加 之 它 处 理 上 简便 ,成 为 一 个 极其 重要 的 模型 . 

对 随机 误差 ,我 们 已 假定 其 均值 玉 (e)=0.e 的 方差 co 是 回 

归 模 型 的 一 重要 参数 ,因为 

忆 L 了 -COXIX) = 开 (e2)= Var(e) = co 

入 愈 小 ,用 F(Xi,…,X，) 逼 近 Y 所 导致 的 均 方 误 差 就 愈 小 ,回归 

方程 也 就 愈 有 用 . cz 的 大 小 由 什么 决定 昵 ? 这 就 在 于 以 下 两 点 : 

1. 在 选择 自 变量 时 ,是 否 把 对 因 变 量 Y 有 重要 影响 的 那些 

都 收 进 来 了 . 如 果 是 这 样 , 则 未 被 考虑 的 即 作为 随机 误差 去 处 理 的 

那些 因素 ,总 的 起 作用 就 较 小 ,因而 c? 也 就 会 较 小 . 反之, 若 遗 漏 
了 或 因 条 件 关系 ,使 某 些 对 Y 有 重要 影响 的 因素 未 被 考虑 , 则 其 

影响 进入 随机 误差 e ,将 导致 c* 增 大 . 

2. 回归 胃 数 的 形状 是 否 选 得 准 . 比如 ,理论 回归 函数 F(zi， 
…,zp) 本 是 一 个 非 线性 函数 , 而 你 用 一 个 线性 函数 g (zi，…， 

Zzo) 则 二 者 的 差距 FF- g 就 作为 一 种 误差 进入 e 内 ,而 加 大 了 它 

的 方差 . 

因此 在 应 用 上 ,通过 观察 数据 对 误差 方差 c2 作 估 计 , 也 是 很 
重要 的 . 如果 估计 值 很 大 ,超过 了 该 项 应 用 所 能 承受 的 范围 , 则 估 
计 所 得 的 回归 方程 意义 就 不 大 .在 这 个 时 候 ,就 有 必要 再 考虑 一 下 
目 变 量 的 选择 是 否 抓 着 了 主要 因素 ,以 及 所 用 的 回归 方程 的 形式 
是 否 太 不 符合 实际 . 

如 采 要 处 理 有 关 的 检验 和 区 间 估 计 问 题 ,比方 说 , 取 定 了 线性 
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回归 函数 bo+ bizli+…+bozo 有 对 未 知 系数 驴 等 作假 设 检 验 和 

区 间 估 计 的 问题 , 则 只 有 在 假定 随机 误差 e 服从 正 态 分 布 

N(0,o2) 时 , 才 有 满意 的 小 样本 方法 .因此 ,在 实用 回归 分 析 中 ,党 

假定 误差 服从 正 态 分 布 .经 验证 明 : 对 多 数 应 用 问题 来 说 ,这 个 假 

定 是 可 以 接受 的 ,如 果 没 有 这 个 假定 , 那 就 需要 使 用 大 样本 方法 . 

回归 分 析 的 应 用 ,可 以 归纳 为 以 下 几 方 面 . 

第 一 方面 是 纯 描 述 性 的 .为 简单 计 ， 

以 一 个 自 变 量 X 的 情况 为 例 , 因 变量 总 

记 为 了 .假定 在 工作 中 我 们 经 常 要 记录 

X 和 YY 之 值 (比如 说 ,X 代表 月 份 , Y 代 

表 该 月 的 产值 ) ,而 积累 了 一 批 数据 (Xi ， 

YI1),(X2，Y)(X，Y) .把 它们 标 

在 直角 坐标 系 上 , 称 为 散 点 图 . 这 往往 是 6.1 
杂乱 无 章 的 ,但 仍 可 能 有 某 种 趋势 存在 .如 图 6.1 中 的 点 虽 系 杂乱 

无 章 ,但 大 体 呈 现 出 一 种 直线 走 问 的 趋势 .用 回归 分 析 的 方法 可 找 

出 一 条 较 好 地 代表 这 些 点 的 走向 的 直线 .在 一 定 程 度 上 ,这 条 直 

线 ! 描述 了 所 观察 到 的 这 批 数据 所 遵从 的 规律 , 虽 不 十 分 准确 ,但 

有 时 很 有 用 . 

这 种 应 用 之 所 以 称 为 描述 性 的 ,是 因为 它 只 是 对 数据 的 一 种 

总结 , 它 只 涉及 现 有 数据 ,不 超出 其 外 ,用 统计 的 语言 说 , 它 并 不 

企图 对 数据 (Xi Yi)，……,(XY,) 所 来 自 的 总 体 作 任何 推断 . 

第 二 方面 是 估计 回归 函数 矿 仍 拿 人 的 身高 X 和 体重 Y 这 个 

例子 来 说 ,姑且 把 X 视 为 自 变 量 而 Y 为 因 变量 . 若 假 定 (X,Y) 服 

从 二 维 正 态 分 布 , 则 如 在 第 二 章 中 已 证 明 的 ,了 对 X 的 回归 函数 

Fz), 即 条 件 期 望 忆 (YX=z), 为 二 的 线性 函数 50 + ix 如 果 

通过 样本 对 bo 和 1 作出 了 估计 2 和 D,, 则 用 2+2z 去 估计 
bo+ bz. 在 本 例 中 ,后 者 就 是 在 身高 为 x 的 人 群 中 的 平均 体重 . 

这 在 应 用 上 很 有 意义 ,因为 在 不 少 问题 中 ,我 们 所 关心 的 正 是 这 个 

平均 值 .再 拿 诗 产 Y 与 播种 量 Xi 与 施肥 量 X。 的 关系 这 个 例子 
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来 说 ,也 许 我 们 所 关心 的 正 是 在 一 定 播种 量 rz 和 一 定 施 肥 量 z。， 

之 下 ,平均 亩 产能 达到 多 少 .这 就 是 Y 对 Xi,X, 的 回归 函数 
CCziyz2). 

第 三 方面 是 预测 , 即 在 特定 的 自 变 量 值 (zio，…,zo) 之 下 ,去 
预测 因 变 量 Y 将 取 的 值 %. 例如 ,随意 碰 到 一 个 人 测 出 其 身高 为 
xzo, 而 没有 秤 其 体重 或 秤 了 没有 把 结果 告诉 你 ,让 你 去 预测 这 人 
体重 有 多 少 . 这 与 估计 身高 为 zo 的 人 群 的 平均 体重 放 (zu ) = 
E(Y|X= Xo) 不 同 . 后 者 并 非特 定 的 一 个 身高 为 r 的 人 的 体重 ， 
而 是 全 体 这 样 的 人 体重 的 平均 值 , 而 预测 的 对 象 则 是 这 个 特定 的 
人 的 体重 . 从 模型 上 可 以 这 样 看 : 没 在 X = X, 处 进行 观察 , 随机 
误差 为 eo, 而 Y 之 值 为 yo, 则 yo= Flzo)+eo. 为 了 预测 wm ,需要 
对 F(zo) 进 行 估计 ,同时 也 对 随机 误差 值 ev 作 估计 ,把 二 者 相 加 
得 出 w .随机 误差 eo 之 值 赁 机 会 而 定 ,没有 什么 好 的 估计 方法 ， 
只 能 根据 其 均值 为 0 这 一 点 ,将 其 值 估计 为 0. 于 是 Y 的 预测 值 就 

取 为 回归 函数 FCz) 在 这 个 点 zo 处 的 估计 _ Pr) 
由 这 里 得 出 两 条 结论 :一 是 预测 问题 与 回归 函数 问题 虽然 在 

实质 上 很 不 一 样 (如 前 面 所 曾 解释 的 ) ,但 二 者 之 解 则 一 样 .因为 这 
一 点 ,有 些 著 作 没有 强调 这 二 者 的 区 别 所 在 . 二 是 预测 的 精度 要 比 
估计 回归 函数 的 精度 差 . 因为 在 预测 中 ,除了 估计 回归 函数 有 一 个 
误差 外 ,还 要 加 上 一 个 随机 误差 ev. 这 一 点 在 考虑 区 间 估 计时 能 
更 清楚 地 看 出 来 . 

第 四 方面 是 控制 .在 这 类 应 用 中 ,不 妨 把 自 变 量 解释 为 输入 
值 , 因 变量 解释 为 输出 值 . 目标 是 要 把 输出 值 控制 在 给 定 的 水 平 

yo. 若 通过 数据 估计 出 了 经 验 回归 方程 y= 广 (zi,…,z), 则 根据 
这 方程 可 调整 自 变量 Xi,…,X， 的 取 值 ,以 达到 上 述 目的 . 例如 ， 
自 变量 X 是 用 药 量 ,而 Y 是 某 种 生理 指标 ,例如 血压 ,调整 用 药 
量 以 使 血压 达到 某 种 认为 是 正常 的 水 平 . 

我 们 提 一 下 “回归 设计 ”这 个 概念 . 为 了 估计 理论 回归 函 数 
zzp), 需 要 对 自 变 量 Xi ,…,X。 和 因 变 量 y 进行 观测 .有 
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两 种 情况 :一 是 自 变量 也 是 随机 的 ,如 人 的 身高 体重 那个 例子 ,这 

时 除了 一 般 地 保证 抽样 的 随机 性 以 外 ,就 没有 多 少 可 做 的 事情 了 . 

例如 在 一 大 群 人 中 抽取 若 于 以 量 测 其 身高 体重 , 则 只 须 尽 力 保 证 

人 和 群 中 的 每 一 个 有 同等 的 被 抽出 的 机 会 . 

另 一 种 情况 是 自 变 量 是 非 随机 的 ,其 取 值 在 一 定 限 育 内 可 由 

人 去 控制 .这 时 ,为 保证 取得 最 大 的 效果 ,应 对 自 变 量 在 各 次 试验 

中 所 取 的 值 进行 适当 的 规划 .例如 , 若 在 将 来 的 应 用 中 自 变量 多 取 

某 区 域 B 上 之 值 , 则 在 进行 试验 时 就 要 让 自 变 量 多 在 这 个 范围 内 

取 值 .也 可 以 设想 ,试验 点 在 空间 的 排列 可 能 需要 有 某 种 对 称 性 ， 
以 便于 统计 分 析 . 这 些 问题 的 研究 构成 了 回归 分 析 的 一 个 分 支 , 叫 
做 回归 设计 , 它 也 可 以 看 作 是 试验 设计 这 个 统计 学 分 支 的 一 个 组 
成 部 分 ,本 章 将 不 讨论 这 方面 的 问题 . 

最 后 我 们 来 解释 一 下 “回归 ”这 名 称 的 由 来 .这 个 术语 是 英国 
生物 学 家 娄 统 计 学 家 上 .高 尔 顿 在 1886 年 左右 提出 来 的 .人 们 大 
概 都 注意 到 , 子 代 的 身高 与 其 父母 之 身高 有 关 . 高 尔 顿 以 父母 之 平 
均 身 高 X 作为 自 变量 , 某 成 年 子女 身高 的 平均 Y 为 因 变量 . 他 观 
察 了 1074 对 父母 及 某 成 年 子女 身高 的 平均 ,将 所 得 (X,Y) 值 标 
在 直角 坐标 系 上 ,发 现 二 者 的 关系 近乎 一 条 直线 ,有 如 图 6.1. 总 
的 趋势 是 X 增加 时 Y 倾向 于 增加 一 -一 这 是 意料 中 的 结果 . 有 意思 
的 是 ,高 尔 顿 对 所 得 数据 作 了 深入 一 层 的 考察 ,而 发 现 了 某 种 有 趣 
的 现象 . 

高 尔 顿 算出 这 1074 个 X 值 的 算术 平均 为 X=68 英 寸 (1 英 
才 为 2.54 厘米 ) ,而 1074 个 Y 值 的 算术 平均 为 了 = 69 英寸 , 子 代 
身高 平均 说 增加 了 1 英寸 ,这 个 趋势 现今 人 们 也 已 注意 到 . 以 此 为 
据 , 人 们 可 能 会 这 样 推 想 :如果 父 母 平均 身高 为 w 英寸 , 则 这 些 父 
母 的 子 代 平均 身高 ,应 为 &+1 英 寸 , 即 比 父 代 多 1 英寸 .但 高 尔 
顿 观察 的 结果 与 此 不 符 : 他 发 现 : 当 父母 平均 身高 为 72 英寸 时 ,他 
们 的 子 代 身高 平均 只 有 71 英寸 ,不 仅 达 不 到 预计 的 72+1=73 英 
才 , 反 而 比 父母 平均 身高 小 了 .反之 , 若 父 母 平 均 身高 为 64 英寸 ， 
则 观察 数据 显示 子 代 平 均 身 高 为 67 英寸 , 比 预计 的 64+1=65 黄 
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寸 要 多 . 

高 尔 顿 对 此 的 解释 是 :大 自然 有 一 种 约束 机 制 , 使 人 类 身高 分 

布 保持 某 种 稳定 形态 而 不 作 两 极 分 化 .这 就 是 一 种 使 身高 "回归 于 

中 心 ” 的 作用 .例如 ,父母 身高 平均 为 72 英寸 , 比 他 们 这 一 代 和 平均 

身高 68 英寸 高 出 许多 ,回归 于 中 心 ” 的 力量 把 他 们 子 代 的 身高 拉 

回来 一 些 : 其 平均 只 有 71 英寸 ,反比 父母 平均 身高 小 ,但 仍 超过 子 

代 全 体 平 均 69 英寸 .反之 , 当 父母 平 均 身高 只 有 64 英寸 一 一 远 低 

于 他 们 这 一 代 的 平均 值 68 ,而 “回归 于 中 心 " 的 力量 将 其 子 代 身高 

拉 回 去 一 些 , 其 平均 值 达 到 67, 增 长 了 3 英寸 ,但 仍 低 于 子 代 全 体 

平均 值 69. 

正 是 通过 这 个 例子 ,高 尔 顿 引 入 了 回归 这 个 名 词 . 现 在 我 们 觉 

得 ,高 尔 顿 的 例子 只 反映 了 变量 关系 中 的 一 种 情况 ,在 其 他 涉及 变 

量 关 系 的 众多 情况 中 ,多 不 必 如 此 , 故 拿 这 个 名 称 作 为 变量 关系 统 

计 分 析 的 称呼 , 实 不 见得 恰当 .但 这 个 名 词 现 今 已 沿用 成 习 , 如 硬 

要 改变 , 反 觉 多 此 一 举 了 . 

6.2 一 元 线性 回归 

本 章 我 们 只 讨论 回归 函数 为 线性 函数 的 情形 (包括 能 转化 为 

线性 函数 的 情形 ) 一 一 称 为 线性 回归 .我 们 从 只 含 一 个 自 变 量 X 

( 因 变 量 总 是 一 个 , 记 为 Y) 的 情况 开始 , 称 为 一 元 线性 回归 . 这 个 

情况 在 数学 上 的 处 理 足 够 简单 ,便于 对 回归 分 析 的 一 些 概念 作 进 

一 步 的 说 明 . 这 样 ,假定 回归 模型 为 

Y 一 pb0 二 DT 二 e (2.1) 

其 中 0，,61 为 未 知 参 数 . 2 称 为 常数 项 或 截 上 距 ,261 则 称 为 回归 系 

数 ,或 更 确切 地 , 称 为 YY 对 X 的 回归 系数 .e 为 随机 误差 ,如 在 6.1 

节 中 已 解释 过 的 ,假定 

开 (e) =0;,0< Var(e) = o < oo (2.2) 

误差 方差 c: 未 知 ,在 6.1 节 中 我 们 曾 解释 过 这 个 参数 的 意义 及 其 
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现 设 对 模型 (2.1) 中 的 变量 X, Y 进行 了 7? 次 独立 观察 ,得 样 

本 

(Xi, Yi),(X>， Y) (XXXT) (2.3) 

据 (2.1) ,这 样本 的 构造 可 由 方程 

三 00+pIXT+ei 二 1 ,7 (2.4) 

来 描述 .这 里 e ,是 第 ; 次 观察 时 随机 误差 e 所 取 之 值 , 它 是 不 能 

观察 的 .由 于 各 次 观察 独立 及 (2.2) 对 随机 变量 el ,e,,…，,e, ,有 : 

el ,en 独立 同 分 布 ， 

开 (e) =0,Var(e) = Go 三 17 (2.5) 

以 后 我 们 还 将 进一步 要 求 e; 遵从 正 态 分 布 . 

(2.4) 与 (2.5) 结 合 , 给 出 了 样本 (2.3) 的 概率 性 质 . 它 是 对 理 
论 模 型 (2.1) 进 行 统计 分 析 推 断 的 依据 .以 此 之 故 , 在 统计 学 著作 

中 ,往往 更 着 重 (2.4) + (2.5) ,把 它 称 为 一 元 线性 回归 模型 , 而 理 

论 模 型 (2.1) 只 起 一 个 背景 的 作用 . 当然 ,理解 (2.4) 和 (2.5$) 是 以 

理解 (2.1) 为 基础 的 . 

以 上 的 叙述 是 假定 ,回归 困 数 已 依据 其 种 考虑 选 定 了 一 一 在 

此 选 为 线性 形式 .在 实际 工作 中 ,这 当然 是 一 个 要 研究 的 问题 .在 

某 种 稀少 的 场合 下 ,回归 函数 的 形式 可 根据 某 种 理论 上 的 结果 给 

出 .例如 ,从 物理 学 知道 ,在 一 定 温 度 (X) 的 范围 内 ,一 条 金属 杆 之 

长 (Y) 大 体 上 为 X 的 线性 函数 . 这 时 选择 线性 回归 有 充分 根据 . 

在 多 数 应 用 问题 中 ,不 存在 这 样 充 分 的 理论 根据 ,而 在 很 大 的 程度 

上 要 依靠 数据 本 身 .例如 , 若 数据 (2.3) 的 散 点 图 旺 图 6.1 的 形状 ， 
则 选取 线性 回归 函数 似 是 妥 当 的 .反之 , 若 散 点 图 呈现 图 6.2(a) 

或 6.2(b) 的 形状 , 则 回归 函数 似 以 取 为 二 次 多 项 式 或 指数 函数 为 

宜 . 在 实际 工作 中 ,也 常 使 用 变量 变换 法 . 即 在 散 点 图 与 直线 趋势 
差距 较 大 时 ,设法 对 自 变量 以 至 因 变 量 进 行 适 当 的 变换 ,使 变换 后 

的 散 点 图 更 接近 于 直线 , 这样 就 可 以 对 变换 后 的 新 变量 进行 线性 

回归 分 析 ,再 回 到 原 变量 .在 一 元 的 情况 ,由 于 散 点 图 可 资 参考 ,在 

回归 数 的 选择 上 就 有 较 大 的 操作 余地 . 对 多 元 (多 个 自 变量 ) 的 
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情况 ,问题 就 麻烦 得 多 ,选择 余地 也 较 小 . 

  

图 6.2 

交代 了 这 些 之 后 ,我 们 回 到 起 先 的 出 发 点 一 一 (2.4) 和 (2.3). 

今后 总 用 X 和 Y 分 别 记 X 和 Y 的 算术 平均 . 以 前 我 们 曾 指出 : 

把 自 变量 X 视 为 非 随机 的 , 故 Xi ，…,X, ,以 及 X, 就 简单 地 是 已 

知 常 数 . 因 此 ,可 以 把 模型 ,2.4) 改 写 为 

妇 =B+BIX-X)+ei 一 17 (2.6) 

其 关系 是 : 

B = 01p0 = 60+DX (2.7) 

故 如 估计 出 了 8 和 AP , 则 由 (2.7) 就 得 到 bo 和 的 估计 .改写 为 

(2.6) 的 好 处 将 在 以 后 见 到 .这 里 注意 到 一 点 , 即 8 后 的 因子 

Xi -X 对 ;=1, 72 求 和 为 0. 故 把 (2.4) 改 写 为 (2.6) 有 时 称 为 

模型 的 “中 心 化 ”. 

6.2.1 5 和 有 的 点 估计 一 一 最 小 二 乘法 

现在 我 们 要 在 模型 (2.6) 和 (2.5) 之 下 ,利用 数据 (2.3) 去 估计 
p 和 .假定 我 们 用 ao 和 ai 去 估计 po 和 Bi .我们 要 定 出 一 个 准 
则 , 以 衡量 由 此 所 导致 的 偏差 .我 们 从 预测 的 眼光 来 看 这 个 问题 ， 

如 用 co 和 ai , 则 回归 表 数 80+ pz 一 XI) 将 用 ao+ ali( 过 -XI) 去 

估计 之 .利用 它 在 成 点 作 预 测 ,结果 为 
人 

Yi = ago+al( XI 一 X)i = 工 …，,7 (2.8) 
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但 我 们 已 实际 观察 到 :在 X=Xi; 处 Y 之 取 值 为 六 ,这样 就 有 偏离 

一 Y 9 1 一 ] ”1 我 们 当然 希望 这 些 偏离 愈 小 您 好 :衡量 这 些 

偏离 大 小 的 -- 个 合理 的 单一 指标 为 它们 的 平方 和 (通过 平方 去 掉 

符号 的 影响 ,各 简单 求 和 , 则 正 负 信 离 抵消 了 ): 

Q(Caoyal) 一 > (Y 一 7 一 >,[Y 一 Q0 一 ai(CX; - X) 
7 二 1 7 二 | 

(2.9) 

由 此 考虑 得 出 以 下 的 估计 法 则 : 找 wo;al 之 值 , 使 (2.9) 达 到 最 小 ， 
以 之 作为 Bo ,Bi 的 估计 .利用 多 元 函数 求 极 值 的 方法 ,这 只 要 解 方 
程 组 

Se=-2>(0m-a-a(x-)) =0 (2.10) CU fi=1 

2 =-2> -XIm-o-au(g -1]=0 
1 

(2.11) 

由 (2.10) 解 出 wo, 将 解 代 入 (2.11) , 解 出 ci; .我 们 将 这 解 分 别 记 为 

B 和 记 : 
po = 芝 (2.12) 

P = >， (Xi -到 )(Y 一 立 )/ YX - 0 

~ =- 官 x - DY Cx- 驻 )2 (2.13) 

“使 (2. 9) 达 到 最 小 ' 这 个 估计 方法 ， 称 为 最 小 二 乘法 ,这 个 重要 
的 方法 一 般 归 功 于 德国 大 数学 家 高 斯 在 1799 一 1809 年 间 的 工 
作 “. 这 个 方法 在 数理 统计 学 中 有 广泛 的 应 用 .其 好 处 之 -在 于 计 
算 简便 , 且 如 我 们 即将 看 到 的 ,这 方法 导出 的 估计 颇 有 些 良 好 的 性 

* 法 国 数 学 家 勒 计 德 于 1805 年 发 表 了 这 个 方法 .高 斯 声称 在 1799 年 开始 使 用 这 
个 方法 ,但 匈 诸 文字 是 1809 年 . 
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质 . 其 中 之 一 是 ,如 从 公式 (2.12) 和 (2.13) 看 到 的 ,估计 量 8 和 

有 都 是 Y1 9 a 的 线性 函数 ， 即 形 如 | Y 十 “十 Ci 了 的 师 

数 ,其 中 c1，…cw 都 是 常数 ”. 

利用 模型 的 假定 (2.6),(2.5), 从 公式 (2.12) 和 (2.13) 很 容易 

推出 最 小 二 乘 估计 P 和 有 的 一 些 性 质 : 

1.8o 和 ) 分 别 是 6 和 p 的 无 偏 估计 . 

事实 上 ,由 (2.6) 和 (2.5), 知 下 (Y)=B0+BI(CX;- 斑 ). 故 

E(p0) = 工 > ECY) 二 工 > [pl +BCOX-XI= 

E(8) = (0X -EC OCX 到 7 

=-O -0[atRGX -1 
-8 

2.po 和 的 方差 分 别 为 ， 

var(B，) =- 吉 Var 人 立 ) = no2ji2 = cy (2.14) 

Var() 一 > (x -- X)2Var( Y)/ [> (x -又 2 

=c2/ >) (Xi 一斑 ) (2.15) 
f=1 

这 里 用 到 了 Yi ，…, Y 独立 ,Var(cY;)= cvVar(Y ) ,Var(c + e; ) 

=Var(e;)= ac 为 种 数 . 从 (2.15) 式 我 们 得 到 一 点 启发 .在 第 四 

*。 对 有 1 而 言 , 系 数 cl ,…,cw 与 样本 值 Xi,…,Y, 有关. 但 此 处 我 们 把 X 视 为 非 
随机 的 ,因此 它 不 影响 cul,…,co 为 常数 这 个 论断 . 若 X 也 是 随机 变量 , 则 情况 就 变 得 
复杂 . 
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章 中 我 们 已 论述 过 ,在 无 偏 估计 中 ,方差 小 者 为 优 ,如 今 房 为 无 全 
估计 而 其 方差 与 

成 反比 , 故 S: 愈 大 愈 好 . 而 要 Sz 大 ,样本 点 Xi,…，,X, 必须 尽量 

散 开 一 些 . 这 意味 着 当 X 之 取 值 可 以 由 我 们 选 征 时 ,我 们 不 应 把 

它们 取 在 一 小 范围 内 ,而 最 好 让 它们 跨越 较 大 之 范围 . 当然 ,这 也 

要 有 个 限度 ,不 要 把 试验 点 取 到 没有 实用 意义 的 区 域内 去 . 因为 范 

围 过 大 ,线性 回归 与 实际 回归 上 困 数 的 差距 会 增加 ， 

3.8, 和 的 协 方 郑 为 0: 

Cov(80 ,8 =0 (2.17) 

事实 上 ,5 -E(8)= 六 (YEm)Mmm= > Cn-a-BC- 
二 

种 ))A7z = > e;A7z ,而 

p 一 Ep， 一 > (x -X)(Y 一 BEY)/ > (Xi 一 XD) 

= > (X -Xe/> (X 一 X) 

于 是 ,利用 开 (eei)= 开 (er)E(ei)=0 当 ; 汪 ) 而 下 (ei)=Var(ei) 

= co, 得 

人 亿 

Cov(80 ,p1) = 五 [(p4 一 EB80)(pBi 一 EBD 

= 7 > (X; -到 2 oOX --X)=10 

这 个 性 质 指 出 :8o 和 `; 不 相关 ( 见 第 三 章 , 定 理 3.2 下 面 的 
说 明 ). 它 显示 了 中 心 化 的 好 处 :如 果 考 虑 原 模型 (2.1) 中 参数 0， 

21 的 最 小 二 乘 估计 2o,21( 见 下 ), 则 二 者 并 非 不 相关 . 
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但 是 ,如 果 ej，…,ey 服从 正 态 分 布 , 则 Yi ，…y> 也 服从 正 态 分 

布 .3, 和 及 作为 Yi ,…,Y, 的 线性 函数 ,也 服从 正 态 分 布 “( 第 二 

章 例 4.8). 因 此 在 这 种 情况 下 ,由 po, 不 相关 可 推出 它们 独立 
( 见 第 三 章 2.3 节 未 尾 )， 

由 8,p8; 的 最 小 二 乘 估 计 80,8, ,通过 变换 (2.7), 即 得 模型 

(2.1) 中 的 0,p1 的 最 小 二 乘 估计 分 别 为 

p=pB-DX=- 癌 入 ,2 二 p (2.18) 

它们 分 别 是 50 和 生 的 无 偏 估计 . 利用 上 述 8 ,人 的 方差 苏 方差 

公式 ,不 难 算 出 20,D) 的 方差 和 8 及 六 的 协 方差 ,细节 留 给 
读者 . 

pu,B8 还 有 些 更 深刻 的 性 质 . 例如 , 若 误差 服从 正 态 分 布 , 则 

它们 分 别 是 8 和 B， 的 最 小 方差 无 偏 估计 ( 兄 4.3 节 ) .这 个 事实 
的 证 明 超 出 本 书 范围 之 外 . 

6.2.2 残 差 与 误差 和 方 姜 o 的 估计 

仍 以 80 和 启 记 6 和 Bi 的 最 小 二 乘 估计 . 则 在 X= X 处 ， 

因 变 量 Y 的 预测 值 为 这 =Bot+tP(X- 斑 ) ,而 交 的 实际 观察 值 

G; = Yi 一刀 1 (2.19) 

称 为 “ 残 差 ” 

残 差 的 作用 有 二 :一 是 当 模 型 正确 时 , 即 (2.5) 和 (2.6) 正 确 

。 更 确切 地 ,(8,8)) 的 联合 分 布 为 二 维 正 态 分 布 
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时 , 它 可 以 提供 误差 方差 c? 之 一 估计 . 理由 很 清楚 :用 Y 预测 

Y; ,其 精度 取决 于 随机 误差 的 大 小 , 即 误 差 方 差 的 大 小 ,误差 方差 

愈 大 ,预测 愈 不 易 准 确 , 而 残 差 (绝对 值 ) 就 倾向 于 取 大 值 .反之 则 

倾向 于 取 小 值 . 往 下 我 们 证 明 

= 一) 63 (2.20) 
7 二 

  

好 

是 co 的 一 个 无 偏 估计 . 

为 证 明 这 个 事实 ,注意 

- 交 =p+pOX-X)+e-p-pCOX 一 X) 

以 及 

bp- 加 = 记 - 立 = 色 -二 > (+ -X)+e)=- E 

其 中 e =(elt+…en)]za ,而 上 

8 -Pi 

= Ai > (X 一 X)(po + BIGX; -和 X) 十 /> (X 一 XX) 

> -Oo- 阅 = OO-R)e 
一 
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53 一 ye 一 E) 一 (> (CX -又 )e / >) (CX; 一 筷 )” 

:二 1 7 =| 5 一 z= 1 

(2.21 ) 

因为 cj ,…,e, 独立 同 分 布 ,有 均值 0 方差 c , 故 据 第 四 章 例 3.2. 

及 第 三 章 (2.2) 式 ,有 

E( > (Ce -zz7P)= -Do 

E(>)(X -又 )e = Var( (COX -到 )e) 

= > (x - X)"Var(ei) 

= > CX 六 7 
以 此 代 和 (2.21), 即 得 

E( 袜 0)= (一 2) 

于 是 证 明了 2 为 的 无 偏 估计 

和 时 称 为 残 差 平方 和 ， 其 一 重要 性 质 是 ; 当 e; 服从 正 态 分 布 

N(0， 时 ， 有 

一 和 3 (2.22) 

证 明 见 本 章 附 录 A 注意 自 由 度 7-2, 它 比 样本 大 小 交 少 2. 这 是 

因为 有 两 个 未 知 参 数 po 和 1 需要 估计 ,用 掉 了 两 个 自由 度 (参看 

第 四 章 例 3.2 未 尾 处 的 说 明 ). 

残 差 平方 和 有 下 述 便于 计算 的 表达 式 : 

>78= > (7 一 了 )-p8> (XI- 广 )Y， 
1 | 

= > 22-722-B>(OX -和 X)Y (2.23) 
1 一 1 7 一 1 
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此 式 之 方便 在 于 :在 计算 残 差 平 方 和 时 ,一 般 已 先 算出 了 回归 系数 

8 的 估计 及 及 立 .而 在 算 P; 时 ,需要 算出 > (Xi; - X) Y , 故 只 
i 一 

须 再 计算 平方 和 YY Y? 即 可 . (2.23) 式 证 明 如 下 : 
i=1 

六 3- > ( 了- 立 - 坟 (0X 一 刺 7 

-On 24 十 瑟 

其 中 己 = 鹿 辣 (5- 一 X)= 一 六 (人 久 O-X2)= 记 (xi- 

X) Y; ,而 

4= 也 (x - X)(Y; - 忆 订 = - 六 ) Y， 

于 是 得 到 (2. 23) 第 _- 一 式 .由 此 得 出 第 二 式 . 
残 差 的 另 一 方面 的 作用 是 用 以 考察 模 

型 中 的 假定 ( 即 (2.$) 和 (2.6)) 是 和 否 正确 . 
道理 如 下 :因为 在 模型 正确 时 , 残 差 是 误差 
的 一 种 反映 , 因 误 差 el ,…,e, 为 独立 同 分 

布 ,具有 "杂乱无章 ”的 性 质 , 即 不 应 呈现 任 
何 规律 性 .因此 , 残 差 8 ,…,8, 也 应 如 此 ， 
如 果 残 差 81,…,6, 呈现 出 某 种 规律 性 , 则 图 6.3 
可 能 是 模型 中 某 方面 假定 与 事实 不 符 的 征 

兆 . 例 如 , 若 随 着 X 增 大 |8| 有 上 升 的 趋势 ,这 可 能 反映 模型 
(2.1) 中 误差 e 的 方差 与 X 之 值 有 关 且 随 X 之 值 上 升 而 增加 . 又 

如 ,设想 回归 函数 为 二 次 函数 , 则 由 图 6.3(/! 为 经 验 回 归 直 线 ) 可 
看 出 , 当 X 很 大 或 很 小 时 ,8; 取 正 号 ,而 当 X 为 中 间 值 时 ,9 取 
负 号 .如 出 现 这 种 情况 ,就 可 以 怀疑 线性 假定 有 问题 . 

这 种 通过 残 差 去 考察 回归 模型 是 否 正 确 的 作法 ,叫做 “回归 诊 
浙 ” 它 已 发 展 为 回归 分 析 的 一 个 分 支 .本 书 不 能 仔细 讨论 这 方面 
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的 问题 ,有 兴趣 的 读者 可 参考 陈 希 至 . 王 松 桂 著 《近代 回归 分 析 》 第 
二 章 , 及 张 启 锐 著 《 实 用 回归 分 析 》 第 四 章 . 

6.2.3 区 间 估 计 和 预测 

本 段 我 们 在 (2.3) 和 (2.6) 的 基础 上 加 上 假定 : 误 善 e 服从 正 

态 分 布 ,因此 ,现在 (2.5) 强 化 为 
Clyc2， Er 独立 同 分 布 . e， 四 NI(0,o) 《2.24) 

先 考 贿 有 | .前 已 指出 , 它 是 Y1 9 ”9 了 ， 的 线性 函数 ,有 均值 A 

方差 c*S-,S- 见 (2.16) 式 ,因此 

(Pi -8)AzS2) 一 NO,1) (2.25) 

这 个 结果 疝 不 能 用 于 8 的 区 间 估 计 , 因 为 c 未 知 , 按 6.2.2 的 结 

有 果 , 以 5( 见 2.20) 代 替 (2.25) 中 的 c. 可 以 证 明 , 经 过 这 一 代替 , 正 

态 分 布 变 为 寺 分 布 (证 明 见 附录 器) 

(8 -BAiSz 一 局 (2.26) 

这 个 结果 就 可 以 用 来 作 p| 的 区 间 估 计 或 置信 上 下界, 因为 ( - 

paSzI) 起 了 枢 轴 变 量 的 作用 , 按 4.4 节 中 的 方法 ,得 到 ; 
1. 置信 系数 为 1- w 的 6 的 置信 区 间 ,为 

[8 -5Szz ar(a2),8 +5SI (av2)] 
2. 置信 系数 为 1- w 的 8 的 置信 上 、 下 界 ,分 别 为 

Bi +5Szlt ao(a) 和 局 -5Szt az(ax) 
对 截 距 po 也 一 样 做 ,也 可 以 由 下 文 对 回归 函数 8,+ 8 (z 一 广 ) 的 
区 间 估 计 中 , 令 zx= 束 得 到 . 

对 回归 函数 m(z)=po+Bi(z 一 广 ) ,其 点 估计 记 (z)=B+ 

BCz- 驴 ) 也 是 Yi,…,Y, 的 线性 函数 ,因此 在 (2.24) 的 假定 下 ， 
它 也 服从 正 态 分 布 , 其 均值 为 加 (z), 而 其 方差 1(z), 根 据 
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(2.24),(2.25), 及 p4 与 8) 独立 ,为 

(xz) =Var(p1) 十 (并 一 台 )2Var(P) 

= +(Z-X)ASa) 

于 是 得 到 (六 人 zy) 一 ji(z))MAAz) 一 NO,1).5 代 c, 可 以 证 明 

(六 (rz) 一 ma 人 (z))Aa(L LT (zz 一 X)27LS2)U2) 一 

(2.27) 

由 此 得 出 : 

1. 置信 系数 为 1- wa 的 mm(z) 的 置信 区 间 为 

[ 庆 (z) -+(r 一 XDALS3 JU (Ca 2) 

记 (z)+6( +(z 一 X)2]LS2)2t 2(a/2)] 

2. 置信 系数 为 1-a 的 mm(z) 的 置信 上 下 界 ,分别 为 庆 (z) 土 

5(1jz+( 工 -X)LS2 ba)(+ 号 为 上 界 ). 

这 个 区 间 之 长 25(1[a +(z-X)《LS2)LI2t (ax2) 与 有 

关 .z 愈 接 近 X 样本 的 中 心 X, 则 (z -X)” 愈 小 而 区 间 长 度 就 傅 

小 .就 是 说 ,在 估计 回归 函数 mm(z) 时 ,您 靠近 样本 X 中 心 点 处 愈 

精确 .这 从 理论 上 指明 了 我 们 在 前 面 提 到 过 的 一 点 事实 : 当 我 们 需 

要 在 自 变 量 X 的 某 个 范围 内 使 用 回归 方程 时 ,应 当 把 观察 点 冬 )， 

…,X, 尽量 取 在 这 个 范围 内 . 如 

图 6.4,/ 为 由 样本 点 配 出 的 经 验 

回归 直线 ,和 2 分 别 是 2(z) 

的 置信 区 间 上 下端 随 z 变化 时 

划 出 的 曲线 .在 过 轴 上 的 X 附近 

和 /> 相距 较 近 ,而 当 xz 离 X 

愈 远 时 , 曲线 愈 分开 . 如 图 ,在 

轴 的 zxo 处 ,A 点 的 纵 坐 标 是 回 

归 函 数 m(zo) 的 点 估计 疡 (zxo)， 

而 Al,A>: 点 的 维 坐 标 , 则 分 别 是 图 6.4 
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jz(zo) 的 置信 区 间 的 上 、 下 两 端点 .曲线 ,只 能 在 这 个 意义 上 

去 理解 , 而 不 能 说 ， 理 论 回归 直 线 落 在 Li, 之 间 ” 的 概率 为 1 一 

wa. 因 为 ,理论 回归 直线 落 在 由 ,之 间 , 相 当 于 说 对 一 切 zxo 同时 

成 立 :m(zo) 落 在 通过 zo 与 纵 轴 平行 的 直线 在 0 ,7， 截 出 的 两 点 

的 纵 坐 标 之 间 “. 

下 面 来 考察 Y 的 区 间 预 报 . 假定 要 在 自 变 量 X 的 给 定 值 zxo 

处 预报 Y 之 值 Yo. 前 已 说 过 ( 见 6.1 节 ) ,就 用 记 (zo) 作 为 Yu 的 

预报 值 .考虑 差 7= Yo 一 疡 (zxzo). 它 是 Yi ，…,Y 和 Yo 的 线性 函 

数 , 故 仍 为 正 态 分 布 . 因 已 (Yo)= mm(zo), 开 [ 庆 (ro)]= 和 (xzo)， 

有 玖 (7) =0. 为 考虑 其 方差 ,注意 Yi,…, Y 和 Yo 独立 , 故 

忘 (z0) 与 Yo 也 独立 ,因此 有 

Var(7) =Var(Yo) + Var( 记 (zz0)) 

=o(1+lma+(z-X)2/S2) 

仿 以 前 的 做 法 ,用 ce 的 估计 值 代 替 c, 得 

7 MB(1+1a + (zz 一 X)27]S2)I2) 一 

于 是 得 到 :不等式 

记 (zi) -5(1+1M +(z -0)2S22o-a[ 生 j 和 Y。 

委 记 (zo)+(I+1m +(z | 

(2.28) 

其 左右 两 端 (所 构造 的 区 间 ) 就 是 Yo 的 置信 系数 为 1- a 的 区 间 
项 测 .应 注意 的 是 :与 以 前 我 们 讲 过 的 区 间 估 计 不 同 ， 此 处 的 Yo 
并 不 是 一 个 未 知 的 参数 ,其 本 身 也 有 随机 性 . 

* 理论 上 可 以 证 明 : 把 ,42 之 间 夹 出 的 区 域 放 大 一 点 , 即 把 / 往 上 推 一 点 ,， 往 

下 推 一 点 ,就 可 以 满足 这 要 求 , 具 体 说 ,应 以 方程 为 y>= 仙 (zxz)+2(1m+(z- 总 )2S2) 

(2F:.。2(a)) 二 的 曲线 代替 4 ,La(4 为 + 号). 由 第 一 章 习题 29 可 知 ,这 个 范围 比 
(2.28) 规 定 的 范围 宽 一 些 ， 
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比较 (2.27) 和 (2.28) ,我 们 看 出 m(zo) 的 区 间 估 计 与 Yo 的 

区 间 预 测 的 另 一 点 不 同 之 处 :mm (zo) 的 区 间 估 计 之 长 为 25(177 

+(z 一 XDASDit Ca) 当头 很 大 时 ,2 接近 于 ct -， 

(ac/2) 接 近 xs ,这 两 部 分 保持 有 界 ”, 另 一 个 因子 中 ,12z 一 0. 另 

一 个 因子 ,只 要 试验 点 Xi，…，X, 不 过 分 集中 于 一 处 ,以 使 

> (x - 又)2 -> co ,就 可 以 证 明 (z- 广 )27/S2->0( 习 题 S(b)). 这 

样 ， 上 述 区 间 之 长 将 随 ”一 co 而 趋 于 0. Yo 的 区 间 预 测 则 不 然 ， 

其 长 度 表 达 式 中 含 因 子 (1+1[ +(z -XDAS2)2. 随 着 7 一 

co ,其 值 总 大 于 1 , 故 不 论 你 有 多 少 样本 ,区 间 预 测 的 精度 仍 有 一 

个 和 界 限 ,这 个 章 理 我 们 在 前 面 已 解释 过 :预测 问题 中 包含 了 一 个 无 

法 克服 的 随机 误差 项 . 

6.2.4 假设 检验 

最 有 兴趣 的 假设 检验 问题 是 :检验 原 假设 

六 0o:p = < (2.29 ) 

其 中 < 是 一 个 给 定 的 常数 ,对立 假 设 为 妃 o: 8 天 c. 尤 其 是 c=0 的 

情况 .因为 ,8 =0 表示 回归 函数 靖 (z) 为 一 常数 8 ,与 过 无 关 . 如 

果 Bo:p8=0 被 接受 了 , 则 意味 着 我 们 接受 如 下 的 说 法 :所 选 定 的 

自 变 量 X 其 实 对 因 变 量 Y 无 影响 ,故人 研究 二 者 之 间 的 关系 也 就 没 

有 意义 了 . 

(2.29) 的 检验 很 容易 利用 (2.26) 作 出 : 

p: 当 | 刘 - c| 委 5S2， (cy2) 时 接受 媚 ) ,不 然 就 否定 万 

(2.30) 
这 个 检验 p 有 水 平 w. 单 边 假设 Bi 妇 c, 或 8 达 c 的 检验 也 类 似 地 
作出 . 

* 由 于 5 是 随机 的 , 它 只 是 在 * 依 概率 收敛" 的 意义 上 接近 c, 故 也 有 很 小 的 可 能 
性 远 远 偏离 c, 甚 至 变 得 很 大 .只 是 当 ” 很 大 时 这 种 机 会 很 小 . 

”299 ，



  

对 截 上 距 po 的 检验 也 类 似 地 作出 .例如 ,po=0 的 假设 意味 着 

回归 直线 通过 原点 ,我 们 把 细节 留 给 读者 . 

例 1.1 从 某 大 学 男生 中 随机 抽取 10 名 , 测 得 其 身高 ( 米 ) 和 

体重 (公斤 ) 的 数值 为 

(1.71;,6$),(1.63,63),(1.84,70),(1.90,75),(1.38 ,60) 

(1.60,55),(1.7$,64) ,(1.78,69),(1.80,65) ,(1.64,58) 

以 身高 X 为 自 变量 ,并 把 它 看 成 非 随 机 的 ,而 以 体重 Y 为 因 变 

量 .假定 回归 为 线性 的 .算出 

X =(1.71+1.63+…+1.64)/10 = 1.723 

Y=(6S+63+.…+S8)710 = 64.4 

S: =(1.71 -1.723)2 十 …+(1.64 -1 工 .723)2 

=0.1062 
10 加 

> (X -又 )v = (1.71-1.723) x65+ .… 
i1 

+(1.64 一 1.723) x 58 = 5$.268 
由 (2.12),\2.13) ,得 出 Bo 和 Bi 的 最 小 二 乘 估计 值 分 别 为 

p80 = 64.4,8 = 5.268/0.1062 = 49.6 

经 验 回 归 方 程 为 

>y=64.4-49.6(z -1.723) =-21.06+49.6z 

当 z=1.62 时 立 =S9.29. 这 有 两 个 解释 ,-- 是 对 身高 为 1.62 米 
的 学 生 ,其 平均 体重 的 点 估计 为 59.29 公斤 ;二 是 如 随机 抽 到 一 个 

学 生 量 出 其 身高 为 1.62 米 , 则 以 $9.29 公斤 为 其 体重 的 预测 值 . 

可 按 (2.23) 式 计算 残 差 平方 和 . 为 此 算出 

3 -YY)>= (65 -64.4)2+ +(58 -64.4)2 = 316.4 

因此 按 (2.23) 式 算出 

> = 316.4- 49.6XS$.268 = 54.39 

由 此 得 出 误差 广 关 5 的 估计 值 
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2 = $4.39[(10 -2) = .6.799,5 = 2.61 

取 =0.05. 查 上 分布 表 , 得 如 (ac/2)=18(0.025)=2.306 

于 是 用 (2.27) 和 (2.28) ,得 到 回归 上 数 mm 人 z)=PptpBiGCzr 一 

X) 的 置信 区 间 , 以 及 在 工 点 处 Y 的 取 值 > 的 预测 区 间 ,分 别 为 

(置信 系数 都 是 0.95) 

一 1.723)2 ] 

-21.06+49.6z 一 2.61( 0.1 + X2.306<j (z) 

( 工 二 1.723) 迄 -21.06+49.6z+2.61[0.1 “0.1062 
以 及 

一 2 12 

-21.06+49.6z 一 2.61(1.1+ 全 让] 和 2 | x2.306<y 
_ 2 \、 1 

入 -21.06+49.6r+2.61(1.1 1 x2.306 0.1062 
对 并 =1.62, 上 述 两 个 区 间 分 别 是 

-21.06+ 49.6z xx1.62+ 上 2.691 = [6.6,62.0] 

-21.06 + 49.6z x 1.62 +6.343 = [33.0,65.6] 

可 见 , 预 测 的 精度 比 估计 回归 函数 的 精度 差 得 多 . 

再 考虑 假设 (2.29) 的 检验 .在 此 例 中 , 取 c=0 是 没有 意义 的 . 

因为 体重 明摆着 与 身高 有 关 , 如 检验 假设 Bl =0, 即 使 接受 了 ,我 

们 也 只 能 归 因 于 样本 大 小 zz 太 小 ,也 不 大 会 认为 8 =0 真 可 以 被 

接受 .可 以 考虑 的 假设 是 < 取 一 个 合理 的 数字 ,例如 c=5S0,40 之 
类 .“c=50 "这 个 假设 可 理解 为 :在 另 一 城市 一 所 大 学 曾 作 过 较 大 
规模 的 测量 ,在 那里 比较 确切 地 估 出 P =50. 现 在 换 了 一 个 城市 ， 
情况 有 无 改变 ?” 由 于 这 样 一 种 提 法 , 且 S0 这 个 数字 先天 地 有 一 定 

的 根据 ,在 并 无 比较 显著 的 证 据 的 情况 下 ,我 们 不 愿 轻易 地 认为 
50 这 个 数字 不 适用 于 这 间 大 学 .因此 , 取 一 个 较 小 的 水 平 ,例如 va 
=0.05 ,就 要 算 比 较 恰 当 了 . 具体 检验 可 按 (2.30). 算 出 

6St -av2) = 2.61XxXvV0.1062 xx2.306 = 1.96 

1 必 

) x2.306 

令 |18-c|=149.6-50|1=0.4<1.96, 故 应 接受 原 假设 8 = 50. 
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如 原 假 设 为 6; = 52, 则 被 否定 了 。 
现在 有 这 样 的 问题 :一 方面 用 我 们 的 数据 估 出 B; 为 49.6, 另 
-方面 , 按 以 往 资料 可 以 接纳 Pi = 50, 应 取 何者 为 好 ? 这 就 要 分 
析 情 况 , 如 果 以 往 资料 可 以 认为 是 与 当前 资料 同 质 的 ,比方 说 ,两 
校 都 是 在 全 国 范围 招生 ,其 学 生 的 地 域 构成 大 体 接近 , 则 有 充分 理 
由 认为 ,当前 的 Bi 与 以 往 的 B 应 差不多 . 考虑 到 以 往 的 6 是 依 
据 大 量 数据 算出 ,而 当前 的 P 只 根据 10 个 数据 ,我 们 觉得 , 取 以 
往 的 P 也 许 更 合适 (如 果 B, = 50 被 否定 , 自 又 当 别论 ) ,反之 ,如 
两 校 都 是 地 方 性 的 ,其 学 生来 源 以 本 地 居多 ,而 两 地 身高 体重 在 关 
系 上 又 有 差别 , 则 我 们 就 可 能 倾向 于 采用 当前 值 了 . 
这 个 例子 也 许 并 不 十 分 典型 ,但 有 关 的 考虑 对 其 他 应 用 问题 

也 是 适用 的 .统计 学 是 一 种 帮助 我 们 对 数据 进行 分 析 的 工具 ,其 应 
用 不 能 脱离 对 实际 问题 的 背景 的 考虑 .不 加 区 别 地 机 械 地 使 用 公 

式 ,难免 导致 与 实际 背离 的 结果 . 

6.2.5 几 个 有 关 问 题 

以 上 我 们 对 一 元 线性 回归 ( 且 随 机 误差 服从 正 态 分 布 的 情况 ) 

了 坝 他 网 的 论述 .在 这 一 段 中 ,我 们 提出 几 点 在 使 用 
这 些 方法 时 值得 注意 的 事情 . 

1. 回归 系数 的 解释 问题 

设想 我 们 建立 了 回归 方程 

yy 一 C++Apzr (2.31) 

一 般 地 把 回归 系数 2 的 意义 解释 为 : 当 自 变量 X 增加 或 减少 1 单 
位 时 ,平均 地 说 , Y 增加 或 减少 2 单位 .这 个 解释 对 不 对 ? 我 们 
说 ,也 对 也 不 对 ,要 看 具体 情况 而 定 . : 

首先 一 个 问题 是 X 的 变化 区 闻 . 在 实际 应 用 中 ,真正 的 回归 
方程 一 般 总 是 与 线性 方程 有 一 定 的 偏离 . 在 不 很 大 的 范围 内 ,这 种 
偏离 也 许 不 很 大 ,不致 对 应 用 造成 影响 . 一 般 总 是 在 这 个 意义 上 ， 
我 们 把 回归 方程 认定 为 线性 的 . 

日 后 在 应 用 中 ,如 果 自 变量 值 z 超出 了 上 述 范 围 , 则 回归 方 
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程 (2.31) 可 能 已 不 再 成 立 . 这 时 X 增加 1 单位 是 否 使 Y 平均 增 

加 & 单位 的 论断 ,也 就 不 能 成 立 了 .例如 , 若 X 为 每 亩 施肥 量 而 Y 

为 每 亩 的 产量 .可 以 相信 ,在 X 的 一 个 合理 的 范围 内 ,Y 的 平均 值 

大 致 随 X 线性 地 增长 .但 一 超出 一 定 的 范围 ,例如 施肥 量 过 大 时 ， 
进一步 增加 施肥 不 仅 不 能 导致 增产 ,反而 可 能 导致 减产 . 

就 是 是 变量 之 值 处 在 合理 的 范围 内 时 ,回归 系数 意义 的 解释 

仍 可 能 有 问题 .分 两 种 情况 来 讨论 . 一 种 情况 是 X 之 值 在 试验 中 
可 由 人 指定 (如 上 述 施 肥 量 ). 这 时 ,只 要 在 旦 后 的 应 用 中 情况 与 你 
建立 回归 方程 时 大 体 相 同一 一 这 主要 指 的 是 X 以 外 的 因素 对 Y 
的 影响 要 相当 , 则 上 述 解释 , 即 X 增 减 1 单位 时 Y 平均 增 减 5 单 
位 ,是 正确 的 ,否则 就 不 见得 正确 . 仍 拿 上 面 那个 例子 来 说 ,设想 在 
建立 方程 (2.31) 而 进行 的 试验 中 ,所 用 的 田地 都 是 底肥 很 不 充足 
的 ,而 日 后 你 把 它 用 到 底肥 很 充足 的 田地 上 ;或 者 ,在 试验 中 用 的 
是 次 耕 ( 这 对 肥料 吸收 有 利 ) ,而 日 后 用 到 浅 耕 的 田地 上 , 则 结果 就 
不 见得 正确 .了 . 

如 果 自 变量 X 是 与 Y 一 起 观察 所 得 ,而 不 能 事先 由 人 控制 ， 
则 情况 更 加 复杂 .在 这 种 情况 下 ,除了 满足 X 必须 处 在 合理 范围 
内 这 个 限制 外 ,还 必须 注意 ,X 值 必 须 是 在 “自然 而 然 地 ”产生 而 
不 是 人 为 地 制造 出 来 的 情况 下 ,上 述 解 释 才 有 效 . 举 一 个 极端 的 例 

子 . 设 把 X 作为 体重 而 Y 作为 身高 , 则 在 X 一 定 的 范围 内 , 仍 可 
建立 线性 回归 方程 (2.31) , 比方 说 ,5 = 0.02. 这 意味 着 体重 每 增 

减 1 公斤 ,号 高 平均 约 增长 2 厘米 . 假如 你 观察 一 个 正在 长 身体 的 
青年 人 ,在 某 时 刻 你 量 得 他 体重 X 为 S2 公斤 ,身高 158 厘米 . 过 
知 干 时 候 他 体重 长 到 54 公斤 ,你 预测 他 身高 162 厘米 左右 ,这 个 
用 法 正确 . 因为 你 只 是 一 个 被 动 的 观察 者 ,并 未 设法 去 影响 这 个 进 
程 .反之 ,如 果 你 用 强力 减肥 法 使 一 个 胖子 在 两 星期 内 体重 下 降 $ 
公斤 ,而 预测 他 身高 将 下 降 10 厘米 左右 , 则 恐怕 不 见得 正确 .因为 
X 值 的 改变 出 于 你 人 为 的 干预 ,违反 了 X,Y 之 间 的 关系 的 自然 
进程 .再 举 一 个 例子 :统计 资料 显示 人 的 文化 水 平 的 提高 导致 出 生 
率 降 低 . 但 如 某 个 国家 孤立 地 进行 提高 人 的 文化 水 平 的 工作 ,就 不 
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一 定 能 导致 出 生 率 预期 的 降低 . 这 是 因为 人 口 出 生 率 是 由 一 系列 

的 经 济 社会 和 文化 习惯 等 条 件 决定 的 . 单 抽出 文化 水 平 这 个 因子 ， 

其 实 是 将 它 作为 一 个 综合 因子 来 看 待 . 故 如 它 的 改变 确实 是 显示 

了 这 种 综合 条 件 的 改善 , 则 应 有 利于 出 生 率 的 降低 .反之 ,如 果 其 

他 条 件 (经 济 .社会 等 ) 并 无 改变 甚至 有 了 恶化 ,而 只 孤立 地 提高 文 
化 这 个 因子 , 则 背离 了 建立 回归 方程 的 前 提 了 . 

2. 回归 方程 的 外 推 
所 谓 外 推 , 就 是 在 建立 回归 方程 时 

7 所 用 的 自 变量 数据 的 范围 之 外 去 使 用 回 
-一 “上 蚂 方 程 (如 果 在 自 变 量 数据 的 范围 之 内 

2 ! 使 用 ,就 叫做 内 捕 ). 一 般 都 是 不 主张 对 
  ， > 回归 方程 作 外 推 使 用 的 ,原因 我 们 在 以 

前 已 提 过 了 , 即 理论 上 回归 方程 一 般 并 

图 5 5 非 严格 的 直线 .例如 ,回归 方程 是 曲线 
/ ,如 果 你 在 < 委 z 委 这 个 范围 内 使 用 ， 

则 直线 /1; 可 充分 好 地 代表 它 ,但 如 外 推 至 c 点 , 则 与 实际 情况 有 
较 大 的 差距 了 (图 6.5). 

当然 ,也 不 能 说 外 推 在 任何 情况 下 都 不 行 .在 某 种 很 特殊 的 情 
况 下 ,回归 方程 为 线性 这 一 点 有 充分 的 理论 根据 ,这 时 外 推 应 不 致 
导致 太 大 的 偏差 .其 次 ,如 外 推 距 离 不 太 远 , 问 题 一 般 也 不 会 很 大 . 
在 没有 把 握 而 情况 允许 时 ,可 以 做 一 些 试验 ,以 考察 一 下 回归 方程 
在 拟 应 用 的 范围 内 符合 的 程度 如 何 . 

3. 回归 方程 不 可 逆转 使 用 

在 目 变 量 X 和 因 变 量 Y 都 是 随机 的 场合 ,往往 可 以 把 其 中 任 
一 个 取 为 自 变 量 . 人 的 身高 体重 就 是 一 个 例子 .这 时 就 存在 两 个 回 
归 方 程 ,如 都 为 线性 的 , 则 分 别 有 形 状 

yy 一 QQ+por，Z=c+cy (2.32) 

有 趣 的 是 ,这 两 个 方程 并 不 一 致 .意思 是 , 若 你 把 (2.32) 的 第 一 个 
方程 y=a +pr 对 z 解 出 得 z= 一 a AT+ y/, 则 这 方程 不 一 定 就 

和 钙 (2.32) 第 二 个 方程 ,对 实际 数据 配 出 的 经 验 回 归 直 线 , 也 是 这 个 
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情况 . 设 有 了 数据 (Xi, yi) ，…,(X,， 了 区 ) ,把 X 作为 自 变量 配 出 
回归 方程 (用 最 小 二 乘法 ,下 同 )y=2 TBzr ,与 把 Y 作为 自 变量 配 
出 的 回归 方程 zx=t+ dy 不 一 定 相 同 ,上 且 -- 般 不 相同 . 

因此 ,在 人 的 身高 (X) 体 重 (Y) 这 个 例子 中 ,如 你 的 目的 是 通 

过 身高 预测 体重 , 则 你 应 取 Y 为 因 变 量 ,以 建立 回归 方程 vy= a + 

px. 如 果 什 么 时 候 你 忽然 需要 通过 体重 预测 号 高 , 则 你 并 不 能 利 

用 上 述 方程 去 作 ,而 必须 从 头 做 起 , 取 X 为 因 变 量 ,用 最 小 二 乘法 

配 出 方程 zx=c+dy. 后 一 方程 用 于 从 y 预测 . 

表面 上 看 这 一 点 颇 使 人 感到 难以 理解 , 细 想 之 下 ,道理 其 实 不 

难 . 为 方便 计 , 设 (X,Y) 的 联合 分 布 为 二 维 正 态 分 布 N(a,p ,ci， 

o5,o), 则 如 在 第 2 章 ( 见 该 章 (3.10) 式 ) 中 所 证 明 的 ,六 对 X 的 回 

扫 方 程 为 

(y--b)=poooc (zz 一 ae) (2.33) 

而 X 对 Y 的 回归 方程 则 为 

(zz 一 aa)=pooloi(y 一) (2.34) 

除非 o=1, 即 X,Y 之 间 有 严格 的 线性 关系 ,(2.33) 与 (2.34) 不 
一 样 ,因为 ,由 (2.33) 得 (rz-a)=pooc(y-0), 除 非 叶 =1， 

这 与 (2.34) 不 同 . 这 样 看 来 ,理论 上 这 二 者 本 不 一 致 .因此 ,由 数据 

所 配 出 两 个 经 验 回归 方程 ,也 不 会 一 致 了 . 

这 个 论点 从 理论 上 说 清楚 了 问题 .但 在 直观 上 ,人 们 可 能 仍 觉 

得 有 些 难以 理解 . 为 说 明 这 一 点 ,考察 这 样 -个 情况 :相关 系数 
o>0 但 很 小 .这 时 ,X,Y 有 些 关系 ,但 关系 很 微弱 :一 者 的 变化 只 

引起 另 一 者 很 小 的 变化 . 因此 ,在 两 个 圆 归 关系 =w +por 和 >= 

c+ay 中 ,系数 2,d 都 很 接近 0. 这 样 二 者 就 必然 不 一 致 了 . 因由 
y=ca+pr 得 出 z=al+pboy 其 中 加 =01.0 很 大 ,因为 & 很 

小 , 故 5 不 可 能 与 d 一 致 . 

但 应 注意 :我 们 强调 回归 方程 不 能 闭 转 使 用 是 指 用 于 预测 疝 

言 ,如 用 于 控制 则 另 当 别论 .比如 ,建立 了 站 对 X 的 回归 方程 y= 
a+pzr. 为 要 把 Y 之 值 控制 在 w 使 其 误差 尽量 小 , 自 变量 X 应 取 
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何 值 ? 那 要 从 mw=ar+pzr 解 出 z=(yo-a)《M. 当 然 , 用 于 控制 的 

情况 应 当 是 自 变量 X 之 值 能 由 人 选择 时 ,这 时 不 存在 作 X 对 

之 回归 的 问题 . 

4. 在 本 节 的 讨论 中 ,我 们 都 是 在 自 变 量 X 为 非 随 机 的 假定 

下 进行 的 . 而 在 应 用 中 ,又 不 时 遇 到 X 也 是 随机 的 情况 ,而 我 们 也 

就 当 作 X 为 非 随机 , 仍 使 用 本 节 导 出 的 公式 ,这 样 做 在 理论 上 到 

底 可 以 不 可 以 ? 

这 问题 的 仔细 分 析 比 较 复 杂 ,不 能 在 这 里 详细 给 出 了 .我 们 只 
指出 两 点 :一 是 若 (X,Y) 的 联合 分 布 为 二 维 正 态 N(a ,bp ,ao?,c3， 
co), 则 有 关 回 归 系 数 的 点 估计 ,区 间 估 计 , 回 归 函 数 的 区 间 估 计 与 

区 间 预 测 , 回 归 系数 的 检验 等 公式 ,全 都 合用 ,但 8 ,8 的 方差 公 

式 已 不 适用 ( 启 的 方差 表达 式 中 含 X ,因此 处 X 也 是 随机 变量 ， 
这 是 不 可 以 的 ). 52 仍 是 模型 (2.1) 中 的 误差 。 的 方差 的 无 偏 估 
计 , 但 这 个 方差 应 是 给 定 X 时 Y 的 条 件 分 布 之 方差 , 即 cz(1 - 
o-)( 见 第 二 章 (3.9) 式 ). 因 此 在 这 一 场合 , X 为 随机 变量 并 不 影 
啊 方法 的 使 用 .我 们 之 所 以 能 不 顾 X 是 否 随机 而 使 用 本 节 导 出 的 
公式 ,主要 就 是 基于 这 个 理由 .二 是 车 (X,Y) 的 分 布 不 是 正 态 时 ， 
虽说 回归 系数 点 估计 的 公式 仍 可 用 ,但 其 他 一 切 已 不 再 成 立 了 . 

6.3 多 元 线性 回归 

本 节 我 们 考虑 有 这 个 自 变量 X，…,X， 的 情形 , 因 变 量 仍 记 
为 了. 模型 为 

立 =b0+bIXIT… 二 boX 二 e (3.1) 

其 解释 与 (2.1) 相 同 .这 里 也 有 自 变 量 为 随机 或 非 随机 的 区 别 , 今 
后 我 们 一 律 把 目 变量 视 为 非 随机 的 .在 (3.1) 式 中 ,6o 为 常数 项 或 
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截 距 ,p 称 为 对 X 的 回归 系数 ,或 称 偏 回归 系数 .e 仍 为 随机 

误差 . 

现 设 对 Xi,……,X 和 Y 进行 观察 ,第 ; 次 观察 时 它们 的 取 值 

分 别 记 为 Xi，…,Xwm 和 了 ,随机 误差 为 ei( 注 意 e; 不 可 观察 ), 则 

得 到 方程 

了 = pb0+DOIXD+ 十 DoXnr+eii = 1 (3.2) 

这 里 假定 

el en 独立 同 分 布 ,E(ej) = 0;,0< Var(ei) = o < oo 

(3.3) 

误差 方差 co 未 知 . 

统计 问题 仍 和 一 元 回归 时 一 样 : 要 根据 所 得 数据 

(XDA (3.4) 

对 50，……b。 和 误 善 方差 oj 进行 估计 ,对 回归 本 数 80+ bizl 二 … 

bpzp 进行 估计 ,在 自 变量 的 给 定之 值 (zy,……,z) 处 对 因 变量 Y 

的 取 值 进行 预测 ,及 有 关 的 假设 检验 问题 等 .在 上 节 中 对 一 元 情况 

引进 的 不 少 方法 和 概念 仍 适 用 于 此 处 多 元 的 情况 ,但 在 计算 和 理 

论 方面 ,都 较 一 元 的 情况 复杂 .就 本 课程 而 言 ,我 们 不 能 对 这 些 进 

行 仔细 的 论述 ,只 能 把 一 些 重要 的 结果 和 公式 不 加 证 明 地 写 出 来 . 

在 讨论 一 元 的 情况 时 我 们 曾 实行 “中 心 化 ”, 即 用 (2.6) 代 替 
(2.4). 这 一 变换 对 多 元 的 情况 很 有 用 ,方法 也 一 样 :算出 每 个 自 变 
量 Xe 在 ”次 观察 中 取 值 的 算术 平均 员 = (Xi+…+ XU )]z 而 

后 令 

X 训 二 Xe 一 Xi 二 1 一 1 …， 力 (3.S) 

即 可 将 (3.2) 写 为 

妇 =p+PXDT+T PXTei = (3.6) 

* 这 “ 偶 " 字 的 意思 ,约略 与 微 积 分 中 偏 导 数 中 的 “ 偏 " 字 相当 ,其 真实 含义 是 : 若 只 
取 …… 个 息 变 量 Xx 而 考虑 Y 与 之 间 的 一 元 回归 , 则 回归 系数 站 将 与 (3.1) 中 的 吕 

不 同 . 
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访 等 与 和 等 的 关系 是 : 

记 = 所 三 1p380 = 加 ONXI+ 二 OoX (3.7) 

如 在 模型 (3.6) 之 下 对 序 等 作 了 和 估计 , 则 可 用 (3.7) 将 其 转化 为 对 

刀 等 的 估计. 在 (3.6) 中 有 

XML+ XU=0,R= 工 pv) 轧 

以 后 我 们 只 讨论 (3.6), 且 为 书写 方便 计 , 略 去 X 记 中 的 “*“ “号 , 即 

仍 记 为 Xe : 

广 二 Bot+BAXE+T PoAr+e = (3.8) 

记 住 (3.8) 中 的 X 已 是 经 过 中 心 化 的 ,与 (3.2) 中 的 Xe 不 同 . 

在 讨论 多 元 线性 回归 时 ,采用 算 阵 和 向 量 的 记号 很 方便 . 7 

行 闻 列 的 矩阵 常用 一 个 大 与 字母 (如 X,A4 等 ) 去 记 , 有 时 也 记 为 

(ai) ,ci 为 该 矩阵 的 (7 元 , 即 第 ;和 行 第 ) 询 之 元 . 妆 玛 = 息 

称 为 2 阶 方 阵 .72 阶 方 阵 A = (cjp), 若 几 =1, 当 =jai=0 当 

1 天 六 则 称 为 2 阶 单位 阵 并 记 为 工 或 二. 方 阵 A 的 逆 方 阵 ( 如 存 

在 ) 记 为 4 .和 拖 阵 4 的 转 置 矩阵 将 记 为 A“ 

问 量 a 一 般 理 解 为 列 向 量 ,如 

4 一 | : 

隔 

为 & 维 列 向 量 ,ai 为 其 第 ; 个 分 量 . < 则 是 行 向 量 (ai，…,ao). 在 
矩阵 或 向 量 运算 中 ,0 表示 各 元 缘 为 零 的 矩阵 或 向 量 , 有 相应 的 维 

各 A 为 灵 X 关 方 阵 ,a 为 怀 维 向 量 , 则 按 和 矩阵 乘法 定义 ,Ac 
为 六 维 向 量 , 当 A 为 阶 方 阵 , 而 a 为 维 向 量 时 ,a' Ac 是 一 个 
数 , 这 形式 称 为 二 次 型 . 一 般 在 讨论 二 次 型 时 总 假定 4 为 对 称 方 
阵 , 即 其 人, 门 元 等 于 其 (7 站 元 ,或 4=A4. 

6.3.1 最 小 二 乘 估计 

与 一 元 的 情形 一 样 , 令 
”308 ， 

 



  

Q(Caoalt ap) 一 > (六 一 QQ0O 一 XIial 一 ”一 Xpaap 六 

7 = 

然后 找 co，…,ay 之 值 , 记 为 名，…, 记 ,使 上 式 达 到 最 小 . 启 等 就 

是 8; 等 的 最 小 二 乘 估计 . 作 方程 
3Qv/aa = 0,3Qvaui = 0…,3aQ/aa， =0 

并 加 以 简单 的 整理 , 即 得 

71Q0 一 Y， Y; , 解 为 po = (3.9) 
i=1 

Liiai + 1iaaz 十 十 人 pxp 二 > XTDY 

(3.10) 

/pial 十 Lp2a2 十 十 Lopxp = Xi 
;1 一 工 

此 处 L。 = > XsX。 . 若 引进 以 下 的 矩阵 和 向 量 * 
| 

Xi AD 从 in [0 Lp Lp 

入 X， 人 了 7 /2 !2>> 7 文 二 | 人 24 全 2 2 工 = 21 2 (3.11) 

  
从 p1L 从 p2 ”从 条 LU Lpj2 

1 引 P1| [2 

: : : | : 
， | 

了 Do P， Lu 

则 亏 =XX ,方程 组 (3.10) 右 边 各 元 分 别 是 向 量 XYd) 的 相应 元 . 

于 是 方程 组 (3.10) 可 简写 为 

La = XYv (3.12) 

方程 组 (3.10) , 即 (3.12 ) , 称 为 正则 方程 .其 解 , 即 8 的 最 小 二 乘 

* 此 阵 X 称 为 设计 矩阵 ,但 -- 般 设计 和 卸 阵 是 指 末 经 过 中 心 化 的 ,由 原来 的 A 所 构 

成 的 窍 阵 . 
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估计 ,可 表 为 

有 8 =-LXYrN (3.13) 

一 元 情况 中 最 小 二 乘 估计 的 性 质 , 在 此 也 对 “: 
1.8u,8 分 别 是 Bo 和 8 的 无 偏 估计 . 

2.Cov(Bo ,Bi)=07=1.…, 轧 , 即 Bo 与 每 个 房 都 不 相关 ， 

3.Var(p8)=o2]zi; 若 记 

C=(ci)= 革 ” (3.14) 

则 Var(Bi) 一 ca2,Cov(B ，B ) 一 CAG”. 由 于 这 个 性 质 , 方 阵 并 在 

回归 分 析 中 有 很 大 的 重要 性 ,一 般 都 需要 算出 来 .不 然 的 话 , 解 方 
程 (3.10) 可 用 通常 的 消 元 法 更 简便 ,而 无 须 用 (3.13). 

6.3.2 误差 方差 咏 的 估计 

仍 如 - -元 回归 一 样 ,定义 残 差 

8= 儿 -(8+XI+ Xe (3.15) 
及 残 差 平 方 和 61+…+ 862. 可 证 明 

2 (i++ - 方 -1 (3.16) 

是 c-* 的 一 个 无 偏 估计 . 

当 随机 误差 服从 正 态 分 布 时 ,可 证 明 > 63 /az 服从 自由 度 

?7 一 户 -1 的 X 分 布 . 这 里 有 +1 个 参数 8， 8， …,p， 要 估计 , 故 

自由 度 减 少 了 户 +1. 

对 此 处 多 元 的 情况 ,类 似 于 (2.23) 式 的 结果 也 成 立 ， 

六 
7 =1] 1 二 1 7 二 上 z=1 

(3.17) 

、 证 明 见 习题 7. 
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此 式 的 方便 之 处 在 于 :(3.17) 右 边 括号 内 的 各 项 ,在 列 出 正则 方程 

组 (3.10) 时 已 算出 了 ,而 在 估计 c: 时 ,一 般 先 估计 Bi , 故 P ，…， 

忆 等 也 已 算出 了 . 

6.3.3 区 间 估 计 与 预测 

在 作 区 间 估 计 和 预测 时 ,要 假定 随机 误差 服从 正 态 分 布 , 即 要 

把 (3.3) 加 强 为 

el en 独立 同 分 布 ,e 一 N0,c) = 1 ,7 (3.18) 

这 时 , 因 po,…，,p， 都 是 YY, 的 线性 函数 ,它们 都 服从 正 态 
分 布 . 

1. 回归 系数 8 的 区 间 估 计 
已 知 E(P)=B,Var(B)= cic2, 故 有 ( 记 -B)M 人 VEc)~ 

N(0,1). 以 cc 的 估计 人 代替 上 式 中 的 c, 则 可 以 证 明 

(B -DB)MBVGD) 一 和 | (3.19) 
与 一 元 情况 相似 ,由 此 就 可 以 作出 忆 的 区 间 估 计 

有 一 0 Vcit ol(av 2) 委 有 势 有 十 Vcitn p_i(av 2) 

(3.20) 
置信 系数 为 1- “ .类似 地 作出 B 的 置信 上 ,下界 

2. 回归 函数 的 区 间 估 计 

仍 记 回归 函数 为 
mAZ) 三 Bo+ piCzl - Xi1) 十 ”十 Po(zp 一 X，) 

Xi 的 意义 前 已 指出 ,为 马 = (Xi 十 Xia)A 二 (zy 
ph) . 

DZz) 的 点 估计 为 

记 (Z) = Bo+BiC-X)+T +tBCz 一 又 ) 

其 期 望 值 为 (z). 其 方差 可 根据 80,…,， 的 方差 与 协 方差 算 
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出 ,结果 为 
户 \、。， 

(过 )a” 一 [ 十 人 (三 一 Xi ) xs 一 XRD) CE j 

于 是 得 到 ( 疡 (z)-mlz))aAz)c) 一 NO0,1). 以 3 代替 cc, 得 到 

( 记 (z) 一 (rz))MACz)5) 一 让 (3.21) 

由 此 就 可 作出 mz(z) 的 区 闻 佑 计 为 

记 (z) -2A(Z)t- ICa/A 2) 

妇 7M(z) 雪 六 (rz)+DOzr)boiCa2) (3.22) 

置信 系数 为 1- a. 

在 (3.22) 式 中 令 zl1=…=xz=0, 得 到 原 模 型 (3.2) 中 的 常数 

项 50 的 区 间 估 计 . 
3. 在 自 变 量 的 值 zxo= (zio,……,zo) 处 预测 因 变 量 Y 之 取 值 

yY0 ea 

作为 点 预测 ,就 用 记 (zo) .其 区 间 预 测 与 回归 函数 区 间 估 计 

的 差别 ,就 在 于 方差 多 了 一 个 于 , 故 只 须 把 (3.22) 式 中 的 4(z) 改 

为 V1+ (xzo) 即 可 : 

记 (zo) -5V1I+A2(zo)ti li(av2) 

扫 y0 委 六 (xz0) 十 可 A 十 AM2(z0) Ca/ 2 ) (3.23 ) 

其 置信 系数 为 1 -wa. 

6.3.4 假设 检验 问题 

在 多 元 回归 中 , 因 包含 了 多 个 回归 系数 ,可 以 考虑 的 假设 检验 
问题 , 比 一 元 情况 要 多 些 . 本 段 仍 要 假设 随机 误差 服从 正 态 分 布 . 

1. 单个 回归 系数 B 的 检验 

考虑 原 假设 妃 0:8 = cc 为 给 定常 数 ,利用 (3.19) ,仿照 一 元 

情况 的 处 理 方式 ,得 上 检验 : 

当 | 记 -cl 委 5Vct li(a/2) 时 接受 晤 0 ,不然 就 否定 H 
(3.24) 
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类 似 地 可 考虑 单 边 假 设 8 委 c 或 8 过 ec 的 检验 问题 . 

在 应 用 上 ,主要 考虑 的 -- 种 情况 是 c=0. 如 果 假 设 8 =0 被 

接受 , 则 可 能 解释 为 : 自 变 量 Xi; 对 Y 无 影响 ,因而 可 以 从 回归 图 

数 中 删 去 .但 这 种 解释 要 慎重 . 一 则 是 样本 可 能 太 少 ,二 则 还 有 其 

他 原因 , 见 6.3.3， 

2. 全 体 回 归 系 数 尼 为 0 的 检验 

即 原 假设 为 

Do:p8 = 三 记 =0 43.25) 

这 个 假设 的 检验 常 称 为 "回归 显著 性 检验 ”, 其 意思 如 下 : 若 (3.25) 
通过 了 , 则 有 可 能 ,所 选 的 目 变 量 Xi,…，,X， 其 实 对 因 变 量 Y 无 

影响 或 影响 很 小 .这 样 , 配 出 的 经 验 回归 方程 也 就 没有 多 大 意义 . 

芽 实 用 上 ,这 有 两 种 情况 :一 是 确实 P，…8，, 都 为 0 或 很 小 ,这 时 

我 们 选 错 了 自 变 量 ; 一 是 样本 太 少 ,随机 误差 的 干扰 太 大 ,以 致 各 

白 变量 的 作用 显示 不 出 来 .到 底 是 哪 种 情况 ,当然 须 得 对 具体 问题 

作 具 体 分 析 . 但 无 论 如 何 , 如 果 假 设 " 被 接受 , 则 总 是 显示 ,由 数 
据 配 出 的 经 验 回归 方程 不 理想 ,不宜 运 直 用 于 实际 . 

反之 , 行 Fo 被 否定 , 则 这 说 明了 :所 选 定 的 自 变 量 Xi,…， 
Xz ,对 因 变 量 Y 确 有 一 定 的 影响 ,并 非 无 的 放 矢 .通常 把 这 说 成 
回归 达到 了 显著 性 ,并 进而 引伸 解释 为 :所 配 的 回归 方程 成 立 ,可 
以 有 效 地 使 用 了 .这 样 的 解释 还 需 慎 重 ,因为 检验 的 结果 只 是 告诉 
我 们 :所 选 自 变 量 中 ,至 少 有 一 部 分 是 重要 的 ,但 也 可 能 尚 留 有 并 
非 重要 的 ;尤其 是 ,并 不 能 排斥 遗漏 了 其 他 重要 因素 的 可 能 性 .这 
一 切 要 看 前 期 工作 做 得 如 何 , 不 能 都 委 之 于 这 个 检验 .我 们 认为 ， 
这 个 检验 的 基本 意义 是 事后 验证 性 的 :研究 者 在 事前 根据 专业 知 
识 及 经 验 , 认 为 已 把 较 重 要 的 自 变 量 选 人 了 ,县 在 一 定 的 误差 限度 
内 ,认为 回归 函数 可 取 为 线性 的 .经 过 试验 得 出 数据 后 ,他 可 以 通 
过 这 个 检验 验证 一 下 ,原来 的 考虑 是 否 有 毛病 .这 时 , 若 Ho 被 否 

定 ,他 可 以 合理 地 解释 为 :数据 与 他 事前 (试验 前 ) 的 设想 并 不 矛 
让. 反之 , 若 Ho 被 接受 , 则 提醒 他 ,也许 他 事前 的 考虑 有 人 欠 周 到 之 
处 ,值得 再 研究 一 下 . 
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这 里 所 谈 的 实质 上 涉及 一 个 选择 回归 自 变 量 的 问题 .在 一 项 

大 型 的 研究 中 ,看 来 与 因 变 量 Y 有 关 的 因素 往往 很 多 , 而 在 回归 

方程 中 却 只 宜 选 进 一 部 分 关系 最 密切 的 , 选 多 了 反而 不 好 .前 面 我 

们 强调 专业 知识 和 经 验 在 处 理 这 个 问题 中 的 作用 ,但 这 并 不 排斥 

统计 分 析 的 作用 .实际 上 ,回归 自 变 量 的 选择 问题 是 回归 分 析 中 很 

受 重视 的 一 个 课题 , 近 30 年 来 出 现 了 大 量 的 工作 .这 些 在 本 书 中 

无 法 细 述 了 ,有 兴趣 的 读者 ,可 参看 陈 希 插 和 于 松 桂 所 著 《 近 代 回 

归 分 析 》 的 第 三 章 . 

现在 我 们 回 到 假设 (3.2S) 的 检验 问题 .我 们 只 能 解释 一 下 导 

出 检验 的 思想 ,而 不 能 仔细 证 明 其 中 所 涉及 的 分 布 问题 . 

前 面 我 们 在 原 模型 (3.8) 之 下 算出 了 残 差 平方 和 (3.17) ,其 值 

暂 记 为 尺 ,. 现 如 假设 (3.25) 成 立 , 则 无 异乎 说 我 们 采纳 新 模型 

二 po+eii 一 下 7 (3.26 ) 

在 此 模型 下 也 计算 其 残 差 平 方 和 尺 , ,结果 为 

尺 ，= min> (Y - 80)2 = > -Y) (3.27) 

对 任 一 模型 , 残 差 平方 和 愈 小 , 则 说 明 数 据 对 它 的 拟 合 愈 好 . 容易 

看 出 :数据 对 模型 (3.26) 的 拟 合 程度 , 决 不 能 优 于 其 对 (3.8) 的 拟 

合 程度 ,因为 (3.8) 中 可 供 选择 的 余地 比 (3.26) 大 .但 拟 合 程度 相 

差 多 少 , 则 取决 于 模型 (3.26) 是 否 正确 , 即 假设 (3.25) 是 否 成 立 . 

若 (3.26) 正 确 , 则 差距 要 小 些 ,和 否则 就 大 些 ”. 这样 , 民 ， 和 尺 | 之 差 

Ra -Ri 可 作为 假设 厂 正确 性 的 一 种 度量 :R, - Ri 愈 小 ,万 | 愈 

像 是 成 立 . 理论 上 可 以 证 明 : 当 五 % 成 立时 有 

到 (R 一 尺 i ) 人 一 X2 及， 一 及 | 与 2: 独立 

这 样 ,再 注意 当 随机 误差 服从 正 态 分 布 时 有 
  

” 这 证 “种 直观 的 想法 ,其 根据 在 工 :与 数据 拟 合 最 好 的 模型 ,是 在 真 模型 附近 而 
个 是 远离 它 一 一 如 果 远离 它 (这 并 非 不 可 能 ), 则 表示 经 验 铝 好 方程 与 理论 回 多 方程 莽 
距 很 大 ,整个 分 析 就 没有 多 大 意义 了 ， 
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(2 一 户 一 1)5 [cr 一 2 .p1 

于 是 ,由 下 分 布 的 定义 , 知 当 原 假设 Bo 成 立时 有 

广 (R2 一 及 53 一 了 pp 《3.28) 

按 (3.27) 和 (3.17) ,得 

RR; -Ri = 六 Xi +…+pB>X7 (3.29) 
| 

于 是 得 到 (3.2$) 的 五 0 的 下 述 检验 法 ， 

当 十 >) 房 NoY 全 所 旋 ， i(a) 时 接受 部， 
不 然 就 否定 妃 。 (3.30) 

检验 水 平 为 w. 这 个 检验 称 为 Do 的 刁 检验 . 
3. 一 部 分 回归 系数 为 0, 即 

Hu:p = =8=0 0 过 > 扫 力 ) (3.31) 
检验 的 背景 是 :全 体 自 变 量 按 其 性 质 分 成 -- 些 组 ,而 Xi ,…， 

X, 是 反映 某 方面 性 质 的 因子 .(3.31) 的 意义 是 :这 方面 的 因子 其 
实 不 影响 因 变 量 Y 之 值 . 

检验 方法 与 (3.25) 同 :以 R; 记 当 (3.31) 成 立时 的 残 差 平 方 
和 , 即 

阳 

。 N，\ 7 2 
人 Ra = Ji > (Yi 一 Q0 一 人 rrliiQrl 一 一 piap 

2070-17 pp 

然后 ,可 以 证 明 : 当 随机 误差 服从 正 态 分 布 而 Ho 成 立时 ,有 
于 ~、? 
(Ra3 本 尽 ID)7 ”一 了 21 

于 是 得 到 (3.31) 的 下 述 检验 法 : 
当 (Ra - RD)A52 苹 忆 ,，， 1(e) 时 接受 机 ,不 然 就 否定 岂 

(3.32) 

检验 水 平 为 .这 个 检验 通称 为 假设 (3.31) 的 下 检验 .称呼 的 来 

由 显然 是 ,所 用 的 检验 统计 量 有 到 分布. 
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直接 计算 Rs 需要 在 新 模型 

是 证 

(3.33) 
之 下 算出 8 ,8 B 的 最 小 二 乘 估计 D0 ,8 G0 
仍 为 了 ,但 Br,8; 已 与 在 原 模 型 (3.8) 之 下 求 出 的 B. 1 ，…， 

B, 的 最 小 二 乘 估计 及， …，,B, 不 同 ,因此 涉及 较 多 计算 .下 面 的 
公式 则 只 须 用 到 原 模型 (3.8) 下 有 关 的 量 , 不 须 涉及 新 模型 
(3.33) ,因此 较为 简单 .为 引进 这 公式 ,把 (3.11) 式 定义 的 方 阵 工 
分 块 为 

LU : 上 | 
二 三 aeeeeeeseeee 

La21 : [| 

其 中 工 1 为 阶 方 阵 , 记 方 阵 

妃 = (dz) = 了 1 一 了 PP 世 3 

则 

R3-RI= >7dip8 (3.34) 
Ts 

(3.34) 中 ,6; 等 是 在 原 模 型 (3.8) 之 下 已 求 得 的 . 
线性 回归 是 统计 学 应 用 中 磁 得 最 多 的 .本 节 方 法 中 涉及 的 运 

算 ,早已 编 人 各 种 统计 软件 包 , 如 有 这 种 设备 , 则 只 须 输 入 数据 即 

可 .这 类 简化 公式 也 就 没有 多 大 实际 意义 了 . 

例 3.1 本 例 引 述 自 张 启 锐 著 《实用 回归 分 析 》p. 60. 其 目的 
纯粹 是 为 了 显示 ,本 节 提 出 的 那些 抽象 公式 是 怎样 使 用 的 . 

本 例 共 有 三 个 自 变 量 Xi,X,,X3, 因 变量 Y. 对 这 些 变量 进行 
了 7 二 48 次 观测 ,原始 数据 (Xt ,X2;,X3i， YY ) ， 1 二 | 9 ,48 ,没有 

写 出 ,但 与 本 节 公 式 的 应 用 有 关 的 量 的 计算 结果 为 
Xi = 18.98,X,， = 2.5$,Xi = 3.125, 立 = 3.843 
12052.98 ”49.13 ”782.121 
[ 48 

L 二 | 49.13 12.46 13.50|, >)(Y -TD7 = 74.15 一 
L782.12 13.50 5S77.25】 一 : 
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48 48 

和 (Xi -Xi =-257.59, > (X -YX )Y =-11.72， 
71 :一 ] 

JS 

20X3 一 Xa3)i = 一 141.37 
7 一 ] 

1. 常数 项 B 的 最 小 二 乘 估计 为 了 =3.843 ,而 回归 系数 58， 

p.,8; 的 最 小 二 乘 估计 则 是 下 述 方程 组 的 解 : 

2052 .98uj+ 49.1Sa， + 782.12u3 = 2S7.59 

49.1S$aj+ 12.46c， + 13.50a3 = - 11.72 

782.12cli+ 13.50aw， + 577.2S$u3 = 141.37 

解 cl,az,a3, 即 B ,pp6; 的 最 小 二 乘 估计 Bl ,8 ,683, 结 果 为 B， 

= 一 0.0488,8: = -0.$688 ,63 = -0.1655. 而 经 验 回 归 方 程 为 
y =3.843 -0.0488(zi - 18.98) - 0.5688(z，- 2.55) 

- 0.165$(zx; - 3.125) 

=6.737 - 0.0488xri - 0.$688zr。- 0.16SSx3 (3.35) 

为 计算 8 ,…,B83 的 方差 协 方差 ,要 算出 了 的 逆 方 阵 C = 了 -1, 结 
果 为 

1.0931 -2.77753 -1.4160- 

C= 工 = 103| -2.7775 89.4009 1.6725 

一 1.4160 1.6725 3.6119 

(3.36 ) 

于 是 得 到 
Var(p8o)=o2M48=0.0208c2,Cov(8 ,8 )=0,j=1,2,3 

Var(8)=10-3x1.0931c2,Var(8)=10-3x89.4009c2 

Var(B)=10-3X3.6119c? 

Cov(B) ,8,)=10-3x(-2.7775)o2 

Cov(pB ,8)=10-3x(-1.4160)c 
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Cov(8, ,83)=10 xx3.6119c” 

2. 残 差 平方 和 按 公 式 (3.17) 计 算 , 结 末 为 
48 

\ 382 =-74.1$3- (- 0.0488)(- 257.59) 
< 一 了 

1 1 

-(-0.5$688)(- 11.72) 

-(-0.1655)(- 141.37) 

=31.$165 

白 由 度 为 凡 -pp-1=48-3-1=44, 而 得 到 误差 方差 co- 的 无 储 

估计 2 为 :=31.5216[44=0.7163， 

3. 各 回归 系数 的 区 间 估 计 , 取 置信 系数 1-aw=0.95, 查 上 分 

布 表 ,14(0.025) =2.02108. 于 是 按 (3.20),8; 的 区 间 估 计 有 局 土 

v0.7163x vc xx2.02108 的 形式 .以 (3.36) 中 的 必 具 体 值 代入， 

算出 结果 为 : 
8 : -0.0488 + 0.0564; 8 : - 0.S688 士 0.5100; 

p3: -0.1655 寺 0.1026 (3.37) 

4. 回归 毅 数 

(zz)=B+Bzrl-18.98)+B(Czr 一 2.33) + pB34z3 一 

3.125) 的 区 间 估 计 , 按 公式 (3.22) ,应 为 庆 (z) 土 V0.7164 x 

A(z)x2.02108. 其 中 记 (z) 即 为 方程 (3.35) 的 右边 的 表达 式 ,而 

2(z) =1A48 + 11.0931(zi -18.98) + 89.4009(z， 一 2.55) 

+3.6119(z3 -3.125) 

-2x2.777S$(zl -18.98)(z， - 2.55) 

-2x1l.416(zi -18.98)(xz3 -3.125) 

+2xXx1.6725(z, -2.$5)(z3 -3.125)| X 10 

例如 ,对 点 过 =(18,2.7,3) ,上 式 计 算 结 果 为 

)2(x) = 0.02443, 产 (xz) = 3.8263 

而 得 到 其 置信 系数 0.9S 的 区 间 估 计 为 
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3.8263 + v0.7164 x 0.02443 xx 2.02108 

= 3.8163 + 0.2674 

在 荆 点 处 Y 的 预测 值 w 的 0.95 置信 区 间 为 庆 (z) 土 v0.7164 
(+A(z)) xx2.02108. 在 点 =(18,2.7,3) 处 ,结果 为 

3.8263 + 0.7164 xx Vv1.02443 x2.02108 

= 3.8263 夺 1.7314 

看 出 预测 的 精度 比 回归 函 数 估 计 的 精度 差 得 多 . 

3. 假设 检验 

一 个 回归 系数 为 0 的 检验 结果 (取水 平 = 0.05), 从 各 回归 
系数 的 区 间 佑 计 即 得 出 :凡是 B 的 置信 区 间 包 含 0 者 , 原 假 设 8 
=0 就 钙 接 受 ,不 然 就 被 否定 .因此 ,从 (3.37) 看 出 ,8; =0 被 接受 ， 

而 2=0 及 Ap=0 都 被 否定 . 

Pi=0 虽 然 被 接受 ,但 这 并 不 等 于 说 一 定 可 以 把 自 变 量 Xi; 去 

掉 . 这 个 问题 还 要 根据 具体 情况 全 面 地 去 考虑 ,不 能 单 任 这 个 检验 
就 作出 决定 . 

其 次 看 原 假 设 呈 :8 =0,8,=0. 用 检验 (3.32) ,要 按 (3.34) 
式 算 出 尺 ; 一 尽 ;. 有 

| 12052.98 人 | _ [| 
49.13 12.46 记 2 13.50 

L21 = (782.12,13.50) ,L 2 = (S77.2S) 

  

于 是 

几 [2 呈 四 1 
已 =LU 一 Da = 

49.19 12.46 

782.12 1 
-| 55 二)0782.12.13.50) 

四 | 1 人 后 

， 49.15 12.46 18.29 0.32 

1993.18 ”30.86 
-| 30.86 4 
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上 于 足 , 据 8 = -0.0488,5,= -0.5688, 用 (3.34) ,得 

民 ; - 民 =993.18(0.0488) + 12.14(0.5688) 

+ 2(30.86)(0.0488)(0.3688) = 8.006 

-==2,52=0.7164. 故 

二 (Ra 一 RD = 六 xx 8.006/0.7164 = 5$.588 

查 忆 分布 表 ,知已 ia)= PN4(0.05)s3.21. 故 已 0 被 否 

最 后 考虑 检验 问题 五 0: AP 一 > 一 03 三 (0. 用 检验 (3.30) ,其 检 

验 统计 量 之 分 子 为 

卫 ((- 0.0488)(- 237.5$9) + (- 0.5688)(- 11.72) 

-(-0.16$$)(- 141.347)) = 14.211 

故 (3.30) 中 的 检验 统计 量 之 值 为 14.211/0.7164= 19.837. 

因为 记 ，，1(a)= Fa(0.05)s2.82 , 故 古 o 被 否定 . 

6.3.S 应 用 上 值得 注意 的 几 个 问题 

在 一 元 回归 应 用 上 所 曾 提 出 过 的 那些 值得 注意 之 点 ,在 此 仍 

然 有 效 .多 元 回归 情况 更 加 复杂 ,在 其 结果 的 解释 上 更 应 慎重 . 

1. 设 Y 对 自 变量 Xi 的 回归 系数 估计 值 为 Bi ,通常 把 它 解 释 

为 : 当 X 增 减 1 单位 时 ,平均 说 来 因 变 量 Y 增 减 B 单位 .如 果 X 
的 取 值 能 由 人 控制 ,其 范围 在 建立 经 验 回归 方程 时 所 用 数据 的 范 
坪 内 , 且 在 尔后 的 使 用 时 ,其 条 件 与 建立 回归 方程 时 的 条 件 相当 ， 
则 这 个 解释 可 以 认为 是 合理 的 ， 

如 果 X) 本 身 也 是 随机 的 , 则 情况 复杂 ,不 仅 在 一 元 情况 下 所 
济 的 那些 问题 此 处 都 存在 ,而 卫 还 有 一 个 各 自 变 量 之 间 的 相关 问 
题 . 如果 日 变量 为 随机 的 ,它们 一 般 不 见得 独立 , 即 一 个 变量 ,例如 

X, ,其 值 的 变动 往往 会 带动 其 他 变量 的 值 作 变 动 .这 时 ,各 回归 系 
数 的 值 ,都 是 在 全 体 自 变量 值 的 联合 变动 的 格局 内 起 作用 ,和 孤立 地 
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抽 … :个 去 考察 就 不 一 定 很 现实 了 .在 这 种 情况 下 ,尤其 不 能 人 为 地 

去 设法 变动 其 中 一 个 (例如 X ) 之 值 而 强行 压 仁 其 他 自 变 量 值 保 

持 不 变 . 在 这 样 人 为 干预 下 所 作 的 预测 往往 与 实际 相去 甚 远 . 

在 使 用 线性 回归 时 我 们 必须 牢记 一 个 基本 点 :真实 的 回归 了 郴 

数 ,特别 在 较 大 的 范围 内 ,很 少 是 线性 的 .线性 是 一 种 近似 . 它 包含 

了 一 种 从 实际 角度 看 往往 不 和 定 合理 的 假定 : 它 认 为 各 变量 的 作 

用 与 其 他 变量 取 什 么 值 无 关 , 昌 各 变量 的 作用 可 以 县 加 .因为 , 春 

yy 三 P0 二 II 十 十 pozi 则 不 论 你 把 Ta 之 值 国 定 在 何 

处 , 当 zi 增 减 工 单位 时 :y 总 是 增 减 bi 单位 .事实 常 不 如 此 . 例 

如 ,以 立 记 某 种 农作物 的 亩 产量 ,Xi,X:,X3 记 每 亩 播种 量 ,施肥 

量 与 耕作 深度 , 则 Xi 起 的 作用 如 何 , 与 X,, Xi3 之 值 有 关 , 其 他 亦 

然 . 这 种 现象 称 为 各 因素 之 人 间 的 "交互 作用 ”如 果 专 业 知 识 或 经 验 

告诉 我 们 ,至 少 有 - -部 分 自 变 量 之 间 有 显著 的 交互 作用 存在 , 则 在 

白 变 量 值 较 大 的 范围 内 采用 线性 回归 就 不 会 有 很 好 的 效果 . 且 在 

这 种 情况 下 ,单个 回归 系数 意义 的 解释 ,也 应 是 基于 其 他 变量 的 平 

均 而 语 . 

2. 在 实际 应 用 中 ,一 个 回归 模型 内 可 包含 为 数 甚 多 的 自 变 

量 ,其 中 难免 有 些 是 密切 相关 的 .例如 ,车 X 和 X,， 高 度 线性 相 

关 , 则 XI 起 的 作用 ,基本 上 可 由 X。;, 挑 起 来 .反之 亦 然 . 这样 ,如果 

你 从 方程 中 删除 自 变 量 Xi ,X。: 中 的 一 个 ,而 对 剩 下 的 户 -1 个 自 

变量 再 配 出 方程 ,实际 效果 与 原来 的 相当 .这 就 造成 下 述 在 假设 检 

验 上 看 来 站 盾 的 现象 ”8 =0 或 “8 =07" 都 可 以 被 接受 ,而 “8 = 

p=0 则 被 否定 . 

所 以 ,如 宁 目 变量 是 随机 的 , 则 对 它们 之 间 的 相关 性 的 了 解 很 

重 委 .这 有 助 于 删 去 那些 不 需要 的 和 月 变量 ,使 配 出 的 回归 方程 有 更 

好 的 稳定 性 ,并 简化 对 回归 方程 的 解释 . 

3. 为 得 出 回归 系数 的 估计 值 ,要 解 线性 方程 组 (3.10) ,如 果 

系数 方 阵 了 的 行列 式 | 二 | =0, 则 方程 组 (3.10) 无 解 .在 应 用 上 可 

能 碰 到 这 样 的 情况 :| 寺 | 不 为 0 俱 很 接近 于 0. 这 时 , 诸 系数 /在 
计算 上 -点 点 误差 也 可 能 导致 方程 组 (3.10) 的 解 的 重大 改变 , 因 
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而 回归 系数 的 估计 值 就 失掉 了 其 稳定 性 和 可 信 性 . 

这 种 情况 在 统计 上 称 为 " 复 共 线 忻 , 意 指 知 二 个 自 变量 之 间 

仔 芷 奉 吉 度 的 线性 关系 .在 作 多 元 线性 印 归 分 析 时 , 复 共 线性 是 一 

个 很 有 破坏 性 的 东西 . 几 是 可 能 ,应 极力 耶 以 避免 .如 果 各 自 变 量 

取 值 可 人 为 控制 ,是 可 通过 适当 的 设计 达到 这 一 点 .如 果 自 变量 是 

随机 的 .通过 分 析 其 相关 性 并 删 去 阁 二 不 必要 的 (可 由 其 他 自 变 量 

代 玲 的 ) 且 变量 ,可 能 达到 这 一 点 .如 这 些 都 不 成 , 则 不 宜 强行 使 用 
最 小 二 乘法 ,可 考虑 用 其 他 更 富 稳定 性 的 方法 取代 之 .这 个 问题 涉 
及 太 宽 ,不 能 在 此 细 述 .关于 复 共 线性 , 张 启 锐 的 《实用 回归 分 析 》 
第 六 理 可 以 参考 .关于 回归 系数 的 种 种 估计 方法 (最 小 二 乘法 以 外 
的 方法 ), 可 参看 陈 希 医 及 王 松 桂 的 《近代 回归 分 析 》 第 四 章 , 及 上 
引 张 局 锐 的 书 第 九 章 . 

6.3.6 可 转化 为 线性 回归 的 模型 

有 时 ,回归 函数 并 非 自 变量 的 线性 函数 ,但 通过 取 用 新 自 变 
量 , 可 以 转化 为 线性 回归 去 处 理 . 举 几 个 例子 说 明 这 一 点 . 

例 3.2 设 有 一 个 自 变 量 X 和 因 变 量 Y. 如 从 某 种 理论 考虑 
或 数据 的 启示 ,认为 回归 模型 有 指数 形式 

Y=pb+piee +e 

其 中 汕 数 c 已 知 ,bo,6 未 知 ,e 为 随机 误差 . 则 通过 取 新 自 变量 

=e 将 其 转化 为 一 元 线性 回归 : 

Y=b+bZ+e (3.38 ) 

若 在 原 模 型 下 对 (X, Y) 有 了 观测 数据 (Xi, YY ……,(X ,Y ), 则 
等 于 在 新 模型 下 有 了 观测 数据 (Zu Yi),…,(Z, ,YY,), 其 中 之 = 

ec 和 1=1 1. 若 c 也 未 知 , 则 这 一 做 法 失效 ， 

例 3.3 仍 设 有 一 个 自 变 量 X 和 因 变 量 Y ,并 认为 回归 函数 
为 X 的 多 项 式 ， 

Y=p00TDXTDX TO Te (3.39) 

引进 户 个 新 自 变 量 Xi ,Xp ,其 中 Xi= 闷 =1…,, 则 模型 
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(3.39) 转 化 为 有 户 个 自 变量 Xi,…，,X， 的 多 元 线性 回归 

=p0+DIXIT+T 二 DoXnp +e (3.40) 

若 在 原 模 型 下 对 (X,Y) 有 了 观测 数据 (Xi Yi ，…,(X,，Y), 则 

等 于 在 新 模型 (3.40) 下 有 了 观测 数据 

(XT Xi Yi)，i 一 ,7 

其 中 Xi = 三 1 人 =. 

(3.39) 称 为 ”多项式 回 归 ” ,是 一 个 应 用 较 多 的 回归 模型 .经 过 

转化 后 的 回归 模型 (3.40) 成 为 多 元 的 .变换 以 后 的 自 变 量 Xi …， 

X， 之 间 有 严格 的 函数 关系 ,这 没有 关系 .因为 在 前 面 讨 论 线性 回 

局 时 ,并 没有 对 自 变 量 之 间 可 能 有 的 关系 作 过 任何 限制 . 

在 模型 (3.39) 之 下 ,假设 “六 =07" 有 特殊 的 意义 ,比方 说 ,一 开 

始 我 们 较 有 把 握 认 为 取 2 阶 多 项 式 已 够 了 ,但 还 不 太 放 心 ,希望 检 

验 一 下 .于 是 我 们 取 模 型 (3.39 ) 而 令 户 =3. 若 假设 “53 =0” 通 过 

了 , 则 数据 不 与 我 们 原先 的 想法 (回归 取 为 2 阶 多 项 式 已 足 ) 了 矛盾 . 

否则 就 须 调整 原来 的 想法 . 

多 个 变 元 的 多 项 式 回 归 也 一 样 变换 .例如 ,包含 两 个 自 变 量 
和 1,X。， 的 二 次 多 项 式 回 归 模 型 

和 = p0+DIXI+PDX +O3XT+DIX3STDXIX +e 

可 通过 采用 新 自 变 量 

2 = Xi = Xi = Xi,Z = Xj,Z = XIX， 

化 为 多 元 线性 模型 

Y=pb+p2+…+DZ +e 

在 有 些 情况 下 ,不 仅 自 变量 可 施行 变换 ,对 因 变 量 也 这 样 做 

例如 X ,Y 有 回归 方程 y= boe% 和 ,po0 .pi 未知 ,这 不 是 线性 的 ,也 

不 能 通过 自 变 量 的 变换 化 为 线性 的 .但 若 令 Z=logy, 则 2= 

logpo+pIX=p+pBXC=logpo,6=oi) ,而 化 为 线性 的 . 

不 过 对 因 变 量 所 作 的 变换 , 较 之 对 自 变 量 所 作 的 变换 ,存在 一 
个 理论 上 的 问题 . 即 自 变量 的 变换 不 改变 模型 中 的 随机 误差 e 这 
一 项 .因此 ,有 关 e 的 假设 (如 均值 为 0, 方差 非 0 有 限 , 或 e 服从 
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正 态 分 布 之 类 ) 全 都 保持 有 效 , 对 因 变 量 之 玻 换 则 不 然 . 拿 本 例 来 

说 , 原 模型 为 
Y = poe0~ + (3.41) 

把 Y 换 成 Z=logY, 得 Z=log(poe' ~ +te). 形 式 上 可 写 为 

Z=pb0+pX+siE= log(1+ebonle 2 ) (3.42) 

s 已 不 能 满足 e 原 有 的 条 件 , 甚 至 还 和 X 有 关 . 

因此 ,在 对 因 变 量 作 变换 时 ,我 们 不 是 拘泥 于 从 (3.41) 到 

(3.42) 这 种 形式 运算 .而 是 从 头 开始 :我 们 觉得 并 认定 , 若 取 Z= 

logY 为 因 变 量 , 则 X,2Z 的 回归 很 近似 线性 ,不 护 就 认为 它 有 

(3.42) 的 形式 而 e 满足 以 往 对 e 施加 的 条 件 . 这 有 其 道理 可 讲 : 因 

为 反正 原 模 型 (3.41) 中 上 e 的 性 质 ,也 无 非 是 一 种 假定 而 已 ,并 非 先 

天 绝对 无 误 . 转 化 成 (3.42) 后 ,我 们 未 尝 不 可 对 e 作出 类 似 的 假 
定 , 并 无 先天 的 理由 认为 :对 es 的 假定 一 定 不 如 对 e 的 假定 那样 符 

合 事实 . 

更 进一步 ,为 达到 线性 可 归 , 有 时 对 自 变量 和 因 变 量 都 要 施加 

变换 ,其 方法 和 道理 与 上 同 , 例 如 ,者 回归 方程 为 = boe2 代 , 则 通 

过 变换 =1Mz um=logy, 转 化 为 线性 型 v=logbo+ piz. 

6.4 相关 分 析 

在 相关 分 析 中 ,所 涉及 的 变量 都 是 随机 的 , 且 处 于 平等 的 地 
位 , 故 用 Xi ，…,X 来 记 , 而 不 用 Y. 

6.4.1 相关 系数 的 估计 和 检验 

设 (Xi,X>) 服 从 一 维 正 态 分 布 N(a ,6,ci,c3,o), 其 概率 密 
度 函 数 见 第 二 章 (2.7) 式 .在 第 三 章 指出 :a,co? 分 别 是 Xi 的 均值 
方差 ,b ,cji 分 别 是 X2; 的 均值 方差 ,而 o 是 Xi, X, 之 间 的 相关 系 
数 .在 3.3 节 中 仔细 论述 了 相关 系数 的 意义 ,尤其 是 指出 了 : 当 总 
体 分 布 为 正 态 时 ,相关 系数 确实 是 变量 之 问 的 相关 性 的 合理 指标 ， 
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调 在 非 正 态 情况 则 只 是 线性 相关 程度 的 度量 . 

相关 系数 o 的 公式 是 

O 三 Cov(Xi,X2)AVar(X)Var(X>))E2 (4.1) 

这 个 公式 启发 了 po 的 一 个 估计 方法 , 即 矩 估计 法 . 设 (Xi,X2l)， 

(XXX 为 (Xi,X2) 的 7 个 独立 同 分 布 的 观察 值 , 按 矩 法 ， 

7 一 1 

、(XD -XDA -TD > (XXX)2A2 1) 和 
- ;1 

、>) COX， -XiDCX2 - X2)A2 -1) 

去 估计 Var(CXi) ,Var(X>) 和 Cov(Xi,X;) .由 此 , 按 (4.1) ,得 出 D 

的 估计 为 

> (Xi -)CX 六 ) 
  

”一 下 一 1 44.21) 

[>7(Xu-XD)>7 (XXX 
zi 一 1] 7 一 上 

r- 称 为 “样本 相关 系数 ” 
对 o 的 检验 ,最 有 兴趣 的 是 原 假设 

Ero:o =0 (4.3) 

对 立 假设 为 o 和 0. Fo 表示 Xi, X: 独立 (在 第 三 章 已 指出 这 在 非 
正 态 情况 下 不 成 立 ). 一 个 显然 的 检验 方法 是 :计算 ， 

当 |z| 委 C 时 接受 刀 ,不 然 就 和 否定 瑟 ， (4.4) 

常数 5 与 样本 大 小 ” 及 检验 水 平 k 有 关 . 要 决定 C, 必 须 求 出 在 
o=0 时 样本 相关 系数 > 的 分 布 . 这 分 布 不 很 复杂 ,但 我 们 这 里 无 
法 介绍 推导 过 程 了 ,只 指出 : 当 o=0 时 有 * 

v 了 2r/v 一 天 一 总 (4.5) 

由 于 |r| 和 C 等 价 于 |v.2r/ 人 /AT 六 | 过 VC/A 一 人， 

  

  

*“ 证 明 见 习题 8. 
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让 (4.5) 不 难 定 出 : 当 给 定 检验 水 平 < 时 ,(4.4) 中 的 C 应 取 为 方 

程 .2 -52CAAT CCGG= aa(a/2) 之 解 , 即 
C=a(az2)/v 23+ 语 (zx72) (4.6) 

对 7=20,30,…,100, 由 (4.6) 算 出 的 C ,为 (ce=0.05) 

  

  

7 20 30 40 30 600 70 80 90 100 

忆 0.441 0.360 0.328 0.290 0.2S4 0.23S3 0.220 0.207 0.197 

  
    

    

当 样 本 大 小 到 为 20 时 ,即使 样本 相关 系数 ” 达到 土 0.4, 尚 不 是 

以 推断 po 异 于 0. 随 着 7 增加 ,这 个 界限 逐步 和 下降 ,但 即使 达到 

100 ,这 个 界限 也 还 大 约 在 0.2. 这 说 明 : 要 发 现 两 变量 之 间 较 微弱 

的 相关 ,样本 大 小 守 必须 很 大 才 行 .同时 也 说 明了 :对 较 小 的 > 

的 精度 很 差 ,意义 不 大 . 

当 o 夭 0 时 样本 相关 系数 > 的 分 布 问题 ,在 本 世纪 初 曾 是 K. 

皮尔 进 和 R. A. 费 歇 和 尔 等 统计 学 大 师 着 力 研 究 的 对 象 , 最 后 被 费 

歇 尔 在 1915 年 解决 了 ,其 形式 极为 复杂 ,在 此 不 能 细 述 了 . 

6.4.2 偏 相 关 

在 统计 学 上 ,相关 系数 作为 随机 变量 之 间 相 关 程 度 的 刻画 ,用 

得 很 多 ,但 在 其 解释 上 则 应 注意 几 点 :一 是 统计 相关 不 能 等 同 于 因 

果 关 系 ,这 一 点 我 们 在 第 三 草 中 已 指出 过 了 . 例如 ,分 别 以 XXX: 

记 一 个 人 的 饮食 和 衣着 消费 , 则 Xi, X: 有 较 强 的 相关 .但 很 难说 

这 一 背 有 何 因果 关系 :说 好 吃 的 人 多 半 好 穿 ,或 者 好 穿 的 人 多 半 好 

吃 ,未 见得 可 信 . 但 既然 如 此 ,为 什么 在 观察 结果 上 又 会 显示 出 较 

强 的 相关 呢 ? 这 就 涉及 到 另 一 个 需要 注意 之 点 :所 考虑 的 变量 (如 

此 处 的 Xi,X>*) 并 非 孤 立 的 ,它们 除 彼 此 可 能 有 的 影响 外 ,还 受到 

一 大 批 其 他 变量 (不 妨 暂 称 为 X3，…,X， 等 ) 的 影响 .由 于 这 个 原 

因 ,相关 系数 有 时 被 称 为 "完全 相关 系数 " .意思 是 说 ,在 其 中 总 结 

了 由 一 切 影响 带 来 的 相关 性 .这 个 说 法 解 倒 了 上 面 提出 的 那个 问 
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题 :为 何 看 来 彼此 并 无 密切 因果 关系 的 变量 ,在 观察 结果 上 会 显示 

出 较 强 的 相关 . 这 原因 就 在 于 被 其 他 因素 带动 起 来 了 . 拿 上 例 来 
说 ,如 以 Xs 记 人 的 收入 , 则 一 般 说 来 ,收入 大 的 人 各 方面 消费 都 

倾向 于 高 , 它 带 动 了 Xi( 吃 ) 和 X:z( 穿 ) 增 长 ,以 致使 二 者 显示 出 较 

嚼 的 正 相 关 . 可 以 设想 ,如 果 能 用 某 种 方式 把 Xs3 的 影响 消去 , 则 

Xi,X:， 可 能 显示 很 不 一 样 的 相关 性 质 .例如 它 可 以 转 为 负 相 关 . 

因为 在 一 定 收 入 的 人 中 ,在 吃 . 穿 中 的 一 个 方面 消费 大 的 人 ,一 般 
会 导致 另 一 方面 消费 的 减少 . 

一 般 , 设 有 访 个 随机 变量 XXX ,X 把 X3 ,Xi 
Xp 的 影响 从 Xit,X> 中 消去 ,剩余 的 部 分 分 别 记 为 Xi 和 X>. 则 

XXX: 的 相关 系数 称 为 Xi,X。 对 (X3…,X，) 的 偏 相 关系 数 ,并 

记 为 pp.449 .在 以 上 论述 中 ， 消 去 ”一 - 词 的 含义 并 未 严格 界定 ， 
但 一 般 是 在 最 小 二 乘法 的 意义 下 .例如 ,从 Xi 中 消去 X3，…，X， 
的 影响 , 指 的 是 找 一 个 线性 式 

LICX3，，X)) = co+C3X3T+T 十 CoX， 

使 下 [Xi -LI(X3，…Xo)1 达到 最 小 ,剩余 就 是 
X1 三 XI 一 LICX3， Xp) 

同 理 找 线性 式 L2(X3，……,Xo)=cdo+cdX3+…+doX ,使 FLX。， 一 

L(X3，…,X，) | 最 小 ,剩余 是 

X2 一 X -LOX3Xn) 

Xi,X。s 对 (X3，…,Xn) 的 偏 相关 系数 oa 就 是 X1,X? 的 相 
关系 数 .要 算出 其 表达 式 ,就 需要 算出 上 文 的 线性 式 L 和 工 ) .下 

面 我 们 对 户 =3 这 个 简单 情况 来 计算 一 下 .分 别 以 ca,a3ic3， 

05yGj 记 X1 ,入 2 和 和 3 的 均值 和 方差 ,以 ol ,0l3，023 分 别 记 X1 9 

X: 之 间 ,Xi,X3 之 间 , 和 X，,X3 之 间 的 相关 系数 . 

关于 找 一 个 线性 式 LI(X3) 使 天 (Xi 一 LI(X3)) 达到 最 小 的 

问题 ,已 在 3.3 节 中 讨论 过 了 , 按 该 章 的 (3.5) 式 ,用 此 处 的 记号 ， 
有 

LiIC(X3) = al+aloio3(X3 -aa3) 
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同 理 有 

L2(X3) = aa + 0203 023(X3 .一 03) 

故 有 

X1 = Xi -al 一 .lo o3(CX3 一 a3) 

X2 = X; 一 az- 一 ca 023(X3 一 C3) 

显然 ,E(X1)=E(X2?)=0, 而 按 第 三 章 (3.6) 式 ,用 此 处 的 记号 ， 

有 

Var(X1) = ci(1 - po) ,Var(X>) = af(1 -os) (4.7) 

.而 

Cov(X1 ,X2?) = (X1,X?) = 开 [(XI -ai)COX2 -aa)] 

一 010jLo3EECOX3 一 CQ3)X2， 一 Q2)j 

-ozojloosEECOXI -al)(CX3s - a3)] 

+ lojlobazaj1oo3EL(X3a - a3) 了 

= alazpD 一 alcj ola203023 

一 20j10230103013 十 Ga10203 013023G03 

= lz2012 一 5102013023 二 01020012 一 0131023) 《4.8) 

由 (4.7),(4.8) ,得 

O02.(G3) 二 Corr(X1,X2) 

=Cov(X1,X2)ACVar(X1T)Var(X2))12 

=(o1> 一 | 一 of)(1 一 033) 了 人 (4.9) 

细 察 表达 式 44.9), 有 如 下 的 构造 :把 Xi, X,Xs 之 间 的 相关 系 

数 ,连同 X; 与 Xi; 之 间 的 相关 系数 ous = 工 也 在 内 ,排列 成 一 个 三 阶 

方 阵 ( 称 为 Xi,X2,X3 的 "相关 阵 ”) 

OO12 013 1 ol 013 

P=|lo po2 053|= |o2 1 223 

O31 032 033 ol3 .03 

此 处 用 了 oz =1,o5=oi 则 其 (1,1) 元 的 子 式 , 即 划 掉 忆 的 第 一 

行 第 一 列 所 剩 下 的 行列 式 ,等 于 Pi =1-po53. 同 样 ,(2,2) 元 的 子 
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式 为 P2=1-po8,(1,2) 元 的 子 式 为 Pa=poliz- 2023. 因 此 

pb.0G3) 三 卫 27V PE22 

这 个 表达 式 ,可 以 证 明 , 能 推广 到 训 个 自 变量 Xi, Xz,X3, Xp 的 情 

况 . 仍 以 o 记 Xi ,Xi 之 间 的 相关 系数 (ozs =1,oz=poz) ,书记 其 相 

关 阵 : 
Cll 12 机 O1p 

  

_ | (2 (2 (4.10) 

mw COp2 ”Co 

而 以 P. 记 已 的 (xz,z) 元 的 子 式 , 即 从 尸 中 划 去 第 zx 行 第 v 列 所 

成 的 行列 式 , 则 

012.(0340) 三 了 DZV PuP2> (4.11) 

从 表达 式 (4.9) 看 出 一 个 现象 . 设 ol >0, 但 不 太 接 近 于 1. 即 Xi，， 

X， 为 正 相 关 ,但 相关 程度 不 是 非常 密切 . 又 ol ,o23 都 很 接近 1 , 则 

(4.9) 式 之 分 子 将 小 于 0, 即 ov.dG)<0. 就 是 说 ,尽管 Xi,X， 的 通 

稼 相关 系数 为 正 ,其 偏 相 关系 数 可 以 为 负 . 这 拿 前 面 举 的 那个 Xi 
= 吃 的 支出 ,X2 = 穿 的 支出 ,X3= 三 收入 的 例子 可 作 一 个 印证 .Xi， 

X:， 的 (完全 ) 相 关 oz 大 于 0, 但 ola,o23 看 来 都 为 正 且 很 大 , 故 

op.G3) 当 小 于 0: 从 吃 穿 支出 中 消去 收入 的 影响 ,等 于 在 固定 收入 

的 情况 下 考虑 二 者 的 关系 ,其 相关 为 负 就 不 难 理解 了 . 当然 , 反 过 

来 也 可 能 : 即 oz<0 但 ou.03) >0. 

因此 ,在 涉及 多 个 变量 相互 影响 的 问题 中 ,不 仅 考虑 完全 相关 

系数 ,而 且 考 虑 种 种 有 意义 的 偏 相关 系数 (在 全 部 户 个 自 变 量 中 ， 
可 任 选 出 玉 之 3 个 :Xi ，…, Xi ,而 考虑 从 Xi 对 (Xi Xi ) 的 

假 相 关系 数 .其 计算 仍 按 (4.11), 只 是 在 已 中 要 把 不 是 立 ……, 交 
那些 行列 都 划 去 ) ,这 样 对 整个 相关 的 图 景 就 可 获得 深入 一 层 的 了 
解 . 

读者 也 不 要 误 以 为 偏 相 关系 数 高 于 完全 相关 系数 ,这 二 者 各 
说 明 ”* 相 关 ”" 这 个 概念 的 一 个 侧面 ,其 舍 义 不 同 .在 什么 情况 下 哪 一 
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种 相关 更 为 贴切 ,要 看 问题 的 性 质 . 

如 果 对 (Xi …，,Xo) 进 行 了 ?2 次 观察 ,得 样本 

(XXX 
则 可 以 用 前 面 的 方法 ( 见 (4.2) 式 ) 估 计 X, 与 Xu 的 相关 系数 , 即 

计算 样本 相关 系数 ro: 

六 rr 一 了 >， (Xu X,)(X。 加 各)/ > (X。 Xu 
7 一 上 一] 

“ > (xs 一 X7| 

其 中 Xe = (Xi 十 十 Xe )]T 三 ]，…， 轧 . 有 ja 一 ] ,rw 二 7 ore ， 

以 re 代替 已 中 的 ou 得 样本 相关 阵 

”1 72 ”” 玉 1p 

R= | 2 (4.12) 

7pl1 7p2 ”7 了 

然后 用 

712.(34p) 三 民 i27V RN1RR2 (4.13) 

去 估计 -bp.(G34…, 它 称 为 样本 偏 相 关系 数 . 

如 果 要 检验 有 关 op.gai .的 假设 , 则 必须 假定 变量 服从 正 态 
分 布 .在 这 种 假定 下 ,可 以 证 明 : 原 假设 

五 0:01.(G34p) = 0 (4.14) 

的 一 个 水 平 a 的 检验 为 

广 12.(34.… 放 ) | 去 taZ2) 人 7 一 访 十 ii(aZ2)]12 ,接受 丈 0 

| rp: > 忆 (aeZ2)A 人 7 一 旋 二 2-o(a/2)]12 ,否定 万。 

(4.15) 
此 检验 与 前 述 相关 系数 为 0 的 检验 之 差别 仅 在 于 ,把 (4.6) 式 中 的 
2 一 2 换 为 2- 力 . 

例 4.1 随机 抽取 1000 人 调查 其 (每 年 ) 吃 的 支出 (Xi), 衣 
着 支 出 4(X2) 和 收入 (Xs3s) ,算出 的 样本 相关 系数 分 别 为 rm =0.57， 
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ra3=0.82,r3=0.80. 对 ?=1000，,c =0.0$,1 (av2) 和 二 -3 

(ae/ 2) 都 可 取 为 1.96. 于 是 易 算 得 |rol > 已-a(a/ 2)7/ 

vv-2+ 语 (xz2), 因 而 Xi,X， 的 (完全 ) 相 关 在 K =0.05 的 
水 平 上 为 显著 的 且 为 正 相 关 . 按 公式 (4.9) ,算出 

r12.(3) 二 《712 一 r~13r23) 人 LV (1] 一 r13)(1 一 r33 ) 三 一 0.73 

它 在 水 平 =0.05 时 为 高 度 的 负 相 关 . 

6.4.3 复 相 关 

设 有 若 于 个 随机 变量 Xi ,…, X，. 可 能 有 这 种 情况 :Xi 对 每 

个 XGO2) 的 相关 性 不 一 定 很 显著 ,但 全 体 X;，…,X。， 合 起 来 ， 

则 与 XI 有 较 显 著 的 相关 . 例如 , 设 Xi 为 某 种 水 田 农作物 的 产量 ， 

X2，…,X， 为 该 作物 生长 期 那 几 个 月 的 各 月 降雨 量 (例如 3.4.S,.6 

月 ) , 亩 产 与 指定 一 月 的 降雨 量 肯定 有 关 ,但 不 一 定 十 分 大 ,而 全 体 

这 几 个 月 的 降雨 情况 , 则 肯定 与 讶 产 有 更 大 的 相关 .这 种 以 X 为 

一 方 ,X2 ,Xp 全 体 为 一 方 之 间 的 相关 , 称 为 XI 与 (X，…,X，) 
的 “ 复 相 关 ”. 

这 种 复 相关 的 定义 ,与 偏 相 关 有 其 相似 之 处 ,就 是 也 要 找 X。，， 
… Xp 的 一 个 线性 式 L(X2，…,Xn)=cot+cX+…+coxX， 使 

展 [XI 一直 (X2 Xp) 玫 达 到 最 小 .然后 ,Xi 与 工 (X，…X，) 的 

通常 相关 系数 ,就 定义 为 XU 和 (X2z,…,X，) 之 间 的 “ 复 相关 系 
数 ”, 并 记 为 1(23… 记 ) ， 

求 LOCX2，…,Xo) 的 方法 ,与 3.3 节 所 用 方法 相似 (那里 解决 
了 力 =2 的 情况 ). 仔细 推 导 过 程 不 在 此 写 出 了 ,我 们 只 给 出 最 后 
的 结果 为 

oil 六 =VIE- | PP (4.16) 

这 里 | 王 | 为 (4.10) 所 定义 的 方 阵 已 的 行列 式 , Pi 如 前 ,是 方 阵 己 
的 (1,1) 元 的 子 式 . 

如 果 对 (Xi,X:,…,X，) 进 行 了 7 次 观察 ,得 样本 (Xi;,X2，， 
Xnm) =1… 2 , 则 由 之 计算 出 样本 相关 阵 尺 ( 见 (4.12) 式 ) ,以 
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尺 取代 (4.16) 中 之 已 ,得 样本 复 相关 系数 

r1(0230) 二 VT 一 | 慌 1ARDn (4.17) 

它 可 作为 olz3… 上 的 估计 . 

关于 复 相 关系 数 的 检验 ,实用 上 有 兴趣 的 是 

Ho:olos ww =0 (4.18) 
直观 上 看 ,一 个 显然 的 检验 方法 是 

当 rilt3…o) 委 C 时 接受 万 0 ,不然 就 否定 Ro (4.19) 

要 依据 检验 水 平 a 去 决定 (4.19) 中 的 常数 C ,就 必须 求 出 当 石 0 

成 立时 , rip 的 分 布 .可 以 证 明 : 当 正 态 假定 成 立 且 Bo 为 真 

时 ,zfa23… 的 分 布 为 所 谓 “8 分 布 ”, 其 密度 国 数 F(z ) 为 

了 六 二 /7 xz- zs 拓 0<xz< 1 

太 z) = 8 2 ， 7 】 

0， 其 他 > 

(4.20) 

其 中 [2 ,本 ) 兽 在 第 二 章 的 附录 中 定义 过 .用 这 个 分 布 去 
决定 (4.19) 中 的 C, 可 以 通过 下 上 分 布 表 . 因 为 ,在 (4.20) 的 基础 上 

可 以 证 明 : 在 五 0 成 立时 有 

3 一 户 六 3 
疡 一 [1 于 一 六 23 

Fo 为 目 由 度 wa ,2 的 下 分布 ( 见 第 2 章 例 4.11). 由 (4.21), 定 出 

在 给 定 水 平 w 时 ,(4.19) 式 中 的 C 为 
他 一 

[ 互 -1 1 1 [人 5Fooaocpolaojjl +Fo-oaocaa(a)j 

(4.22) 
在 以 上 的 叙述 中 , Xi ,…,X, 也 可 以 只 是 考察 的 全 部 变量 中 

的 一 部 分 .例如 ,Xi 代表 亩 产量 , X: ,…, X, 代表 所 考察 的 全 部 气 

象 因子 ,如 有 关 各 月 的 降水 量 , 月 平均 气温 等 ,而 Xi, …，,X， 等 
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则 代表 与 田间 管理 有 关 的 因子 ,另外 还 可 以 有 别 的 因子 .我 们 可 以 
考虑 Xi 与 (X。，…, X ) 的 复 相关 ,以 看 看 亩 产量 与 气象 因子 相关 
的 程度 如 何 , 可 以 考虑 Xi 与 (Xi,…,X ) 的 复 相关 ,以 看 看 亩 
产量 与 管理 因子 相关 的 程度 如 何 ,等 等 . 上 面 所 说 的 估计 和 检验 方 
法 当然 仍然 适用 . 

60.3 方差 分 析 

方差 分 析 是 我 们 多 次 提 到 过 的 英国 大 统计 学 家 费 软 尔 在 本 世 
纪 20 年 代 创立 的 . 那 时 他 在 英国 一 个 农业 试验 站 工作 ,需要 进行 
许多 田间 试验 ,为 分 析 这 种 试验 的 结果 .他 发 明了 方 盖 分 析 法 . 尔 
后 这 个 方法 被 用 于 其 他 的 领域 ,尤其 是 工业 试验 数据 的 分 析 中 , 取 

得 了 很 大 的 成 功 . 

这 里 已 经 点 明 :方差 分 析 所 针对 的 数据 ,是 经 过 一 定 的 “设计 ” 
的 试验 的 数据 ,并 非 任何 杂乱 无 章 的 数据 都 适 于 使 用 方差 分 析 法 
的 .说 清楚 一 些 ,为 了 能 有 效 地 使 用 方差 分 析 法 ,试验 在 安排 上 必 
须 满足 一 定 的 要 求 . 在 数理 统计 学 中 有 一 个 专门 分 支 , 叫 “* 试 验 的 
设计 与 分 析 "”, 就 是 专 为 讨论 这 个 问题 . 其 中 的 “分 析 ”, 主 要 是 指 方 
差分 析 ,但 也 不 限于 此 . 

本 书 以 其 性 质 所 限 ,不 可 能 深入 地 从 理论 上 前 述 这 些 问 题 ,或 
涉及 过 多 细节 . 这 一 节 的 目的 ,只 在 于 结合 几 种 最 简单 的 情况 , 介 
绍 一 下 方差 分 析 的 基本 思想 和 做 法 ,也 顺便 解释 一 下 试验 设计 的 

6.5.1 单 因素 完全 随机 化 设计 

假定 某 个 农业 地 区 原来 不 曾 种植 小 麦 ,现在 打算 种 植 这 种 作 
物 . 各 地 已 有 过 一 些 优 良品 种 ,但 因 本 地 区 并 无 种 植 小 麦 的 经 验 ， 
不 知道 哪 一 个 品种 最 适合 本 地 区 (有 最 高 的 产量 ), 甚 至 也 不 知道 
这 些 品种 对 本 地 区 是 否 有 差别 . 为 此 进行 一 个 田间 试验 . 取 一 大 块 
地 将 其 分 成 形状 大 小 都 相同 的 z 小 块 . 设 供 选择 的 品种 有 大 个， 
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我 们 打算 其 中 的 xl 小 块 种 植 品 种 1,2， 小 块 种 植 品种 2, 等 等 ， 

7 十 7 十 0.71 7 7 的 选取 并 无 严格 限制 .例如 ,让 

11=7 三 二 7 如 2 AR 为 整数 ), 就 是 一 种 常用 的 选择 . 当然 ， 

也 可 能 有 某 种 原因 使 得 另外 的 选择 更 好 .这 没有 关系 ,不 妨碍 试验 

数据 的 分 析 . 

分 配 数目 定 了 ,接着 就 要 定 出 哪些 小 块 分 给 哪些 品种 .而 这 是 

用 随机 化 的 方法 来 定 ,做 法 如 下 : 取 交 张 纸 片 ,上 面 分 别 写 上 数字 
1,2,…，,72. 把 它 混乱 并 放 人 一 个 盒子 里 ,然后 一 张 一 张 地 依次 抽 

出 来 .最 先 抽 出 的 zi 个 号 码 给 品种 上 ,其 次 抽出 的 ”> 个 号 码 给 品 
种 2, 以 此 类 推 一 一 当然 ,事先 已 把 上 述 ”小 块 地 从 工 到 ” 标 了 
号 .例如 ,zi =3. 若 最 先 抽 出 的 3 张 纸 条 上 面 的 数字 依次 是 10， 
12,3, 则 品种 1 种 植 在 标号 为 3,10 和 12 这 3 小 块 地 上 . 

以 上 就 是 这 个 简单 的 品种 试验 的 设计 过 程 .不 要 看 它 简单 , 它 
却 包含 了 由 费 歇 尔 指出 的 “试验 设计 三 原则 ”中 的 两 条 ( 另 一 条 将 
在 6.5.4 小 节 中 解释 ): 

1 . 重复 . 即 上 述 71，7229 72 都 大 于 1: 每 个 品种 不 是 只 种 

植 在 一 个 小 块 ,而 是 多 个 小 块 , 即 有 重复 . 这样 做 的 原因 就 是 因为 
有 随机 误差 存在 ,而 只 有 通过 重复 才能 对 这 种 误差 的 影响 作出 估 
计 . 在 本 例 中 ,随机 误差 的 来 源 , 有 各 小 块 地 在 条 件 上 的 差别 ,有 在 
进行 田间 操作 和 管理 上 的 不 均匀 性 (如 施肥 时 各 小 块 受 肥 总 会 略 
有 差别 ) ,及 其 他 可 以 设想 和 未 曾 注 意 到 的 种 种 原因 

随机 误差 的 存在 干扰 了 我 们 发 现 品种 间 差 别 的 工作 . 两 品种 
间 如 果 虽 有 些 差别 ,但 相对 于 随机 误差 来 说 没有 大 到 一 定 的 程度 ， 
就 可 能 被 随机 误差 所 掩盖 . 品种 间 由 数据 上 显示 的 差别 ,究竟 是 实 
质 性 的 还 是 表面 的 ,只 有 拿 随 机 误差 这 把 尺子 去 衡量 才 有 定 准 .由 
此 可 见 随 机 误差 的 影响 的 估计 的 重要 性 ,而 重复 的 目的 正在 于 此 . 

2. 随机 化 .在 本 试验 中 共有 7 个 小 地 块 .虽然 在 选择 娜 一 大 
块 地 时 我 们 可 能 已 力求 其 各 部 分 条 件 尽 量 均 匀 ,但 在 划分 为 元 小 
块 后 ,各 块 的 条 件 总 会 有 些 差别 . 如 果 某 个 品种 正好 分 到 了 条 件 好 
的 那些 小 块 , 则 它 可 能 显示 出 较 高 产量 ,而 这 并 非 由 于 该 品种 优 于 
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其 他 品种 . 

为 了 使 小 块 的 分 配 不 致 因为 人 为 的 因素 而 偶 于 某 一 或 某 些 品 
种 ,我 们 采用 前 面 所 描述 的 那 种 随机 化 分 配方 式 , 即 哪些 小 块 分 配 

于 哪些 品种 完全 赁 机 会 .这 种 设计 之 所 以 称 为 "完全 随机 化 ,是 指 

在 分 配 小 块 时 ,除了 随机 化 这 一 原则 外 , 别 无 其 他 条 件 限 制 .这 是 

相对 于 有 些 试 验 而 言 ,在 那些 试验 中 , 除 随 机 化 以 外 ,还 有 别 的 条 
件 限 制 小 块 的 分 配 一 一 只 是 部 分 地 随机 化 . 

现在 可 以 说 ,随机 化 这 个 原则 在 统计 学 中 算是 确立 了 .在 其 提 
出 的 早期 ,部 分 地 以 至 于 今 , 并 非 没 有 反对 的 意思 .支持 随机 化 原 
则 的 主要 理由 有 二 :一 是 人 为 的 选择 并 不 能 保证 有 好 的 效果 ,人 们 
对 各 试验 单元 (在 此 为 各 小 块 ) 的 情况 往往 并 无 充分 了 解 ,甚至 有 
时 了 解 的 情况 是 错误 的 ;二 是 用 随机 化 设计 所 取得 的 试验 数据 , 往 
往 有 便于 进行 分 析 的 统计 模型 

在 本 例 中 ,影响 我 们 感 兴趣 的 指标 一 一 亩 产量 的 因素 只 有 一 
个 , 即 种 子 品 种 .所 考虑 的 不 同 的 种 子 品种 有 个 .每 一 个 具体 的 
品种 ,都 称 为 品种 这 个 因素 的 一 个 “水 平 ”, 故 品种 这 个 因素 一 共有 
& 个 水 平 .以 此 之 故 ,本 试验 称 为 单 因 素 和 水平 的 试验 . mm 称 为 水 

如 果 要 考虑 几 种 不 同 的 配方 对 一 种 工业 产品 质量 的 影响 , 则 
是 一 个 以 配方 为 因素 的 单 因 素 试验 ,有 几 个 配方 参与 试验 ,就 有 
儿 个 水 平 . 如 要 比较 几 种 降 压 药 对 治疗 高 血压 的 作用 , 则 是 一 个 以 

药品 为 因素 的 单 因素 试验 ,水 平 数 就 是 参与 试验 的 药品 数 , 等 
年 .在 实际 问题 中 ,往往 有 若干 个 因素 参与 试验 ,这 时 就 有 多 因素 
试验 , 见 本 节 6.$.3 和 6.5.5. 

6.5S.2 单 因素 完全 随机 化 试验 的 方差 分 析 

疫 问 题 中 涉及 一 个 因素 4 ,有 个 水 平 , 如 上 例 的 和 个 种 子 
品种 .以 闻 记 第 ; 个 水 平 的 第 7 个 观察 值 .如 上 例 , Y; 是 种 植 品种 
; 的 第 7 小 块 地 上 的 亩 产量 .模型 为 

了 te (5.1) 
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a; 表示 水 平 ; 的 理论 平均 值 , 称 为 水 平 寺 的 效应 . 拿 上 例 来 说 ,cu; 

就 是 品种 ; 的 平均 亩 产量 ,ez 为 随机 误差 .假定 : 

FE(ej) =0;,0< Var(ej) = o < co, 一 切 ey 独立 同 分 布 

(S.2) 
因素 A 的 各 水 平 的 高 低 优 劣 ,取决 于 其 理论 平均 ai 的 大 小 . 

故 对 模型 (3.1) ,我 们 头 一 个 关心 的 事情 ,就 是 诸 ww; 是 否 全 相同 . 

如 果 是 , 则 表示 因素 4 对 所 考察 的 指标 Y 其 实 无 影响 . 这 时 我 们 

就 说 因素 A 的 效应 不 显著 ,否则 就 说 它 显著 . 当然 ,在 实际 应 用 

中 ,所谓 显著 ,是 指 诸 w 之 间 的 差异 要 大 到 一 定 的 程度 . 这 个 

-一定 的 程度 ,是 从 其 实用 上 的 意义 着 眼 , 而 “统计 显著 性 ”, 则 是 

与 随机 误差 相 比 而 言 . 这 一 点 在 下 文 的 讨论 中 会 有 所 体现 .我 们 把 

所 要 检验 的 假设 写 为 

了 0:al = 三 ay 三 一 ap (S.3) 

为 检验 这 个 假设 ,我们 作 如 下 的 分 析 :(S$.1) 中 全 部 关 = mi + 

+ 个 观察 值 各 不 相同 . 为 什么 各 Y5 的 值 会 有 差异 ? 从 模型 

(3.1) 看 ,不 外 乎 两 个 原因 :一 是 各 oa; 可 能 有 差异 . 例如 , 若 

ai >a5, 这 就 使 Y 倾 向 于 大 于 Y); .二 是 随机 误差 的 存在 .这 一 分 
析 启 发 了 如 下 的 想法 : 找 一 个 衡量 全 部 Y 的 变异 的 量 , 它 自 然 地 
取 为 (2 三 ?zi 十.… 十 12 ) 

才 上 

SS= >-Y2Y= > > (5.4) 
i=1 7=1 i=1 = 

SS 愈 大 ,表示 Y, 之 间 的 差异 愈 大 . 然后 ,设法 把 SS 分 解 为 两 部 
分 ,一 部 分 表示 随机 误差 的 影响 , 记 为 SS。; 一 部 分 表示 因素 A 的 
各 水 平 理论 平均 值 cl，…,ax 之 不 同 带 来 的 影响 , 记 为 SS，， 

SS。 这 一 部 分 可 如 下 分 析 : 固 定 一 个 , 考 虑 其 一 切 观察 值 
Ya Ya Ya 它们 之 间 的 差异 与 诸 w 之 不 等 无 关 , 而 可 以 完 

全 委 之 于 随机 误差 . 反映 Yi，…, yw 的 差异 程度 的 量 是 > (Yi 
-- 立 ) ,其 中 
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了 = YAO (5S.5) 

YY 是 水 平 ; 观察 值 的 算术 平均 , 它 可 以 作为 wa 的 合计 .把 上 述 平 

方 和 对 ， 相 加 ,得 
、 由 

99,， = 二 >,，>，(Y， 一 Y) (S$.6) 

iT 51 

SS 就 是 SS 与 SS, 之 差 . 可 以 证 明 
天 加 加 的 

SS = SS - SS, = >)， 九 ( 了 一 立 ) (S.7) 
| 

为 证 此 式 , 只 须 把 分 解 式 

了 -Y = (YY -- Y) 十 (Y 一 区 ) 

两 边 平 方 , 先 固定 寺 对 7) 求 和 ,注意 

> COy， 一 号 )(Y， 一 了 ) 一 (Y， 一 立 ) > (Y， -到 ) = (0 

然后 对 1 一 1,…,& 求 和 即 可 . 细 察 SSA 的 表达 式 ,这 确 可 以 用 于 

衡量 诸 <; 之 间 的 差异 程度 . 因 Y; 是 a; 的 估计 ,a; 之 间 差 异 愈 大 ， 

Y 之 间 的 差异 也 就 倾向 于 大 ,而 由 ($.7) 式 看 出 ,SSA 之 值 也 会 倾 

回 于 大 . 

在 统计 学 上 通常 把 上 文 的 SS 称 为 “总 平方 和 ”, SS。 称 为 “ 因 

素 A 的 平方 和 "”, SS.。 称 为 "误差 平方 和 ”. 而 分 解 式 -SS = SS4A + 

SS. 就 称 为 (本 模型 的 ) 方差 分 析 .名 称 的 来 由 显然 : 像 SS ， 

SS ,59S. 这 种 表达 式 ,都 是 属于 样本 方差 那 一 类 的 形状 . 

从 上 面 的 分 析 就 得 到 假设 (5.3) 的 一 个 检验 法 : 当 比 值 
SS4/SS. 大 于 某 一 给 定 界 限时 ,否定 万 ,不然 就 接受 媚 o. 为 了 根 

据 所 给 的 检验 水 平 c 确定 这 一 界限 ,要 假定 随机 误差 e; 满足 正太 

分 布 N(0,c2). 可 以 证 明 , 若 记 

MS， = SSAALR -1),MS, = SS Am 一 开 ) (5.8) 

则 在 正 态 假定 之 下 且 当 五 。 成 立时 ,有 

AMSA7LMS. 一 本 (5.9) 

据 (3.9), 即 得 (3.3) 的 假设 克 。 的 检验 如 下 : 
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当 ASLMS .过 忆 (au) 时 ,接受 万 ,不 然 就 否定 厂 。 

(5.10) 

这 检验 称 为 (5.3) 的 乒 检验 ,名 称 显然 来 由 于 (4.31). 

(3.8) 式 中 的 MSA 和 AMS.。 ,分 别称 为 内 素 4 和 随机 误差 的 

“平均 平方 和 ”. 被 除数 上 -1 和 7 -R, 分 别称 为 这 两 个 平方 和 的 

自由 度 . MS, 的 自由 度 为 六 -& 比较 好 理解 , 因 按 以 前 多 次 指出 

的 :平方 和 (Y， - 辫 有 2 的 自由 度 为 六 -1, 故 对 ; 求 和 ,得 自由 
度 (CD+t(O TD AMS， 自由 度 为 & 一 1 工 初 一 看 

好 像 难于 理解 ,因为 一 共有 A 个 乎 均值 ci,…，,ae .但 我 们 重视 的 
是 蕊 们 之 间 大 小 的 比较 ,因此 ,不 同 的 有 关 量 其 实 只 有 a， - al， 
ca 一 ak 一 al( 以 al 为 基准 ) 等 &-1 个 , 故 自由 度 只 应 为 

& 一 1. 二 者 自由 度 之 和 为 (2 -)+( 人 一 1)=7 一 1, 恰好 是 总 乎 方 
和 的 目 由 度 . 

在 统计 应 用 上 常 把 上 述 计算 列 成 表格 , 称 为 方差 分 析 表 
表 6.1 单 因素 完全 随机 化 试验 的 方差 分 析 表 
  

  

项 日 SS 自由 度 AS 五 比 显著 性 

A( 例 如 ,品种 ) ”SSa 炎 一 1 NMS4， AMS4ALMS， ,xx ,或 无 

误差 99。 刀 一 大 AS。 一 一 

总 和 SS 7 一 ] 一 一 -一 
  

表 6.1 中 的 各 栏 , 除 显著 性 一 栏 外 ,都 已 解释 过 了 .显著 性 -- 
栏 是 这 样 的 :把 算出 的 正比, 即 MSA7LMS.。, 与 瓦 -5(0.05) = 

c 和 天- et0.01)=c， 比较 . 若 比 >c, 用 双星 “* *”, 表 示 

4 这 个 因素 的 效应 “高 度 显著 ” ,意思 是 ,即使 指定 w =0.01 这 样 
的 检验 水 平 , 原 假设 (5.3) 也 要 被 和 否定. 如果 ci;< 开 比 委 c,, 则 用 
一 个 星 "“* "表示 A 的 效应 “显著 ", 意 即 在 < = 0.05 的 水 平 上 , 原 
假设 (4.25) 要 被 否定 . 如 果 正比 委 ci , 则 不 加 “* ”( 显 著 性 一 栏 空 

者 ) ,表示 因素 A 的 效应 “不 显著 ”. 当然 ,这 里 用 的 < =0.05,0.01 
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是 比较 通用 的 习惯 ,并 非 一 定 要 如 此 不 可 .应 用 者 可 根据 特定 的 需 

要 改 用 其 他 值 ,如 (0.05,0.10),(0.10,0.20),(0.001,0.01) 等 . 

例 $S.1 设 上 述 品 种 试验 中 ,包含 有 &=3 个 品种 ,分 别 重复 

4.3 和 3 次 ,数据 为 (单位 : 斤 / 亩 ) 

品种 1: 390 ,410 ,372 ,385. 

品种 2: 37S ,348 ,354,364,362. 

品种 3: 413 ,383 ,408. 

全 部 12 个 数 的 算术 平均 为 380.33. 总 平方 和 为 

SS =(390 - 377) 关 + (410 - 377)2 + … + (408 - 377)? 
=S274:67 

其 自由 度 为 12- 1= 11. 

3 个 品种 各 自 数 据 的 算术 平均 ,分 别 为 389.25,360.60 和 
401.33. 因 此 算出 误差 平方 和 为 

SS, = (390 - 389.25) + … + (385 - 389.25) 

+ (375 - 360.60)2 + … + (362 - 360.607)? 
+ (413 - 401.33)2 + … + (408 - 401.33)2 

一 1686.62 

其 自由 度 为 -R&R=12-3=9. 

品种 平方 和 SSA 可 由 SS, = SS - SS, 算出 .但 为 了 验算 , 常 

单独 算出 ,再 验证 式 子 SS = SS + SS, 是 否 成 立 ( 由 于 计算 中 取 
的 位 数 有 限 ,不 一 定 严 格 相同 ). 如 果 不 成 立 ,就 表示 计算 中 有 错 
误 ,必须 从 头 查 一 查 .对 此 例 按 (4.29) 有 

SS =4X(389.25 - 380.33)2 + SSx (360.60 -- 380.33)? 

+3x(401.33 - 380.33)2 = 3588.05 

自由 度 为 3-1=2. 于 是 

AMS4A = 3588.05/2 = 1794.03, MS, = 1686.62/9 = 187.40 

因素 4 的 下 比 为 

ASA/LMS,. = 1794.68/187.40 = 9.00 

查 表 得 Fz,。(0.05)=4.26,F2 (0.01)=8.02. 因 9.00>8.02 , 故 
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品种 效应 是 高 度 显 著 的 .以 上 计算 结果 列 成 方差 分 析 表 如 下 : 

  

  

项 月 SS 身 由 度 ATS 天 比 中 黄 性 

机 各 3588.05 2 1794.68 9.00 六 
让 庆 1686.62 9 187.40 一 
这 和 5274.67 11 一 一 
  

从 验 的 结果 表明 :不 同 品种 的 产量 之 问 的 差异 ,在 统计 上 高 度 显 
背 . 

就 本 例 而 言 ,如 检验 的 结果 不 显著 , 则 --- 般 就 不 再 作 进 一 步 的 
分 析 了 .内 为 ,既然 假设 (5.3) 被 接受 ,各 剖 种 的 效果 视 作 同一 ,也 

就 没有 多 少 好 说 的 了 .但 在 实际 工作 中 ,最 好 还 不 这 么 简单 地 下 结 

论 . 有 两 点 还 可 以 考察 -一 下 : 

1. 各 水 平 理 论 乎 均值 的 点 估计 员 ，…, 之 间 的 差异 如 何 . 

在 这 个 差异 没有 大 到 有 实际 意义 的 程度 , 则 加 强 了 上 述 结论 , 即 各 

提 种 间 的 差异 ,即使 存在 ,其 实际 意义 也 很 有 限 . 

2. 若 思 的 差异 ,从 应 用 观点 看 ,达到 了 比较 重要 的 
程度 , 则 原 假 设 (5.3) 之 被 接受 ,是 由 于 随机 误差 的 影响 太 大 .误差 
方差 c- 的 一 个 无 偏 估计 量 是 AMS.. 可 以 考察 -下 MS 之 值 . 若 
从 应 用 的 角度 看 这 个 值 太 大 , 则 看 来 本 试验 在 精度 上 欠 理 想 一 一 
这 不 止 是 45.3) 的 检验 问题 ,还 有 下 文 要 谈 到 的 区 间 估 计 问 题 . 这 

时 ,如 条 件 允 许 , 应 考虑 增 大 试验 规模 ,以 及 改进 试验 以 图 尽量 缩 
小 随机 误差 的 影响 . 

如 宁 检 验 的 结果 为 显著 , 则 等 于 说 有 充分 理由 相信 各 理论 平 
均值 cf ,ee 并 不 全 相同 .但 这 并 不 是 说 它们 中 一 定 没有 相同 
的 .如 &=3 时 ,可 能 ui 与 ca 之 间 差 别 不 显著 ,而 它们 与 2a3 之 亲 
的 差别 显著 .就 指定 的 -一 对 ca. 之 间 的 比较 ， 可 通过 求 ec, - a， 
的 区 间 佑 计 . 方 法 如 下 : 按 (5.2) 及 ej 服 从 正 态 分 布 的 假定 ,不 难 
知道 
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AN 一 全 [(Y， TY ) 呈 《au 本 ce)j《La 一 N(0,1) 

记 zz2= MGS. , 为 o2 的 无 偏 估计 .以 5 代替 上 式 中 的 c, 可 以 证 明 
  

1 

[Cos 一 aD)]A 四 Z 一 45.11) 7 ， 十 72， 
f{ 

由 此 出 发 ,就 得 出 c, -as 的 置信 系数 1- ea 的 置信 区 间 和 是 

,一 一 -一 ?7,， 十 77 Qw (了 -tl( 和 | 二 wa 

-一 一 一 12,， 十 77 Cr 
< (一 Y) 二 +/ 5 id( 生 | ($.12) 

人 他 

取 <=0.05, 算 出 本 例 中 各 av - as 的 区 间 佑 计 为 
al 一 az:28.65 +16.96 

a3 一 al: 12.08 +23.65 

aa 一 aa: 40.73 土 22.62 

第 一 和 第 三 个 区 间 不 含 0 且 全 在 0 的 右边 ,这 显示 as 和 ai 都 在 
给 定 的 水 平 =0.05 上 显著 地 大 于 az .第 二 个 区 间 包 含 0. 故 虽然 
从 点 估计 上 看 as 大 于 ai, 但 在 0.0S 的 水 平 上 达 不 到 显著 性 .所 

以 , 单 从 统计 分 析 的 角度 看 ,如 果 要 在 品种 1,2,3 中 挑 一 个 最 好 
的 , 则 除 品种 2 外 ,品种 1.3 都 可 考虑 .因为 毕竟 as 的 点 估计 大 于 

ai 的 点 估计 , 若 无 其 他 的 特殊 理由 ,我们 就 宁肯 挑 品种 3. 

读者 想必 已 注意 到 :区 间 佑 计 (5.12) 与 第 四 章 中 所 讲 的 两 样 
本 上 区 间 估 计 基 本 上 一 致 ,不 同 之 处 在 于 :这 里 误差 方差 c- 的 估 

计 5 用 到 了 全 部 样本 ,而 不 只 是 Yo Ya 及 YYw .如 

果品 种 数 很 多 , 则 涉及 的 相互 比较 非常 之 多 .例如 , 若 有 5 个 品种 ， 
| 

则 总 共 将 涉及 | > =10 组 比较 , 即 有 10 个 区 间 估 计 要 做 . 这 不 仅 

很 不 方便 ,而 且 理 论 上 也 有 问题 .问题 在 于 : 虽 则 对 对 固定 的 ，， 

v ,置信 区 间 (3.12) 成 立 的 概率 为 1- a, 但 多 个 区 间 ( 每 个 区 间 的 
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概率 为 1- a) 回 时 成 立 的 概率 就 会 小 于 1-a. 区 间 数 愈 多 ,差距 

愈 大 .例如 , 取 S 个 品种 ,有 10 组 cv -av 要 作 区 间 估 计 , 才 每 个 区 

问 估 计 的 置信 系数 为 0.95, 则 这 10 个 区 间 估 计 同 时 都 包含 所 要 

估计 的 参数 的 概率 ,将 降 至 0.6 左右 .为 了 克服 这 一 困难 ,统计 学 

中 引进 了 一 种 叫做 "多重 比较 法 的 方法 , 它 考虑 到 了 上 面 指 出 的 

那个 问题 . 这 个 内 容 已 超出 本 书 范围 之 外 ,不 能 在 此 介绍 了 . 

6.S.3 两 因素 完全 试验 的 方差 分 析 

一 般 情况 下 ,在 一 个 试验 中 要 考虑 好 几 个 对 指标 可 能 有 影响 

的 因素 .例如 在 … 项 工业 试验 中 ,影响 产品 质量 指标 Y 的 因素 可 

能 有 反应 温度 反应 压力 反应 时 间 和 某 种 催化 剂 的 添加 量 . 若 反 

应 温度 有 Al 个 不 同 的 可 能 选择 ,其 他 三 个 因素 分 别 有 A, ,&， 和 

&4 种 不 同 的 选择 , 则 可 供 选择 的 试验 组 合 一 共有 有 XA X3 X 雪 ， 

种 ,而 这 个 试验 也 就 称 为 一 个 ix &， x &3; XA; 试验 .如 果 每 一 可 

能 的 组 合 都 做 一 次 试验 , 则 试验 称 为 是 “完全 ”的 . 若 只 对 一 部 分 组 

合 做 试验 , 则 称 为 “部 分 实施 ”在 实际 应 用 中 部 分 实施 很 常见 , 因 

为 完全 试验 往往 规模 太 大 ,为 条 件 所 不 允许 , 且 有 时 并 无 必要 . 要 

作 部 分 实施 ,就 有 一 个 如 何 去 选 择 那些 实际 进行 试验 的 组 合 的 问 

题 . 这 里 面 有 很 多 数学 和 统计 问题 ,它们 构成 “试验 设计 ”这 门 学 科 
的 主要 内 容 之 一 .本 的 第 6.5.5 小 节 与 这 个 内 容 有 关 . 

这 种 试验 ,不 论 是 完全 试验 或 部 分 实施 ,都 有 一 个 随机 化 的 问 
题 (或 分 区 组 的 问题 ), 见 6.5.4 小 节 . 如 在 上 述 工业 试验 中 , 若 全 

部 试验 要 由 几 个 人 和 几 台 设备 去 做 , 则 因 人 的 技术 和 操作 水 平 有 
差异 ,设备 性 能 优 劣 有 差异 ,需要 用 在 前 面 描述 过 的 随机 化 方法 ， 
把 要 做 的 试验 随机 地 分 配给 这 几 个 人 和 几 台 设备 . 

为 书 与 简便 计 , 这 里 我 们 讨论 两 因素 完全 试验 的 情况 . 设 有 两 
因素 4 , 忆 ,分别 有 &,/ 个 水 平 (例如 4 为 品种 ,有 & 个 ;已 为 播种 

量 ,考虑 / 种 不 同 的 数值 ,如 20 斤 / 亩 ,2 斤 / 南 ,……- ).A 的 水 平 
了 与 妃 的 水 平 7 的 组 合 记 为 (i ,7 ) ,其 试验 结果 记 为 Y,， = 1，…， 

&R,j =1,…,/ .统计 模 型 定 为 
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YA 十 o 十 世上 (S.13) 

为 解释 这 模型 ,首先 把 右边 分 成 两 部 分 :e; 为 随机 误 善 , 它 包 含 了 

未 加 控制 的 因素 (A , 电 以 外 的 因素 ) 及 大 量 随机 因素 的 影响 .假定 

E(ei)=0,0<Var(ej)=o<oco, 全 体 e; 独 立 (35.14) 

万 一 部 分 Ap+ai+agb, 它 显示 水 平 组 合 (人 ,7) 的 平均 效应 . 它 又 分 

解 为 三 部 分 :wp 是 总 平均 (一 切 水 平 组 合 效应 的 平均 ), 是 一 个 基 

准 . a; 表示 由 A 的 水 平 z 带 来 的 增加 部 分 . a; 愈 大 ,表示 因素 A 

的 水 平 二 愈 好 ( 设 指 标 愈 大 愈 好 ) , 故 < 称 为 因素 4 的 水 平 ; 的 效 

应 .2 有 类 似 的 解释 .调整 w 之 值 ,我 们 可 以 补充 要 求 : 

al+…+a 三 0),p0+…+p =10 (S.15S) 

事实 上 ,如 (S.15) 不 成 立 , 则 分 别 以 和 和 4 记 各 a; 的 平均 值 和 
各 D 的 平均 值 ,把 w 换 为 w+ 十 六 ，a; 换 为 ai; 一 工 ,0 换 成 久 一 

5 , 则 (S$.13) 式 不 变 , 而 (5.15) 成 立 . 

约束 条 件 (5.15) 给 了 ai ,pb 的 意义 一 种 更 清晰 的 解释 :a; >0 

表示 A 的 水 平 ;( 的 效应 ) 在 A 的 全 部 水 平 的 平均 效应 之 上 ,a,< 

0 则 相反 .另外 ,这 个 约束 条 件 也 给 了 wp,a; 和 刀 的 一 个 适当 的 估 
计 法 :把 Y 对 一 切 z,7 相 加 .注意 到 ($.15), 有 

> = ALHU 十 >。 
;=1 51 fi -1 7=1 

因 上 式 右 边 第 二 项 有 均值 0, 即 知 
L 

Y = 2 人 >， YA (5.16) 

是 /A 的 一 个 无 偏 估计 .其 次 ， 有 
! 

> = 妈 + 了 + 之 6 
7 =1 了 一] 

于 是 , 记 

Y -六 YA Y.， -了 YA (5.17) 

知 刀 . 为 w+ai 的 一 一 个 无 偏 估计 . 于 是 得 到 2a; 的 一 个 无 偏 估计 为 

2 = Y -Yi =1， (5.18) 
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问 法 得 到 忆 的 一 个 无 偏 估计 为 

六 =YJ-Y 1 mL (S.19) 

它们 适合 约束 条 件 :21 十 十 CA =0,p2， 十 十 ， 三 0. 

下 面 要 进行 方差 分 析 , 即 要 设法 把 总 平方 和 
R 

SS = > > (Yi 一 YY) 
1 7=1 

分 解 为 三 个 部 分 :SS ,SS 和 SS. ,分别 表示 因素 A,B 和 随机 误 

差 的 影响 . 这 种 分 解 的 主要 目的 是 检验 假设 : 

Hos:al=…=w=0 (S.20) 

和 

Fos:b=…= 思 =0 (S$.21) 

厅 oaA 成 立 表示 因素 A 对 指标 其 实 无 影响 .在 实际 问题 中 ,绝对 无 影 

响 的 场合 少见 ,但 如 影响 甚 小 以 致 被 随机 误差 所 掩盖 时 ,这 种 影响 
事实 上 等 于 没有 .因此 , 拿 SS 和 SS, 的 比 作为 检验 统计 量 正 符 

合 这 一 想法 . 

所 要 作 的 分 解 可 如 下 得 到 :把 Y, -~ Y 写 为 
世 Y =(O-Y DJ)+(OY -并 ) 

十 (5 一 有 二 (S.22) 

两 边 平方 ,对 :zj 求 和 .注意 到 
大 | 

> (7 -Y)=0,>(r, -YY )=0 
f 1 j = 

大 
N 

av Y -YY.,+Y )=0 

即 知 所 有 交叉 积 之 和 了 为 0 ,而 得 到 

ss =- 一 )2+A>， COY。， 一 Y 了 
二 全 

Z 、 

=1 

十 > > (Yi 一 二 Y 小 
1=1 /=1 必

 
- 
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= SS、 + SSb + SS， (5.23 ) 

第 一 个 平方 和 可 以 作为 因素 A 的 影响 的 衡量 ,从 前 述 YY. -YY 

作为 的 估计 可 以 理解 .第 二 个 平方 和 同样 解释 .至 于 第 三 个 平 

方 和 可 作为 随机 误差 的 影响 这 一 点 ,直接 看 不 其 明显 .可 以 从 两 个 
角度 去 理解 :在 SS 中 去 掉 SS 和 SS 后 ,剩余 下 的 再 没有 其 他 系 
统 性 因素 的 影响 , 故 只 能 作为 SS, .另外 ,由 模型 ($.13) 及 约束 条 
件 ($S.1$) , 易 知 

证 e (5.24) 

这 里 面 已 毫 无 wp,ai,p; 的 影响 ,而 只 含 随机 误差 . 
该 者 可 能 不 很 满足 于 上 面 的 推导 , 即 怎么 想到 把 Y, -~ Y 拆 

成 5.22) 式 而 得 出 (5.23)? 对 此 ,我们 的 回答 是 : 
1. 并 非 在 任何 模型 中 总 平方 和 SS 都 有 适当 的 分 解 ,这 要 看 

没 计 如 何 . 比方 说 ,如 在 全 部 妨 个 组 合 中 少 做 了 工 个 ( 即 有 一 个 
5 未 观察 ) , 则 分 解 式 作 不 出 来 . 

2. 在 能 进行 分 解 时 ,方差 分 析 提 供 了 进行 分 解 的 -- 般 方法 . 
使 用 这 个 一 般 方法 也 能 得 到 (5.23). 但 是 ,由 于 在 本 模型 下 通过 
(5$.22) 和 更 易 实 现 ,我 们 就 不 用 这 一 般 方法 . 

得 到 分 解 式 (5.23) 后 ,我 们 就 可 以 像 单 因素 情况 那样 , 写 出 下 
面 的 方差 分 析 表 : 

SS4,S9p 目 由 度 分 别 为 其 水 平 数 减 去 1, 这 一 点 与 单 因素 情 
况 相 间 . 总 和 自由 度 为 全 部 观察 值 数 目 A/ 减 去 工 剩 下 的 就 是 误 
差 平方 和 自由 度 : 

(RD)-(R-D)-(OC-D=(R-TDO 一 1) 
AMS 就 是 SS 除 以 其 自由 度 . 显著 性 的 意义 也 与 单 因 素 的 情况 相 
同 . 如 果 A 那 一 行 的 显著 性 位 置 标 上 了 一 个 星 号 , 即 表 示 在 水 平 

0.05 之 下 原 假 设 吕 0A 被 否定 .双星 则 相当 于 水 平 0.01, 称 为 高 度 
显著 . 如 以 前 和 曾 指出 过 的 ,0.0$ 和 0.01 这 两 个 数字 只 是 一 种 习 

惯 ,不 -: 定 拘泥 
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表 6.2 两 因素 完全 试验 的 方差 分 析 表 
  

  

项 日 SS 自由 度 AS 刁 比 显 善 性 

从 So9a 太一 ] Af9， AT9， /AT9S， 加 关 ， 

刀 SSp /一 ] ASp AMSaAMS，| * < “或 不 加     
兰 S9。 (=-1)CL 一 1) AT9. 一 一 

和 59 久 一 1 一 一 一 
  

例 $.2 在 一 个 农业 试验 中 ,考虑 4 种 不 同 的 种 子 品种 (&= 
4) 和 3 种 不 同 的 施肥 方法 (!=3). 试 验 数据 为 (单位 : 斤 / 亩 ): 
  

    

  
  

品 忌 肥 方 法 1 2 3 
种 

1 292 316 325 
2 310 318 317 
3 320 318 310 
4 370 365 330 

算出 

Y. = 324.2$,Yi. = 311,Y. = 313,Yj. = 316,Y;,.， = 355 
Yi =323，Y，= 329.235， Yi = 320.50 

SS = (292 - 324.25) + … + (330 - 324.25)2 = 5$444.75 
SS =3[(311 - 324.25)2 + … + (33$ - 324.2S)2] 

=3824.25 
SSs =4|[(323 - 324.2$) + … + (320.50 -- 324.2S)2] 

= 162 .50 
SS, = 3$444.75 - 3834.2S - 162.S0 = 145S8 

列 出 方差 分 析 表 如 下 : 
  

  

项 目 SS 自由 度 AMS 玉 比 显著 性 
全 (品种 ) 3824.25 3 1274.75 S.246 

如 (施肥 法 ) 162.50 2 81.25 0.344 
误差 14S8 .00 6 243.00 一 
总 和 5444 .75 11 一 一 
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只 有 品种 因素 达到 了 显著 性 ,而 “施肥 方法 "这 个 因素 未 达到 

显著 性 .在 ac =0.05S 的 水 平 上 ,没有 充分 证 据 证 明 : 不 同 的 施肥 法 

对 产量 有 显著 的 影响 . 

任 一 因素 两 个 不 同 水 平 的 效应 差 的 区 间 估 计 , 与 (3.12) 相 似 . 

此 处 更 简单 一 些 : 如 估计 的 是 as -=-a*, 则 赔 = 和 =23; 如 估计 的 是 

0 一 0, 则 mv=72s= 有 .6 仍 是 (MS. 一 当 R 或 2 较 大 时 ,涉及 的 

比较 为 数 甚 多 ,因而 也 存在 单 因素 情况 下 兽 指 出 的 那 种 问题 . 

应 用 上 的 一 个 重要 问题 ,是 选择 一 个 水 平 组 合 (ij) ,使 其 平 
均 产 量 w+ ai+ bi 达到 最 大 .选择 的 方法 如 下 :如 在 本 例 , 因 素 A 

的 效应 显著 , 则 选 了 ,使 wo; 在 ai,…,as 中 达到 最 大 .从 统计 上 说 ， 
在 ac; 和 wa, 的 差异 不 显著 ( 即 w - wa, 的 区 间 估 计 和 包含 0), 则 选 CQ 

也 可 以 .但 若 无 特 别 理 由 ,总 是 选 使 cl,……,axs 达到 最 大 的 那个 站 
因素 吕 的 效应 不 显著 . 故 从 统计 上 说 ,选择 其 任 一 水 平 ) 都 可 以 . 
但 一 般 如 无 特殊 原因 ,总 是 选 ) ,使 b; 在 思 ,……,2 中 达到 最 大 . 拿 
本 例 来 说 ,应 选取 =4,7=2. 注 意 在 Yj, YY 中 ,最 大 的 并 

非 Y4 而 是 Y41. 

还 有 一 点 要 注意 :在 采纳 模型 (5.13) 时 ,我 们 事实 上 引进 了 一 
种 假定 , 即 两 因素 A ,B 对 指标 的 效应 是 可 以 县 加 的 . 换 一 种 方式 
说 :因素 A 的 各 水 平 的 优 劣 比较 ,与 因素 已 处 在 哪个 水 平 无 关 ， 
反之 亦 然 .更 一 般 的 情况 是 :A ,日 两 因子 有 “交互 作用 ”这 时 在 模 
型 (5.13) 中 ,还 要 加 上 表示 交互 作用 的 项 cy .这 时 不 仅 统计 分 析 
复杂 化 了 ,尤其 是 分 析 结 果 的 解释 也 复杂 化 了 .本 书 不 涉及 这 种 情 
沈 . 在 一 个 特定 的 问题 中 ,交互 作用 是 否 需 要 考虑 ,在 很 大 程度 上 
取决 于 问题 的 实际 背景 和 经 验 . 有 时 ,通过 试验 数据 的 分 析 也 可 以 
看 出 一 些 问题 .例如 , 若 误差 方差 o2 的 估计 MS, 反常 地 大 , 则 有 
可 能 是 由 于 交互 作用 所 致 .因为 可 以 证 明 : 若 交互 作用 确实 存在 而 
未 加 考虑 , 则 它 的 影响 进入 随机 误差 而 增 大 了 MS . 

6.5.4 单 因素 随机 区 组 试验 的 方差 分 析 

在 本 节 (6.5.1) 段 中 ,我们 讲述 了 费 软 尔 的 试验 设计 三 原则 中 
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的 两 个 , 即 重复 和 随机 化 .第 三 个 原则 是 “分 区 组 ,就 是 我 们 现在 

要 介绍 的 . 

为 解释 "区 组 "这 个 概念 ,看 一 个 简单 例子 . 设 有 一 个 包含 3 个 

品种 的 试验 ,每 个 品种 重复 $ 次 .于 是 一 共 要 准备 13 小 块 形 状 大 

小 -- 样 的 田地 .这 些 地 可 能 散布 在 一 个 很 大 的 范围 内 ,因而 各 小 块 

的 条 件 会 存在 较 大 的 差别 ,以 致使 试验 误差 加 大 . 固然 我 们 可 以 通 

过 和 抑 全 随机 化 的 方法 保证 不 发 生 人 为 的 系统 性 偏差 ,但 这 并 不 能 

克服 由 于 这 15 小 块 的 内 在 不 均匀 性 而 带 来 的 误差 ， 

因此 我 们 考虑 如 下 的 设计 ,选择 $ 个 村 子 ,每 个 村 准备 3 小 块 

地 ,条 件 尽 可 能 均匀 ,但 不 同村 的 地 块 在 条 件 上 可 以 有 较 大 的 差 

别 .由 于 3 这 个 数字 较 小 ,准备 3 小 块 相当 均匀 的 地 块 , 比 之 准备 
15 小 块 均匀 地 块 ,就 更 容易 做 到 . 

然后 我 们 让 每 个 品种 在 每 个 村 子 里 的 3 小 块 中 各 占 一 块 , 哪 

个 品种 占 哪 一 块 由 随机 化 决定 .这样 ,我 们 就 有 一 种 不 完全 的 随机 

化 :每 个 村 子 中 的 3 块 地 必须 种 3 个 品种 ,这 一 条 不 能 变 ( 如 用 完 
全 随机 化 ,有 可 能 某 个 品种 在 某 个 村 子 里 占 2 或 3 块 ), 但 在 同一 
村 子 里 则 用 随机 化 . 

同一 村 子 里 的 3 小 块 地 ,就 构成 一 个 区 组 .区 组 的 大 小 ,在 本 
例 中 即 小 块 地 的 数目 ,为 3. 它 正好 等 于 品种 这 个 因素 的 水 平 数 . 

上 述 设计 就 叫做 “随机 区 组 设计 ”…“ 随 机 ”的 含义 是 在 每 个 区 
组 内 实行 随机 化 .这 设计 的 优点 ,从 本 例 中 看 得 很 清楚 :由 于 每 个 
名 种 在 5 个 村 子 里 各 占有 一 块 ,即使 各 村 子 之 间 有 较 大 差异 ,也 不 
会 使 任 一 品种 有 利 或 不 利 , 因 此 可 以 缩小 误差 . 

一 般 地 ,区 组 就 是 一 组 其 条 件 尽 可 能 均匀 的 试验 单元 .区 组 大 
小 , 即 所 含 试验 单元 个 数 ,等 于 所 考察 的 因素 的 水 平 数 * ,因而 在 
每 -区 组 内 ,各 水 平 都 可 以 实现 一 次 是 仅 -- 次 .在 区 组 内 实行 随机 
化 .区 组 的 数目 则 没有 限制 ,可 多 可 少 . 

” 满足 这 条 件 的 区 组 称 为 "完全 区 组 ”也 可 以 考虑 这 样 的 设计 ,其 区 组 大 小 , 即 所 
含 试验 单元 数 , 比 因素 水 平 数 少 . 这 种 区 组 称 为 不 完全 区 组 ”, 其 设计 问题 很 复杂 
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区 组 的 例子 很 多 .例如 ,要 比较 一 种 产品 的 4 种 不 同 的 配方 ， 
每 配方 重复 5 次 ,-- 共 作 20 次 . 如 果 由 5 个 人 操作 , 则 考虑 到 各 人 
操作 水 平 不 同 而 带 来 的 误差 ,可 让 每 一 个 人 对 这 4 个 配方 都 操作 
一 次 ,抵消 人 的 影响 .这 时 ,可 以 运 直 把 每 个 人 看 作 一 个 区 组 (严格 
地 说 ,是 每 人 所 做 的 那 4 个 配方 构成 一 区 组 ) ;为 要 比较 一 种 病 的 
几 种 治疗 方法 ,要 对 一 些 患者 作 临床 试验 .病情 不 同 ,病人 年 龄 . 身 
体 条 件 等 的 不 同 ,会 带 来 误差 因此 要 把 病人 分 组 :条 件 尽 可 能 相 
似 的 病人 分 在 一 组 ,病人 个 数 即 治疗 方法 个 数 ,在 每 -组 内 ,每 个 
治疗 方法 施加 于 -- 个 病人 (用 随机 化 ) 时 ,每 -组 病人 就 构成 一 个 
区 组 ,等 等 . 

随机 区 组 试验 的 统计 分 析 , 与 上 段 讲 的 两 因素 试验 完全 一 样 ， 
只 消 把 其 中 的 一 个 因素 看 作 是 区 组 就 行 . 例如 因素 A 有 大 个 水 
平 , 每 水 平 做 ; 次 试验 ,分 ! 个 区 组 (每 区 组 大 小 为 上 ) .以 Y 记 因 
素 A 的 水 平 ; 在 第 ) 个 区 组 内 的 试验 值 (例如 ,第 ; 个 种 子 品种 在 
第 7 个 村 子 里 那 小 块 上 的 亩 产量 ), 则 有 模型 (5.13) ,其 中 psai ye 
的 意义 同 前 ,而 o 则 称 为 (第 ) 个 区 组 的 )" 区 组 效应 ”, 意 思 是 第 ) 
个 区 组 优 于 和 劣 于 全 部 区 组 的 平均 的 量 . 拿 上 述 品 种 试验 来 说 ,车 
某 个 村 子 田地 条 件 特别 好 , 则 该 村 子 (区 组 ) 的 ， 值 就 高 .这样 , 表 
6.2 的 方差 分 析 表 , 及 其 计算 过 程 ,完全 适用 于 此 处 . 所 不 同 的 是 
现在 因素 B 解释 为 区 组 ,而 SSp 则 是 “区 组 平方 和 ”， 

由 于 我 们 所 关心 的 只 有 一 个 因素 4, 故 在 方差 分 析 表 6.2 
中 ,我 们 首先 感 兴趣 的 是 因素 A 的 效应 是 否 达到 显著 . 但 区 组 效 
应 是 否 达到 显著 也 有 一 定 的 意义 : 它 表明 区 组 的 划分 是 否 成 功 ( 即 
是 否 真 达 到 了 如 下 的 要 求 :区 组 内 各 试验 单元 很 均匀 ,而 不 同 区 组 
内 的 试验 单元 则 有 较 大 差异 ). 如 区 组 效应 达到 显著 , 则 表明 区 组 
划分 至 少 有 一 定 的 效果 ,否则 就 难说 ,甚或 可 能 有 反 效 果 . 这 个 问 
题 我 们 略 多 说 几 名 . 若 在 (5.13) 中 去 掉 标 志 区 组 的 那 一 项 和 , 即 
当成 一 个 完全 随机 化 的 模型 去 分 析 , 则 SS 和 SS， 仍 不 变 , 而 SS， 
则 将 成 为 (5.23) 式 中 的 SSe 与 SS, 之 和 . 由 此 看 出 :如 果 MS,< 
MS.。( 指 表 6.2 中 的 MS,), 则 在 完全 随机 化 模型 之 下 误差 方差 的 
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估计 ,反而 比 在 随机 区 组 设计 之 下 为 低 , 再 加 上 自由 度 的 损失 ( 完 

全 随机 化 设计 之 下 ,误差 方差 估计 的 自由 度 为 &CZ- 1) ,而 在 随机 

区 组 设计 之 下 只 有 (&- 1)( =- 1)) ,就 使 A 和 下 比 要 达到 显著 性 

更 难 , 即 :如 果 因 素 A 确 有 效应 , 则 当 区 组 划分 不 当时 ,会 降低 发 

现 这 种 效应 的 机 会 . 

由 此 可 见 , 不 是 在 任何 场合 下 划分 区 组 都 好 . 若 没 有 足够 理由 

显示 不 同 区 组 间 确 有 显著 差异 , 则 宁肯 不 分 . 如 以 前 提 过 的 那个 比 

较 4 种 配方 ,由 S 个 人 操作 的 例子 .不 同 的 人 在 操作 技术 上 总 多 少 

会 有 差异 ,但 如 没有 根据 认为 他 们 之 间 有 颇 大 差异 , 则 分 区 组 不 一 

定 有 利 . 在 实际 工作 中 ,这 种 界限 不 易 掌 握 , 这 里 只 能 作为 一 条 一 

般 性 的 原则 谈 一 下 . 

例 $.3 重新 考察 例 $.2, 把 “施肥 方法 "这 个 因子 理解 为 区 

组 . 即 例 (5.2.4) 中 的 数据 ,看 作为 4 个 品种 在 3 个 村 子 里 种 植 的 

结果 . 据 该 例 分 析 , 品 种 4 的 效应 在 waw=0.05S 的 水 平 上 达到 显著 

(但 在 c =0.01 的 水 平 上 则 和 否 ), 区 组 效应 达 不 到 显著 .更 有 其 者 ， 

区 组 的 MS(81.25) 还 小 于 误差 的 MS(243.00) ,说 明 在 本 例 中 分 
区 组 没有 带 来 什么 好 处 . 

现 如 果 把 (3.24) 当 作为 一 个 完全 随机 化 试验 的 结果 , 则 

SS = 5$444.7$,SSs = 3824.25( 与 以 前 相同 ) 

SS.。 = 162.50 + 14$8 = 1620.5S0 

SS. 的 自由 度 为 43-1)=8, 而 MS.=1620.50 人 =202.56.A4 的 

玉 比 为 MSA/MS.=6.29, 也 超过 了 Fi s(0.05) =4.07, 即 也 得 出 
4 的 效应 为 显著 的 结论 . 

6.5.$ 多 因素 正 交 表 设计 及 方差 分 析 

例如 , 若 一 个 试验 中 涉及 4 个 因素 4,B,C,D, 分 别 有 有 7， 
户 和 46 个 水 平 , 在 效应 肆 加 (无 交互 作用 ) 的 假定 下 ,模型 为 

Ya 二 AQ+T 太 +co 二 dt+eaa (S$.25S) 

其 意义 与 (3.13) 相 似 . 如 做 全 面试 验 , 即 对 
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范围 内 的 人 ,7),wv) 都 观察 了 Yo ，* 则 方差 分 析 与 模型 (5.13) 相 

似 . 但 是 ,这 个 作法 需要 做 ALpu 次 试验 ,这 往往 太 多 了 . 如 果 因 素 

数目 更 多 , 则 所 需 试 验 次 数 大 得 不 现实 . 

因此 ,在 实用 中 一 般 只 做 部 分 实施 , 即 对 (5.26) 范 围 内 的 部 分 

4 jz) 做 试验 .问题 在 于 :这 一 部 分 不 能 随心 所 欲 地 取 , 其 取 

法 必须 保持 某 种 平衡 性 ,以 达到 以 下 两 个 目的 : 

1. 模型 (5.23) 中 的 有 关 参 数 wp,ai,b,cv,du 等 仍 能 得 到 适 

当 的 佑 计 . 

2. 总 平方 和 SS 仍 能 进行 分 解 , 以 列 出 像 表 6.2 那样 的 方差 
分 析 表 . 

这 个 问题 如 何 解决 ,其 细节 已 远 超 出 本 课程 的 范围 .在 这 里 ， 
我 们 只 介绍 一 种 叫做 " 正 交 表 ” 的 工具 , 它 简 便 易 用 ,在 实用 中 广 为 
流传 . 

  

  

看 下 面 这 张 表 

表 6.3 Ts(4x24) 正 交 表 

刘 1 2 3 4 5 试 验 
全 号 | 及 妃 C 刀 结果 

1 1 1 1 1 1 134 
2 1 2 2 2 2 220 
3 2 1 1 2 2 188 
4 2 2 2 1 1 242 
5$ 3 ] 2 1 2 268 
6 3 2 1 2 1 290 
7 4 1 2 2 1 338 
8 4 2 1 1 2 320   
  

这 个 表 一 共有 8 行 、53 列 .这 两 个 数字 (8,5) 有 其 意义 :8 表示 

如 用 这 个 表 安 排 试 验 , 则 必须 做 8 次 试验 ,不 能 多 也 不 能 少 .$ 表 
示 最 多 能 安排 $ 个 因素 ,不 能 多 ,可 以 少 . 

L 是 正 交 表 记 号 .Ls 表示 表 有 8 行 .4x2: 表示 : 表 中 有 1 列 
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( 即 第 寺 列 ) 含 有 数字 1,2,3,4, 有 4 列 含 数字 1,2. 其 所 以 称 为 正 

交 表 ,是 因为 这 表 满 足以 下 两 个 条 件 : 

1. 每 列 中 含 不 同 数字 的 个 数 一 样 .例如 ,第 1 列 含 不 同 数字 

1,2,3,4, 每 种 2 个 ,第 2 一 5 列 都 是 含 不 同 数字 1,2 ,每 种 4 个 . 

2. 任 一 列 中 同一 数字 那些 位 置 ,在 其 他 列 中 被 该 列 所 有 不 同 

数字 占据 , 且 个 数 相同 .例如 ,第 3 列 中 数字 1 占据 1,3,6,8 行 的 

位 置 ,而 在 第 1 列 中 ,这 4 个 位 置 众 被 该 列 不 同 数 字 1,2,3,4 各 占 

据 工 次 .在 第 $ 列 中 ,这 4 个 位 置 则 被 该 列 不同 数 字 1,2 各 占据 2 

几 是 满足 这 两 个 条 件 的 表 就 叫做 正 交 表 . 至 于 如 何 去 构 造 出 

这 种 表 , 那 涉及 许多 深刻 的 数学 问题 .实用 上 ,把 已 造 出 的 有 实用 

价值 的 正 交 表 汇 集 起 来 附 于 种 种 统计 学 著作 中 ,实用 者 按 需 要 取 

用 即 可 . 

下 面 来 谈 谈 怎 样 利 用 正 交 表 L8(4x214) 安 排 试 验 . 这 所 讲 的 

当然 岂 适 用 于 -- 般 的 正 交 表 . 归纳 起 来 有 以 下 凡 条 : 
1. 因素 的 水 平 只 能 是 4 或 2, 为 4 的 至 多 只 能 有 一 个 ,为 2 的 

至 多 4 个 . 

2. 若 试验 要 分 区 组 (例如 在 两 台 设 备 上 做 ) , 则 区 组 大 小 只 能 
为 2 或 4. 

3. 为 确定 计 , 设 试验 中 涉及 4 种 配方 (因素 4 ,水 平 4),2 种 
温度 (因素 妃 , 水 乎 2),2 种 压力 (因素 C ,水 平 2) , 冯 分 两 个 区 组 . 
则 配方 这 因子 A 必须 标 在 第 1 列 的 头 上 ,BC 和 区 组 都 是 2 水 
平 , 可 在 2 一 $ 列 中 任 选 3 列 标 上 ,还 有 一 个 空白 列 . 设 选 定 表 6.3 

的 14 列 (D 表 区 组 ), 则 设计 的 意义 如 下 :每 一 行 读 A,B.C 所 
在 的 三 列 . 例 如 ,第 一 行为 (1,1,1). 这 表示 第 上 号 试验 是 ;4 ,B,C 
都 处 在 1 水 平 .第 二 行为 (1,2,2) ,表示 第 2 号 试验 为 ;4A 处 在 1 水 

平 ,也 ,C 都 处 在 2 水 平 .第 七 行为 (4,1,2), 表 示 A 处 在 4 水 平 ,总 
在 水 平 ,C 在 2 水 平 ,等 等 .区 组 划分 则 看 D 这 一 列 .同一 数字 
属于 一 个 区 组 .在 这 里 ,D 列 的 数字 1 在 第 1,4,5,8 行 , 故 第 1.4， 
3,8 号 试验 划 在 一 个 区 组 内 , 剩 下 的 第 2,3,6,7 号 试验 划 在 一 个 
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区 组 内 . 

这 样 -个 设计 必 能 达到 表 6.3 前 面 提 出 的 两 条 要 求 .第 1 条 

很 容易 证 明 ,第 2 条 不 能 在 此 细 证 了 .考虑 (3.2$) ,其 中 &=4,!= 

户 =d=2. 对 ipovcvydo 等 也 加 上 约束 条 件 (类 人 (3.15)): 

> 0 50co= 0 4 0 (5S.27) 

按 (5.25) 写 出 上 述 8 号 试验 的 方程 ， 

7 三 AT 十 al 十 琅 十 cl 十 ct 二 ell 

站 222 二 十 CI 二 02 十 Ca 十 da 十 el 

ri 三 ATaz+Dl+c+c2T+esll 

Y2221 二 大 十 aa+pbo+ca+cI+e22l 

Y3l21 三 ATQ3+O+cz+adi+esDl 

二 太 二 G3 二 02 十 ci 十 da 十 e32l2 

Ya4l22 三 人 TaQa4+DOl+caz 二 cda+ed4p22 

Ya 三 A++a4+ba+cl+adl+esll 

把 这 8 个 方程 相 加 ,各 Y 之 和 记 为 >, 了 ,各 e 之 和 记 为 2， e, 则 
由 (3$.27) 易 见 

立 3212 

>,Y=8k+>ye 

由 此 可 知 Y = >， YA 为 A 的 一 个 无 偏 估计 . 

把 第 1 列 为 1 处 的 那些 Y 相 加 ,得 ( 仍 用 (5.27) ) 
Yi 十 Yl222 二 2U 十 2a1 十 ellil 十 el222 

由 此 知 ,(Yii+ Yo)2-Y 为 ai 的 无 偏 估计. 顺 此 以 往 , 对 任 

何 cpicuyds 都 可 求 得 其 无 偏 估 计 . 例 如 ,要 求 c， 的 无 偏 估 计 ， 
只 须 把 c 所 在 那 列 数字 2 对 应 的 试验 值 相 加 ,用 (5.27) ,得 

立 b22 十 半 2221 十 Y3121 十 Y4l22 

= 4H 十 4c2 二 el22 十 e2221 十 e3l21 十 e4122 

于 是 得 到 (Yipz + Y2al + Yapl + yd) 人 -YY 是 c， 的 一 个 无 仿 
估计 . 

总 之 ,在 任何 一 个 正 交 表 中 , 某 因素 水 平 寺 的 效应 (例如 本 例 
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的 w) 的 估计 ,等 于 该 因素 水 平 ; 的 所 有 观察 值 的 算术 平均 , 减 去 

全 部 观察 值 的 算术 平均 . 

接着 就 是 计算 各 因素 的 平方 和 ,例如 SS .如 A 有 A& 个 水 平 ， 

其 各 水 平 的 效应 ai 的 估计 记 为 ……6( 其 计算 已 如 上 述 ), 又 

总 试验 次 数 为 ，, 则 

SS = 711(61+… 十 Qi) AR (5S.28 ) 

误差 平方 和 可 以 由 总 平方 和 SS = 、)(Y -YY) 减 去 各 因素 的 平 
方 和 求 得 .其 自由 度 等 于 ， -1 减 去 各 因素 的 自由 度 一 一 每 一 因 

素 的 白 由 度 等 于 其 水 平 数 减 去 1. 

例 $.4 设 表 6.3 中 各 次 试验 的 结果 如 该 表 右 边 一 列 所 示 ， 
我 们 来 作出 上 述 计算 . 

1. 首先 算出 全 部 试验 值 的 算术 平均 

Y= (134 + 220+ …+320)78 = 250 

及 总 平方 和 

SS =(134 - 250) + (220 - 250)2 + … + (320 -- 2S0): 
= 32832 

2. 估计 各 因素 4A,B,C 各 水 平 的 效应 及 区 组 (D) 效 应 

2ai=(134+220)/2--250= -73,2z;= 一 35 

CI 三 29,a4 一 79 

这 四 者 之 和 应 为 0, 这 可 以 作为 计算 是 否 有 错 的 一 个 验证 .又 

Di =-18,0 = 18;z1 =-17,2i = 17;d =-9,d =9 
3. 按 公 式 ($.28) 算 出 各 效应 及 区 组 平方 和 
SS =8(73- + 352 + 292 + 792) [4 = 27272 

SS =8(18- + 18) /2 = 2592,SSc = 2312 ,SSn 

其 自由 度 分 别 为 3,1,1,1. 误 差 平 方 和 为 
9S.。 = 32832 - 27272 - 2592 - 2312 - 648 = 8 

其 旧 由 度 为 (8-1)-3-1-1-1=1. 于 是 
AMSaA = SS4A/3 = 9090.67, MS6 = SSp,…,MS, = SS， 
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列 出 方差 分 析 表 ; 

  

  

  

项 日 SS 自由 度 AS 下 比 显著 性 

人 (配方 ) 27272 3 9090.7 1136.33 x 
( 温 度 ) 2592 1 2592 324 x 
C( 正 力 ) 2312 1 2312 289 x 
D( 区 组 ) 648 1 648 81 
误 “ 养 8 1 8 一 
总 “和 32832 7 一 一 

查 严 分 布 表 , 得 

F31(0.05) = 216, FI 1(0.05) = 161 

F3lt0.01) = 3$40, FI 1(0.01) = 405 

故 配方 这 个 因素 的 效应 达到 高 度 显 著 ,温度 和 压力 这 两 个 因素 则 
达到 显著 ,区 组 效应 未 达到 显著 . 

某 些 正 交 表 (不 是 所 有 的 ) 也 可 以 考虑 因素 间 的 交互 作用 .这 
时 , 表 头 的 安排 就 不 能 像 无 交互 作用 时 那么 自由 ,而 要 受到 某 种 规 
则 的 限制 ,具体 规则 由 一 个 与 该 正 交 表 配 套 的 “交互 作用 表 ” 给 出 . 

这 些 都 已 超出 本 书 范围 ,不 能 在 此 多 讲 了 、. 

附 录 

A.(2.22) 式 的 证 了 明 

注意 到 两 个 行 向 量 (2 维 ) 

， 1 1 和 = 人 二 寺 …… 寺 )， 

S。， SS  ，， 5 

都 是 单位 长 (注意 (2.16) 式 ) 且 正 交 ,可 以 补充 - 2 个 行 向 量 604， 
… ,6 使 方 阵 
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2 
如一 | : 

0 

为 正 交 方 阵 . 作 变 换 

| 2 YY 
。 一 癌 。 ! 

| 四 全 

则 因为 Yi ,Yi，…,Y, 独立 ,各 有 方差 为 o 的 正 态 分 全 ， 按 第 二 

音 的 附录 双 中 的 引 理 的 证 法 , 易 证 得 Di, …,Z ,也 独立 ,并 各 有 

方 差 为 c- 的 正 态 分 布 ， 

现 证 明 : 
下 (ZN)=0 之 3 《1 ) 

为 此 , 记 5 二 (0 则 

瓦 (2 1) 一 辣 EC 一 富 (8 十 BCX; -XI)) 

= 50- 又 ) 

因为 六 与 bp02 都 正 交 ， 上 式 右边 两 个 和 都 为 0. 由 此 证 明了 (1) 

式 . 

”336



由 于 正 交 变换 使 平方 和 不 变 , 有 
Y1++ = + 

= (xi - 叉 ) Y; 十 

将 此 式 与 (2. 人 25) 生生 会， 得 

= 也 3- = 3 Li 

由 于 PFA DZ Ar 过 是 独立 同 分 布 的 NO， 1) 变 量 , 有 (2 

)《[o 一 好 -2 于 是 证 明了 (2.22). 

B.(2.16) 式 的 证 明 

由 于 Zi ,DZ,,…,2 独立 , 知 刀 与 ,22 独立 .又 2 为 有 方 
1=3 

差 c2 的 正 态 分 布 而 > 23/a2 ~ Y2_， , 故 按 夺 分 布 的 定义 有 
E = 

  

此 式 与 (2) 式 结合 , 即 证 明了 (2. 26) 

习 题 

1. 在 模型 (2.6) 中 用 配方 的 方法 (不 求助 于 求 偏 导数 ) ,以 决定 最 小 二 乘 

估计 (2.12) 和 (2.13), 并 由 此 得 出 残 差 平方 和 的 表达 式 (2.23). 

2. 在 模型 (2.6) 中 ,假定 (2.5) 成 立 , 仍 记 残 差 为 Si ,…,6, .证 明 以 下 各 

点 : 
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(a) 下 上 (G)=0,7 三 1，…，,72. 

(b) 9 ,6, 不 相互 独立 . 

(c) Var(6;) = (1 -一 - 〈《X; 一 又 )27]S2 ) 

(CS2= (XXX7) 

(d) Covl80) = 一 (二 +( 和 - 珊 )(X -六 )MS2 )o2 夫 让 
3. 设 样本 XXX 一 Ne YNoc),a bo 都 未 

知 ,为 要 估计 2- a 或 检验 假设 局 :5-a=ckc 已 知 ) ,可 利用 线性 回归 的 理 

论 去 做 .指出 具体 怎样 做 的 办 法 . 

4+. 考虑 过 原点 的 线性 回归 模型 

Yi = XI +eii= 1 

误差 el ,en 仍 假 定 满足 条 件 (2.5). 

(a) 给 出 5 的 最 小 二 乘 估计 局 

(b) 给 出 残 差 平方 和 R = 》 18? 的 表达 式 ,并 证 明 :有 R jz 1) 是 误差 方 
1 工 

差 cz 的 无 偶 估 计 . 这 与 不 一 定 过 原点 的 模型 有 何不 同 ? 为 何 有 这 个 不 同 ? 

(c) 用 附录 A 中 的 方法 ,证 明 当 误差 服从 正 态 分 布 时 ,有 民 Ae 一 Xi 

(d) 给 出 回归 系数 5 的 区 间 估 计 . 

S. 考虑 回归 模型 (2.4) ,而 cl,c; 为 已 知 常数 .假定 (2.5) 且 设 误差 服从 

正 态 分 布 , 求 cie+ecza 的 区 间 估 计 . 

6. 从 一 元 线性 回 当 的 讨论 中 出 现 几 个 有 趣 而 初等 的 数学 问题 . 现 列 举 

如 下 请 读者 考虑 : 

(a) 由 第 2 题 的 (c) ,根据 方差 非 负 , 可 知 :对 任意 ”个 实数 X ，…,X,，， 

有 

(Xi; 一 R/ (x 一 X) << 1 - -ii 一 1，…，7 

等 号 在 何 时 达到 ? 

(b) 在 6.2 节 6.2.3 段 末尾 处 提 到 的 断言 : 若 Xi,X:，…, 是 一 串 实数 ， 

记 X = (XI+ 人 +X)MS3= 之)( 总 -又 )2 , 则 对 任何 固定 的 实数 ,有 
i=1 

(we 一 X,)2]S2 一 0 当 noco. 这 个 事实 的 统计 意义 已 在 6.2 节 (6.2.3) 段 中 说 

明 过 了 . 
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(c) 我 们 已 证 明 : 在 模型 (2.6) 及 假定 (2.5) 之 下 , Var(B1) = co2]S2,S? 

- MYCX - 吉 )2 .当然 ,方差 傅 小 龟 好 . 故 如 限制 试验 点 X 只 能 取 在 革 有 限 

区 间 [A ,如 ] 内 ,就 有 一 个 如 何 配置 这 些 点 ,以 使 S” 达到 最 大 的 问题 .证 明 这 

问题 的 解 是 : 特 7 为 偶数 27 , 则 取 Xi，……,X, 中 有 和 产 个 A 及 站 个 Bi 若 壮 

为 奇数 22+1, 则 取 XI …,X 中 有 和 个 4( 或 呈 ), 妆 + 个 (或 A). 不 

过 ,在 实用 上 ,这 个 设计 并 不 一 定 被 采用 ,除非 我 们 对 回归 函数 为 线性 函数 这 

一 点 绝 无 疑 义 . 因 为 ,这 个 设计 只 采用 两 个 自 变 量 值 , 它 无 法 借助 于 观察 数据 

去 发 现 真实 的 回归 函数 与 线性 函数 的 可 能 的 偏差 . 

7. 证 明 6.3 节 6.3.1 段 末尾 处 多 元 回归 系数 最 小 二 乘 估计 的 三 个 性 

质 . 

8. 设 (Xi Yi)，…(Xi) 是 从 二 维 正 态 总 体 NCa,b,cit,ci,o) 中 抽 

出 的 样本 ,以 > 记 样 本 相关 系数 .用 以 下 的 思路 证 明 当 e=0 时 ,vv 一 2r/ 

V 1 一 壮 一 已- 国定 Xi,X， ,考虑 Yi …, 业 的 条 件 分 布 ,因为 o=0 表 
不 Xi 凡 独立 , 故 YY 的 条 件 分 布 即 是 其 无 条 件 分 布 , 即 轨 ,……，Y， 

独立 ,有 公共 分 布 N(p,o3) .这 可 写 为 回归 模型 ， 

=0+BXT+ei= 1 (1) 

回归 系数 pl =0,e 一 N(C0,c),c2=o3. 然 后 在 这 个 模型 中 使 用 (2.26)( 记 住 

Bi =0). 证 明 (2.26) 式 左边 正好 就 是 va -2rAw1- 盖 .这 样 就 证 明了 在 给 

定 XI，……X， 的 条 件 下 ,vV ma -2r/vVI- 盖 的 条 件 分 布 总 是 ， 与 Xi，…， 

X, 无 关 . 因 此 va -2r IT- 产 的 无 条 件 分 布 就 是 ti -2 其 所 以 要 在 给 定 

X1，…Xn 的 条 件 下 来 考虑 ,是 因为 线性 模型 (1) 有 关 的 理论 ,特别 是 (2.26) 

式 ,都 是 在 X; 为 常数 的 情况 下 给 出 的 . 

9 考虑 下 面 的 统计 模型 :样本 Xi Xi 独立 ,Xi 一 Nd 
+aso) 一 Nd+B,O) = 这 里 员 ,d 和 wb,c2 都 未 知 ， 
要 检验 假设 有:a = 

(a) 试 通过 使 用 乙 = 咏 -Xi =1, ,2 ,用 :检验 来 处 理 这 个 问题 . 

(b) 说 明 :这 个 模型 事实 上 是 一 个 随机 区 组 试验 模型 ,共有 个 区 组 ,区 
组 大 小 为 2. 写 出 化 到 这 样 一 种 模型 的 过 程 ， 

《ec) 用 随机 区 组 模型 的 下 检验 来 处 理 Po 的 检验 问题 ,证 明 它 与 用 (a) 中 
的 方法 得 到 的 一 致 
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10. 验证 一 下 ,下 面 的 表 是 正 交 表 : 
  

  

  

列 
行 号 1 2 3 4 5 

导 
1 1 1 1 1 1 1 1 
2 1 2 2 1 1 2 2 
3 1 1 1 2 2 2 2 
4 1 2 2 2 2 1 1 
5 2 1 2 1 2 1 2 
6 2 2 1 1 2 2 1 
7 2 1 2 2 1 2 1 
8 2 2 1 2 1 1 2 
  

按 正 交 表 命 名 法 ,这 个 表 的 名 称 应 是 什么 ? 它 在 用 来 安排 试验 时 受到 哪 

些 限 制 ? 现 如 有 三 个 两 水 平 因 子 4A,B,C, 共 做 8 次 试验 ,并 分 两 个 区 组 做 ， 

这 试验 如 何 用 这 张 表 安排 ? 写 出 其 方差 分 析 表 . 
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习题 提示 与 解答 

第 一 章 

3 .已 . 

4. 一 种 可 能 的 表 法 是 

4 +…+4=AI+( 4 一 A4)+[A43 一 (AI+A))] 

+…+[A-(4I+…+… 和 AAA) 

5$. 先 把 A+ 刀 +C 表 为 互 斥 事件 和 ， 

4A+B+C=A+(B-AB)+(C-AC- ABC) 

再 证 明 P(B- 4B)=P(B)-P(4B),P(C-A4C=- ABC)= 

P(CC)-P(AC)-P(ABC), 及 P(ABC)=P(BC)-P(OABC)， 

整理 即 得 . 

6. 充 要 条 件 是 P(A),P(B) 中 至 少 有 一 个 为 0. 

7. 不 一 定 . 成 立 的 充 要 条 件 是 P(B-A)=0. 

8. 反复 利用 以 下 两 个 重要 公式 

AI42…A， = > 及，， Ai + 4: 二 十 人 A， 一 几 

(这 两 公式 请 自 证 一 下 ) 

9. 考虑 一 个 盒子 内 含有 三 个 球 ,其 上 分 别 标 有 数字 1,2 ,3. 现 

从 中 随机 抽出 一 个 ,记事 件 

4A=| 抽 出 1 或 2 球 1, 忆 =|}| 抽 出 2 球 1C=| 抽 出 2 或 3 球 | 
10. 第 一 问 :直接 计算 P(C(4A+B))=POC4)+PCCB) .第 

二 问 : 仍 算 PCC(A+ 玉 )) ,但 把 A+B 表 为 A+B=(A- 甩 )+ 
4B+(B-A). 设 法 去 证 明 

PIC(A-B))= PC)P(A -了 3) 

PIC(B-A4))=POC)P(B-A4) 

前 一 式 可 由 P(C4A)=P(CC)P(4A),P(C.4B)=PCOC)P(AB) 两 

边 相 减 得 到 , 因 CA4 -CAB=C(A-AB)=C(A- 昌 ), 及 P(A-- 
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B)=P(A)-P(ADB). 

11. 例 : 一 盒 中 有 12 个 球 ,分 别 标 有 数字 1,2,…,12. 现 从 其 

中 随机 抽出 一 个 ,定义 事件 

= ;抽出 1,2,3 号 球 之 一 凡 B = ! 抽 出 2,3,4 号 球 之 一 ! 

= | 抽出 2,3,35,6,7,8,9,10 号 球 之 一 上 
12. 前 一 部 分 的 证 明 与 第 10 题 的 第 二 问 类 似 ,反例 可 用 11 

题 的 例子 . 

13.A=A4iI(A:+A3)(A4A5+ 4A5Ae+ A4A6) 用 乘法 定理 ， 

注意 

P(444:+ AAA + 44456) =P(A44A)+P(AIA AI) 

+P(A4A45 AU)+P(4A4A AS) 

逐 项 用 乘法 定理 ,答案 :320/729 =0.439. 

14. 反例 :一 盒 中 有 5 个 球 ,分 别 标 上 数字 1,2,…,S$. 现 从 中 
随机 抽出 一 个 ,定义 事件 

= | 抽出 1 或 2 球 1,B = | 抽出 2 或 3 球 }， 

= }{ 抽 出 1 或 3 球 | 

  

16. 需要 证 明 

P(B; BeB; ) = P(B; )P(B, )…P(B, ) (1) 
对 任何 满足 条 件 2<y<n 的 六 及 ] 委 站 < 闪 < 和 妥 1. 以 有 记 

有 中 已 = 人 4; 的 7 的 个 数 . 对 和 实行 归纳 法 . 若 上 =0, 则 由 

独立 性 定义 知 (1) 式 对 . 现 设 &= 疡 时 (1) 式 对 .来 证 明 当 玉 = 六 十 

1 时 (1) 式 也 对 . Bi Bi 中 有 关 +1 个 有 “bar 的 .为 方便 计 且 不 

失 普遍 性 ,不妨 设 B, = 元; .有 
及. 有 Bi 二 已 六 4 

右边 两 事件 互 斥 , 故 

P(B,…Bi ) 一 P(Bi… 下 ) 一 PLA BEB; ) (2) 

因为 在 Bi ，…,Bi 中 只 有 闫 个 加 “bar" 的 ,Ai ,Bi ，…,B; 中 也 只 
有 六 个 加 "bar 的 . 故 由 归纳 假设 , 知 
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P(B, …B, ) = P(B )…P(B, )， 

PVA 有 瑟 ) 一 PCA; )PCBi 六 PCB; ) 

以 此 代 人 (2) 式 ,并 注意 1-P(A )=P(4A,)=P(CBi) ,得 

P(Bi …Bi) = 也 (Bi )…P(Bi; ) 

于 是 完成 了 归纳 证 明 . 

17. 总 排列 数 为 4! =24. 分 别 计算 放 对 1,2,4 封 的 排列 数 为 

8,6 和 1. 答 案 :9/24=38. 

18. 用 全 概率 公式 ,对 丙 而 言 , 分 四 种 情况 :4; = !{ 甲 抽 中 , 乙 

抽 中 | ,4>=| 甲 中 乙 不 中 | ,43= | 甲 不 中 乙 中 1 A4 = 甲乙 都 不 

中 上 .答案 :2ZX10,177S$ ,417X110. 以 丙 抽 中 的 可 能 性 最 大 . 

19.07D21 CaDACpD7Map 
20. 再 继续 赌 四 局 ,排出 一 切 可 能 情况 ,答案 为 11:5. 
21. 答案 为 307/ 91. 其 所 以 不 同 , 原 因 在 于 ,仔细 一 想 可 知 : 知 

道 某 特定 吉 子 出 么 , 比 知 道 至 少 出 一 个 么 ,要 更 有 利于 多 出 入 , 因 

而 更 不 利于 得 出 大 的 和 数 . 

22. 由 对 称 性 考虑 ,可 让 选 定 的 一 男孩 固定 一 个 位 置 . 剩 下 的 
7 十 7 一 1 个 小 孩 归 结 到 直线 排列 的 情况 . 

23. 第 一 个 事件 的 对 立 事件 为 “每 方 各 有 一 张 A”. 其 概率 为 

1 后 一 事件 比较 复杂 ,要 分 解 为 一 从 互 帮 事 件 之 

和 ，, 即 如 

[东方 24 ,西南 各 14} 等 ,共有 4Xx3=12 种 ; 

| 东 ,西方 各 24} 等 ,共有 6 种. 

的 过 、 4 48! 92 前 一 事件 概率 为 41 | 人 下 和 5 /2 1 ,后 一 事件 的 梳 率 
41 14 481! ) 3521 

24. 最 简单 的 做 法 如 下 :从 对 称 考虑 出 发 ,不妨 把 甲 取 的 点 定 
在 图 1 中 的 A 点 处 .这 时 ,为 了 使 题 中 所 说 的 事件 发 生 , 乙 所 选 的 
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点 必须 在 图 ] 中 的 B4C 弧 内 , 且 一 BO4 和 一 COA4A 都 是 120". 故 

概率 为 2/3. 

2S. 做 法 大 体 上 类 似 例 2.5$. 答案 为 
， 

AN ai 5 二 04 
27.(a) 所 求 概率 为 (1 - z)…(t1 一 

| 六 ) .利用 1-z<e< 当 zz >0.(b) 所 求 

C 概率 不 超过 > zf…zx， > 求 和 的 
范围 为 1 委 宙 < < 科 趟 委 克 但 在 ( 让 + 

图 1 … 二 办 六 的 展开 式 中 ,每 一 个 这 样 的 项 

都 出 现 R1 次 . 

28. 不 可 以 那样 算 ,理由 与 21 题 同 . 

30. 甲 胜 概率 为 (用 全 概率 公式 ) 

  

  

ODD 

ES 
之 一 人 22(72 十 工 ) 

不 难 证 明 训 <172. 因 为 

= 二 + 工 一 工 1S 了 
人 3 上 本 之 

因此 这 规则 对 甲 不 利 .(z 的 确 值 为 21og2 - 工 , 试 证 明之 . ) 

第 二 章 

Ce 人 -人 -am 
节 ) 

2. 先 用 全 概率 公式 得 出 包 的 逆 推 公式 

记 三 户 ( 于 一 疡 -+(1L 一 户 ) 记 -it 
此 式 推 导 如 下 : 若 第 一 次 试验 A 发 生 ( 概 率 为 训 ) , 则 剩 下 ~ 1 次 
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试验 应 出 奇数 个 4 ,概率 等 于 1- 加 -1 大 第 一 次 试验 中 A 不 发 

生 ( 概 率 为 1- ), 则 剩 下 7 -1 次 试验 应 出 偶数 个 A ,概率 等 于 

D， 1 又 当 ?=1 时 加 二 力 =1 一 旋 , 而 [1+(1 一 22)] 当 2 =1 

时 也 为 - 户 . 故 当 2=T 时 正确 . 股 当 ?1 工时 正确 , 则 襄 -; = 

5[1+(I-22)” .以 此 代入 上 式 ， 即 得 户 = [1+(1 一 

22)]. 故 当时 亦 正确 . 

3 . 答案 为 | ” ]/22 .用 公式 袜 人 ) - (此 式 可 由 第 一 2 
章 (2.5) 式 中 令 凡 = = "并 注意 | 小- [而 得 到 

7 一 了 了 

4. 赌博 至 多 在 2a - 1 局 结束 ,让 二 人 赌 2a -1 局 , 则 只 要 甲 

胜 a 局 或 更 多 则 甲 胜 ,否则 甲 败 ， 改 甲 胜 的 概率 为 20 (ij2a 一 1， 

力 ). 当 户 =172 时 ,由 5(i;2a 一 1， 172) -pa -1 io 1 

172) 即 知 上 式 为 172. 另 外 由 二 人 赌 技 相同 ( 记 = 172) ,及 胜 负 
规则 对 二 人 是 公平 的 , 知 二 人 有 相同 的 获胜 概率 , 即 17 2. 

$. 考察 比值 

开 

p(Ri7;D)  &+1l1l1- 记 

6(R+1lizp) 7 一 A 亡 

如 果 ps 委 (z+1) 一, 则 此 比值 总 1. 若 如 疡 za+1), 则 总 委 1. 
若 (2+1l) <p<mvLz+l), 则 当 和 小 时 大 于 1 ,从 某 个 & 开始 
则 委 1. 其 转折 处 即 达到 最 大 之 &. 为 [(z:+1)25]([a] 表 不 超过 a 

的 最 大 整数 ), 当 (2 +1) 思 不 为 整数 ;为 (2z+1l) 及 (+1) 六 -1 

《在 这 两 个 值 处 同时 达到 最 大 ), 如 (zz +1)2 为 整数 . 

6. 以 z57 记 ` 怡 有 第 1,j 盒 不 空 ,其 余 都 空 " 的 概率 . 先 证 明 所 

求 概率 = | ; ] pz 而 后 证 明 
 - (全 -2 下 

全 在 1,2 盒 内 的 概率 一 “全 在 1 盒 内 ”的 概率 = “全 在 2 盒 内 ”的 

”363



  

概率 ). 

7.(a) 大 了,X 取 大 值 的 概率 上 升 而 取 小 值 的 概率 下 降 . 故 
IX 扫 的 概率 当 上 升 时 只 能 下 降 .(b) 考 察 一 个 试验 ,有 三 个 

可 能 的 结果 :41i,A4，,A3, 其 概率 分 别 为 Piy pp 一 DPI 和 1 一 思 ，, 记 

A=Ai+A， .以 XI 记 ? 次 试验 中 A; 发 生 的 次 数 ,=1,2, 则 Xi 一 

B(n pi),XI+X2 一 如 (72,zD7). 故 

大 

PXI 二 A)= >750i37， 力 1)， 
i=0 

上 

PCXI + X < R)= >)b(ii7 bo) 
i 二 上 

因为 当 Xi+ X2<R 时 必 有 XI 委 &, 故 P(XI+X 委 R) 巡 PCOXI 委 

&) , 即 当 加 < pp 时 有 
到 天 

>)6(3ap) ss 妇 >)0(ii7 bb) 
z 二 必 7 二 个 

(c) 写 出 FL) = 定 人 一 户 )”…. 逐 项 求 导 数 .注意 
? 

几 jza 一 力 )” :Ad 力 

= 人 ja 一 六 ) (一 7 jz 一 力 ) 
了 z 

令 二 =0,1 相 加 ,只 铀 下 一 项 - (一人 人 入 (有 和 人 1 
本 1 1 _- 证 明 与 攻 Te (1L -tidz 的 导数 同 . 又 当 

= 工时 此 积分 为 0, 而 P(X 委 &) 也 为 0( 因 和 &<7). 故 二 者 必 相 
等 ). 

8. 由 于 B(2, 户 ) 有 三 个 可 能 值 0,1,2, 而 Xi,X, 独立 同 分 
布 , 故 Xi,Xs: 必 都 只 有 2 个 可 能 值 (否则 Xi + X，, 的 取 值 个 数 可 

能 会 小 于 3 或 大 于 3. 这 两 个 可 能 值 必 为 0,1. 因为 , 设 可 能 值 为 
ay pa 扎 5D, 则 2 三 0,20= 三 2，a 十 六 三 |. 沁 轧 | 三 三 (XX) 二 ]) ，, 力 ,一 

PCX2 三 1) 则 
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2= PXI+X =2)= PXI=1)POX: =1)= 2Dipa2 

故 访 = bizp2 仿 上 推理 ,有 

2= jp =(1-DD)G- 力 >) 

25(1-- 户 ) = DLL- 加 )+(1- 思 ) 

由 此 三 式 ,不 难 解 出 户 )=z 思 三 户 . 

10.(a) 设 MK<A> ,Xi,X， 独立 ,分 别 服从 波 蛙 松 分 布 PC ) 

和 (> -Ai), 则 Xi +X2> 服从 波 哇 松 分 布 已 (2). 再 由 忆 (XI 委 

&) 之 P(XI+X2<R) 即 推出 所 要 的 结果 .(b) 写 出 PLX 委 &) = 

Se， 证 明 其 导数 等 于 一 e 入 人 帮 1 页 让 | eecd 一 

2e 入 Mi 为 一 常数 C( 与 无 关 ). 但 当 ) 一 0 时 , 它 趋 于 0, 故 
=0 

C = 0. 

11. 与 第 $ 题 相 似 , 考 察 比 DPCA)LP (CA +1). 

12. 直接 计算 :P(ED)=pziN, D)(D =DI1-zp)+(1 一 

bj),P(EIED)= AT EDITICOG- 访 )KC- 
思 )) 7” “( 放 ) < 太 =pi 加 + 人 (1 一 力 (1- 力 ), 是 (A, 甩 )+ 

(4 , 忆 ) 发 生 的 概率 ),. 再 算出 P(E:jFE)= PEIFE)ZP(OGEI) 即 

得 (注意 六 + 六 =1). 直 接 方法 :注意 P((A,B)I(A,B)+(A， 

电 ))= 力 . 故 在 互 ;发生 的 条 件 下 ,(4, 吕 ) 出 现 的 次 数 X 的 条 件 分 

布 ,就 是 BCm 轧 ). 

13. 把 负 二 项 概率 (1.11) 记 为 &Cr3r, 力 ). 所 要 证 的 结果 当 

=1 时 对 . 设 当 ”=&-T1 时 对 , 则 Xi+:…+X 1 服从 分 布 (2 

&-1,zp) 把 Xi+ +Xe 表 为 了 +XY=XI+…+X 按 上 

述 归纳 假设 ,及 节 与 XU 独立 ,有 

  

PCOXIT+T + 一 iD= >POY=7 门 POX = 一 放 
了 = 站 

= > di 一 1,p) 放 (1 一 广 ) 
jj = 
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为 要 证 此 式 为 di,R, 记 ), 只 须 证 组 合 等 式 

> = (| 

j=0 六 一 之 广 一] 

但 此 式 已 在 第 一 章 例 2.4 中 证 过 ,那里 写 为 形式 

2 一 十 = 7 十 ”| 

rr 一 0 六 允 

、，、、 1 一 1 二 > ?一 十 7 
令 m-1=r-2,r= 记 mi 并 注意 | j=| ) 

六 7 一 ] 

-直观 上 很 容易 解释 ,以 =?2 为 

0 例 ,如 图 2,. 表 示 A 不 发 生 而 x 表 示 
4 发生. 在 4 发 生 第 2 次 时 ,的 个 数 

图 2 为 Xi+Xa:. 由 于 各 次 试验 独立 ,Xi1， 

X: 必 独 立 且 都 服从 几何 分 布 . 

2 十 广 一 | 十 入 
14. 记 | ， jz 

> /+r 一 1 有 | 1 站 除非 二 = 0), 故 总 有 > 户 . 理由 和 简 
单 :计算 加 时 多 了 一 个 限制 :最 后 一 次 试验 4 必 出 现 ,而 算 思 

时 ,并 无 这 个 限制 ， 
15$. 用 全 概率 公式 易 得 

P(Y = 有 )= > PCX 一 77)D(CR7 ， 户 ) 

jwG4 -因为 
六 一 1 

-Ge mmD 人 7 je 一 力 )7 

- (pb)re [A(1 一 户 )]7 
AL 人 Ca 一 AD) 

而 式 中 的 和 等 于 ex). 

16. 计算 P(X+Y 委 xx). 用 全 概率 公式 ,并 以 玉 记 X 的 分 布 
范 数 ,有 

PC(X+Y 委 xx)=PIY=a)PX+aw < 二 ww) 
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+P(Y=a) .PRX+cs 委 2) 

一 万 j 下 (zz 一 CQ1 ) 十 力 下 (Ce 一 CQ2 ) 

对 " 求 导数 即 得 ,推广 到 多 于 两 个 值 的 情况 显然 . 

17. 结果 为 | (az/u)wrtda， 
18. 当 a; 中 有 为 0 的 时 ,不 妨 设 ci=0. 这 时 

P(XY=0) 三 P(OY=0) = 站 >0 

故 XY 不 能 有 密度 函数 (否则 应 用 P(XY =0)=0). 如 ai 都 不 为 

0 , 则 仿 16 题 做 ,只 须 注意 

| FGCxvai) ,ai > 0 

吕 ) 一 了 一 下 (dai) ai <0 

严 为 X 的 分 布 函数 ,二 者 对 立 的 导数 都 是 [TH( 攻 让 
19. 记 F(z)=PUY 委 z). 当 z<0 时 ,FGz)=0. 知 工 >0, 则 

注意 

P(LaiX 扫 

[立志 了 ji= flogy 挟 log>| 

= (logY -a)《M 和 (logr -ua)vc 

故 FEOz)=S(ogz-a) 人 ). 对 工 求 导 得 六). 

21. 记 FGz)=POYszr), 则 Frz)=0 当 z 委 -1,=1 当 

Z 之 1. 各 |zl<1, 则 在 基本 周期 [10.2r) 内 ,事件 | Y 委 zl 等 于 jarc- 

cos 魏 X 委 2xr 一 arccos zj ,其 中 arccos xz 在 (0,r) 内 ，, 故 

[1Y 妇 xz = 忆 [2ri + arccos 工 巡 X 雪 2r(0i+1) -arccos 工 ] 

于 是 

下 (六 ) = 人 (2r(i +1) +arccosx) - 理 (2ri 一 arccos 工 )] 

逐 项 对 工 求 导 , 即 得 J(z) 

22. 注意 1y 二 zi = 1X 坟 z 于 是 得 立 的 分 布 函数 为 
1 

Fz). 对 民 , 注 意 |1Z 关 zl = 于 Xe 这 xz 于 是 P(Z 坟 xz) =



  

1-P(ZDzr)=1-(L-FGz)) .对 工 求 导 得 密度 函数. 

23. 直接 证 明 , 只 须 注 意 本 题 FE(z)=zv(0 和 Z 魏 0) ,而 

FFz)=176(0 委 zz 委 0), 其 外 为 0). 直观 看 法 :0 一 max(XIi，…， 

X,) 为 Xi,X, 的 最 右 点 与 边界 6 的 距离 .而 min(XI，…,X，) 

是 Xi ，,X, 的 最 左 点 与 边界 0 的 距离 .二 者 性 质 一 样 只 是 看 的 

方 同 不 同 . 由 于 均匀 分 布 对 区 间 内 各 处 

一 视 同 仁 , 这 两 个 距离 的 概率 分 布 应 当 

24. 考察 事件 1 迄 x Y,< 委 .看 

图 3,OA4 为 第 一 象限 分 角 线 ,4 点 的 坐 

标 为 (zz),OB 和 OF 之 长 都 为 ,而 

OBCA4A 和 OFDA4 都 是 平行 四 边 形 , 稍 加 

攻 3 思考 即 不 难 发 现 . 
| 态 委 xy 入 相 =|(CX,X2) 落 在 上 述 两 个 平行 四 边 形 内 上 

  

故 
和 

Pi 委 2 委 v= | e "22dzldz”， 
CO 羽 法 

十 | e ”1 ”azdzridzr， 
OPDA 

由 对 称 性 ,这 两 积分 之 值 同 , 用 累积 分 法 算 第 一 个 积分 ( 先 固定 z， 
对 zz 积 ) ,不 难得 出 上 述 两 积分 之 和 为 (1-e 2 关 )(1-e-*). 由 此 
证 明了 题 中 的 所 有 结论 . 

25. 用 归纳 法 , 先 肯 定 : 当 2 =0 时 ,不 论 工 >0 取 什么 值 ， 
P(X=0)=e ?成立 .这 很 明显 ,因为 X=0 意味 着 最 初 那个 元 件 

的 寿命 之 了 ,其 概率 | Me xd = e 7 
现 假定 公式 P(X=z)=e 37(AT)2[al 对 半 = 有 -1 成立 ， 

而 计算 P(X=A). 以 zi 记 第 一 次 替换 发 生 的 时 刻 , 则 在 给 定 X， 
的 条 件 于 ,在 时 段 (Xi, 开 ) 内 要 发 生 &- 1 替换 .这 时 段 之 长 为 
工 一 xz: 按 归纳 假设 ,在 这 段 时 间 内 恰好 蔡 换 二 一 1 次 的 概率 ,为 
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e iT zxzDO 人 AT 一 1)1 由 于 XI 只 能 在 (0,T) 内 且 

其 概率 密度 为 Me 和 , 故 

P(X =&) = | eesmeoGGT Decaidz AR TD 

易 见 此 积分 为 e -和 (AT) AT 于 是 证 明了 公式 当 ?=& 时 成 立 ， 

而 完成 了 归纳 证 明 . 

27. 用 公式 (4.10) 算 出 (X+or,X-poY) 的 联合 密度 ge(w ， 

2) .再 决定 0, 使 这 联合 密度 可 拆 成 两 个 函数 gl(x) 和 gz(z) 之 

积 ,答案 := colvo: .此 题 有 其 他 简单 方法 , 见 第 三 章 习 题 . 

29. 设 Xi Yi ,YY 独立 同 分布 , 各 服从 标准 正 态 

分 布 N(0,1). 记 

i=1 

则 Di 一 已 2 一 FI ,2Z2 志 Da. 今 有 

P(Z 之 Fa)) = a 

故 有 :PUZ2>>AFe va))=a, 另 一 方面 ,又 有 

P(Z 过 Pac)) = 

由 这 两 式 , 及 22Di , 即 得 RE (c) 志 FI (Ca)， 

30. 易 见 | 。， zydzrdy = 0. 故 为 证 明 & 是 密度 函数 ,只 
须 证 明 它 非 负 .但 1zy1 在 z+ 交 委 1 内 的 最 大 值 小 于 1 ,而 F(z， 
y) 在 刀 + 风 委 1 内 的 最 小 值 为 el22x > 17100. 故 知 g 非 负 . 

后 一 结论 易 证 ,因为 对 任何 we > 0 有 |”zdz = 0， 

第 三 章 

1. 不 直接 利用 对 数 正 态 分 布 密度 算 较 方便 . 按 定义 , 若 X 为 
对 数 正 态 分 布 , 则 X=er,Y 一 N(a,o). 于 是 可 利用 公式 

(1.48). 这 涉及 计算 形 如 
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co 2 3 
| ezre 一 ta -ce jz d7 

CDC 

的 积分 .把 pz 一 人 《z 一 4 六 [2o7 与 为 -(zr-c)2o+d 的 形式 ,其 

中 <=ar+pc, 即 不 难 算出 上 述 积分 

2. 易 见 它 只 与 区 间 之 长 5 一 w 有 关 ( 何 故 ) 记 0=(2 一 aa) 人 2， 

可 就 RC-0,9) 的 情况 算 ,结果 为 9 人 -3= 一 674S. 

3. 设 X 服从 超 几 何 分 布 ( 第 二 章 例 1.4), 可 把 X 表 为 XI 二 

…+ X，,, 这 是 设想 7 个 产品 -- 件 一 件 抽出 , X =0 或 1 视 第 ;个 

产品 为 合格 品 或 否 而 定 , 先 证 明 

P(X=1)=M/LN,P(X=0)=1-M7LNI=1 

P(X=1X=D=MOM-DZNCON-D 

P(X =1X=0)=PCOX=0,Xi=1) 
=AfTIN-A)LNON -1) 

P(X=0,X=0)=(N-M)I(CN-M-DZNCON=-DT) 

当 和 关 ) .由 此 就 不 难 算出 天 (X)=7AMLN 及 开 (X) 把 X 三 

(Xi+…+X 7 展开 ), 从 而 算出 Var(X)= 六 二 人 扩 jn   

入 一 1TN 

4. 在 不 放 回 时 ,?2 种 情况 (用 1 把 ,2 把 ,…,? 把 ) 都 是 等 可 

能 , 即 P(X= 门 =1 zz=1,…，,72. 故 

开 (X) -人 - 2 _ 2 

如 有 放 回 , 则 X = 概率 为 训 是 1 的 几何 分 布 变量 再 加 上 1. 按 

例 1.2, 得 已 (z)=1+ 可 =1+A 1 
5$. 作法 与 第 3 题 相 似 ( 实 际 上 ,第 3 题 为 本 题 当 w =0 或 1 时 

的 特例 ). 但 此 处 X; 的 分 布 为 

P(X = ao) =1N = TONOi 1 
洒 z 尖 ) 时 ,Xi ,Xi) 联 合 分 布 为 

PXI = asXi==a)=1NON-1DD(OC 天 = (2) 

由 此 易 算 出 下 (X)=a. 为 算 Var(X), 要 算 开 (XI 二 .二 X, 六 .有 
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YY 

E(X3) = > a3ZN .而 由 (2) 有 
六 1 

1 厂 了 1 3 

NON TDLCo) 2 人 

再 经 过 简单 的 整理 ， 是 得 

YY 

Var(X ) = NE (w 一 0) 

6. 分 析 X 的 构成 , 它 等 于 XI+…+X ,其 中 X; 是 已 登记 了 

zi 一 1 个 不 同 数字 的 情况 下 , 再 抽 到 -- 个 未 登 记 的 数字 所 需要 抽 的 

次 数 ,显然 ,X| = 1 对 7 > 1,X, = 一 个 概率 沁 为 1 一 的 几 

何 分 布 变量 加 上 1. 由 此 用 例 1.2 算 出 E(X)=7z2 -+l)( 此 

式 对 = 1 也 对 ), 故 瓦 (X) = > ， LA(7 一 工 二 1) 

7.(a) 用 全 概率 公式 算 记 ( 2): 先 把 > 个 球 随 机 放 人 7 

盒 .如 恰 有 & 个 空 盒 (概率 为 训 (r,7z)), 则 剩 下 一 球 必须 落 在 已 

有 球 的 盒子 ( 共 了 一 & 个 ) 中 ,其 概率 为 (2 -和 &)Az; 或 者 恰 有 &+1 

个 空 盒 (概率 为 :try,2)), 则 剩 下 一 球 必 须 落 在 无 球 的 盒子 
里 ,其 概率 为 (&+1)Az .由 此 得 题 中 之 (1) 式 . 

(b) 把 题 中 的 (1) 式 两 边 乘 以 人 ,再 对 有 =0,1,…, 一 1, 相 加 ， 
在 化 简 右 边 时 注意 . 

和 ,Ap iT)(R 十 1 ) 
友 一 人 

7 一 1 

二 >， (R 十 1) 思 T(Cry7 ) 
天 一 们 

SVG 十 1 ) (Cr， 77 ) 

大 二 

1
 

必 
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二 人 Ar 人 ， 四- 疡 Antr， ?2 ) 

好 一] 

一 人 (~ ,7 ) 一 postr， ?1 ) 

这 样 即 得 出 右边 之 和 为 

空 盒 数 为 ?7 . 

8. 要 定 出 C ,使 C | (L+za)-rdz= 工 令 NV-2 1 

507， 720 三 7 显然 ,因为 ,不 投球 时 一
 人
 
人 人
 

p
r
e
 

式 化 为 C| CEY zaTvn2dz = 工 全 = yw/VN 上 起 化 为 
” ?9 2 一 CX+i)O 

让 (+ 考 dy = 1. 与 自由 度 为 N 的 + 分 布 密度 比 VN 

较 , 即 得 -后 = 人 (3 )(( 空 jv 坏 ) 各 

CO 

  

  

此 密度 关于 0 对 称 , 故 其 均值 为 0, 方差 为 C| ”za(1 + z2)-dx 
- 2C| z3(1+ z)-"dz. 这 个 积分 经 变数 代 换 1 = 1 + za 
(二 元 ) 可 化 为 8 积分 ， 

9. 由 第 二 章 22 题 可 知 Yi 的 密度 函数 为 26(z)e(z) ,这 里 
@,9 分 别 是 N(0,1) 的 分 布 和 密度 函数 , 故 

E(Y)= ?| xz6(z)p(z)dz 

= 直 xzp(z)[ eay]dz 

= 引 zeg(z)p()dzdy 

积分 区 域 在 图 4 中 直线 / 的 下 方 , 化 成 极 从 标 后 二 
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他 下 2 2 区 

| ze 2dzdy = | cos0dob 
iv -3 

| me 2dr =v2.(v2r 人) = 

因而 得 丰 (Yi)=1Mr. 由 于 Yi+Y2z=Xi 

+X 知 下 (Y)= 一 EC(OYD)= 一 1AMr. 

10. 卡 方 分 布 的 方差 为 其 均值 的 2 倍 ， 

故 若 X， 和 X。 分 别 服从 卡 方 分 布 yx 和 

X2 , 则 因 Xi ,X2 独立 ,将 有 

尼 (XI + 8X) = 不 +pb Var(XI+TOX2) = 272 十 2027 

要 后 一 值 为 前 者 的 2 倍 , 只 有 在 =0 或 1 时 才 行 . 

11. 化 为 极 坐标 , 则 2Z 与 > 无 关 而 只 是 0 的 郴 数 , 再 利用 第 二 

章 例 3.6 中 得 出 的 9 一 尽 (0,2r) 
12. 先 设 民有 密度 记 则 F(z) = | 7(y)dy( 因 X 只 取 非 负 

值 ,F(y) = 0, 当 ><0): 故 

六- FGoDlaz= 六 由 Ady-| on)dy]az 

-| | An)aydz 三 | |a [ay 

-| yo)dy = ECX) 
若 P(IX =R&)= 和 大 =0,12…， 则 当 ;<z<zi+l 时 .有 

  

  

多 4 

F(z) = P(X 二 z) = PKX = 0 人 = 袜 故 1- FGz) 
oO 

二 >， 方 . 因此 
了 二 7+1 

je 
7-=0v : z=07=1i+1l 

= (四 二 加 +…)+T(p+b+)+(b3 二 十 

= 四 +T2:.j+3 .283 十 三 殖 ( 和 ) 
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13. 证 明 要 用 到 重要 的 施 下 茨 不 等 式 

E(X2)E(Z)(ECOXYD)) (3) 
此 实际 上 在 定理 3.1 的 2 中 已 证 明了 :只 须 把 (3.3) 式 中 的 mr， 

凡 ; 疏 为 0, 则 (3.4) 式 即 成 为 此 处 的 (3) 式 .等 号 成 立 的 条 件 为 X， 
Y 有 线性 关系 , 即 存在 常数 c ,使 YY=cX 或 X= cyY， 

现 把 (3) 式 用 于 X = V,yY=1AM 闷 , 即 得 E| 雹 )>= 

  

关 交 .等 号 当 且 仅 当 有 常数 ,使 VX = < 人/ 区 , 即 X:= 常 数 

c. 现 因 Xi,X。: 独立 知 Xi,17ZX， 独立 , 故 

下 (XIAX2:) = 下 (XI)E(LILX>) 之 下 (XUAEGCX) = 1 

(因为 下 (Xi) = 下 (X2)) 等 号 只 在 Xi,X2， 皆 只 取 一 个 常数 c 为 值 

时 成 立 . 

14. 令 也 =XLAXI+ +TX)=1 2. 则 因 XI ,X， 

独立 同 分 布 , 易 知 Yi,……, Y, 同 分布 ( 不 独立 ). 故 天 (Yi)= 

下 (YY )= 三 …= 王 (YY ) .但 YI+ 十 Y=]1, 故 开 (Y)=177 

1$. 把 次 数 X 记 为 XiI+…+X,X=1 或 0, 视 第 守 次 试验 

中 人 发 生 与 否 而 定 . 则 对 两 串 试验 而 言 ,Xi,…,X, 都 独立 ,而 分 

布 为 

第 一 串 :P(Xi=1)=z,P(X=0)=1-D 户 

第 二 串 :P(Xi =1)=z,P(X=0)=1- 户 
对 第 一 串 有 E(X)= Di+…+D 思 =7t 力 ,对 第 二 溃 也 有 天 (X) = 
?六 ,二 者 同 ,对 方差 而 言 , 则 

第 一 串 :为 ci=7zzp(1- 户 ) 

第 二 串 :为 本 = > Pi- 旋 ) 

如 

ci-o= 2 人 -ap2= > (5 六 -pp 三 0 
1 二 1 | 

等 号 当 且 仅 当 户 =…= 甸 = 尹 时 成 立 . 
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直观 上 看 这 结果 的 解释 如 下 :如 果 站 + 十 思 =] 达 而 让 

户 不 相同 而 较 分 散 , 则 其 中 会 有 一 些 比 训 更 接近 0 或 1. 而 这 导 

致 方差 的 降低 ,因为 , 记 (1- 思 ) 当 户 汪 0 或 1 时 很 小 . 

16. 因 0 过 X 近 1, 故 0 志 E(OX) 委 1, 以 及 XXX. 故 

Var(X) = EU(X2) -RE2(X) 扫 EX) -FE2OX) = EX- EXI) 

但 汪 数 z(1-，z) 在 0 委 z 委 1 内 不 超过 1[4 ,而 0 委 EX 过 1, 故 证 明 

了 Var(X) 委 1/4. 

从 上 面 推理 可 知 , 为 要 成 立 等 号 ,有 两 个 条 件 要 满足 :X- = 

X,EX=1/2. 前 一 条 件 决定 了 X 只 能 取 0,1 为 值 .后 一 条 件 决 定 

了 P(X=0)=PIX=1)=17Z2. 这 是 唯一 达到 等 号 的 情况 . 

对 -一 般 情 况 ee 委 X 委 0 ,可 令 Y=(X-a)[ 人 -aa). 则 0 委 Y 

委 ] 因而 Var(Y) 迄 144. 但 var(X)=(2=-a)var(y), 故 有 

Var(X) 委 (8 -ao)M4. 等 号 只 在 下 述 情 况 成 立 :P(X=a)=P(X 

= 站 )=17/2. 

17. 分 别 以 X,Y 记 二 人 到 达 的 时 间 , 则 等 的 时 间 为 

[1X 一 YY .而 平均 等 待 时 间 为 
6060 

中 1- y|7Z3600dzdy = 20( 分 钟 ) 
0 0 

18. 在 计算 | > 一 7 | F(z)dz 时 分 为 | (mn -) 帮 xx)dz 

十 | 一 7 ) 太 zz)dxz. 

19. 任 取 < 尖 六 .例如 a< mm , 则 

忆 |X-al- 下 |IX-7| 

-| [lz-al- [之 -Fr)dz 

-| [lz=-al- [一 了 7FGz)dz 

+| LUlz-al- |[ 并 -7 1Fzr)dz 
耶 

在 - co< xz 委 7 内 有 |z-aul=-lz= 思 | 三 - 放 一 aa. 故 
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第 _ 积 分 二- ( a| ”Hz)dz -人 7 一 Q 儿 7 的 定 

义 上 而 在 加 <xrx<co 内 有 ze- lz 站 = (7 一), 故 

第 二 积分 = (za 一 oj| F(z)dz 一 广 (六 一 和 ) 

二 者 相 加 ， 得 已 |IX-awl 
-天 1IX- 亲 | 全 0. 对 w >7 的 情 

况 也 类 似 处 理 ( 请 读者 完成 ). 

21. 计算 Y = XIX， 的 分 布 

函数 FU(Oy) = P(Y 过 vv). 事 件 | Y 

过 | 相应 于 (Xi,X，) 落 在 图 5 中 

的 区 域 A 或 召 内 . 因此 有 

  

图 $ 

忆 (y) 三 中 rzogGea)drdr 十 由 roagGa)drdas 

国定 zi 先 对 zx 积分 ,得 

= | zi[| (za)dza |dzi 

AT ao 

两 边 对 y 求 导 , 得 Y 的 密度 函数 户 (y) 为 

A(y) = | 二 A(zDsg( 之 jdz | 二 FzDg( 衬 jar 

计算 EC(Y) = | _yA(y)dy .注意 当 zi > 0 时 有 

| 娄 人 (之 -jay = 二 z 直 _ (yy)dy = xz1E(X，) 

而 当 zi< 0 时 有 

| (之 jay 一 一 z 守 _ JE(y)dy 一 一 ziE(CX，) 

因此 
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ECOOD= | y 玉 (>)dy = EC 人 | ZLzi)dzl 

0 

+ zznDadzj= 开 (X2?) 瑟 (XI1) 

第 四 章 

2.(a) 只 须 注 意 : 若 cl<c, 则 g(a)=|c-al+ilcr-al 当 
且 仅 当 ci 委 vc 委 c, 时 达到 最 小 值 c; -ci . 故 如 把 al ，…a， 按 由 小 

到 大 排列 为 ad 委 aO… 委 ao , 则 将 AL(a) 写 为 > ， ac 一 al| 一 

7 = 上 

(ao-al+lao-al)+(ao-al+lao-bn-al)+… 后 ， 

可 以 看 出 :为 使 此 式 达 到 最 小 ,a 必须 落 在 下 述 这 些 区 间 的 每 一 个 

之 内 :La ,aojlaoao-D aa 如 本 为 奇 
数 ,适合 这 条 件 的 唯一 的 a 是 altrvn2 :如 关 为 偶数 则 [a 

aa2+rlj 中 任 一 数 a 都 适合 这 条 件 . 不 论 在 何 情况 ,样本 中 位 数 

总 在 其 列 . 

(b) 极 大 似 然 估 计 直 接 由 (a) 得 出 ,为 样本 中 位 数 ,和 抢 估 计 为 

及 . 

3. 总 体 均 值 为 397 2, 故 矩 估 计 为 2X .样本 (XI …,X，) 

的 似 然 函数 为 

09- ", 当 8 乏 min(X) 近 max(X) 雪 29 

人 ro 二 10 其 他 情况 
可 看 出 极 大 似 然 信 计 为 二 max( Xi ，X)， 

4. 因为 积分 

| eee(- 赤 -ed 
是 Na,o2) 的 方差 ,为 ca , 故 立即 看 出 FFCziadya) 为 概率 密度 函 

数 .由 对 称 性 知 此 分 布 均值 为 a , 故 a 的 矩 估计 为 入 .此 分 布 的 方 

差 为 3o2, 故 得 oz 的 扼 估 计 为 5 -六   
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取 似 然 函 数 的 对 数 ,分别 对 ww 和 c 求 偏 导数 ,得 到 决定 极 大 似 

然 佑 计 的 方程 组 
A 1 

和 元   -并 (又 -ao) =0 () 
G 

到 阅 0 - ca) (2 ) 

一 个 至 代 解法 是 : 先 给 定 的 亲生 值 。( 人 ao= 荧 ,但 必须 广 

天 X; 对 任何 门 ,由 (1) 式 解 出 于 之 值 ci 以 o=oi 代 入 (2) 式 解 

出 a 的 下 一 个 值 al( 这 是 一 个 a 的 二 次 方程 ) ,以 wa=at 代 入 (1) 

解 出 c2 的 下 一 个 值 of;. 继续 下 去 直到 (ao ) 与 (aiyotl) 之 
差别 小 于 指定 界限 为 止 . 

$. 先 算出 

| ee 7AXIdA = 10231 XXX 二 0,1,2,… 

即 知 4 的 后 验 密度 为 24+le 2 7X1 .其 均值 , 即 (X+1) 和 为， 

的 贝 叶 斯 估计 . 

4 的 MVU 估计 为 X. 当 X 取 大 值 ( 具 体 说 ,X 盖 2) 时 , 它 大 于 

贝 叶 斯 估计 (X+1)Z2. 请 解释 一 下 其 原因 

6. 先 算出 样本 (Xi ，…X，, ) 的 边缘 密度 

| neveresd = (7 十 1)1AL 二 宛 生 72 

由 此 算出 ) 的 后 验 密度 的 均值 为 

1C1+72X)2+2A7 十 1)1 中 ee8dn 

= (7? 十 2)A(1 十 7 X ) 

这 就 是 4 的 贝 叶 斯 估计 .你 对 这 个 估计 与 通常 估计 比较 ,有 和 何 
评述 ? 

7.(a) 考 虑 N+1 个 球 , 自 左 至 右 排 成 一 列 ,如 图 6. 现 要 从 其 
N+i 中 拿 出 ， +1 个 , 拿 法 有 | ， 种 .将 合法 作 如 下 的 分 解 :固定 列 
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Q 六 十] 

由 6 

中 的 第 m +1 个 球 ac. 将 a 拿 出 ,并 在 a 左边 拿 出 z 个 

7 
入 一 

[全 法 有 | 种 | ,在 。 右边 拿 由 "一 工 个 [ 拿 法 有 | ”| 种 | 
1 人 属 

  

本 

因此 这 样 的 拿 法 有 | ) j 和 和 -再 让 。 由 位 置 工 流动 到 N+ 
人 77 

1( 刀 由 0 到 六 ). 所 得 出 的 拿 法 显然 无 相 重 的 并 无 遗漏 的 .由 此 得 

出 所 给 的 组 合 等 式 . 

(b) 在 所 给 先 验 分 布 之 下 ,X 的 边缘 分 布 为 

P(X= xz)= >VP(OM = 有 )P(X = 工 ) 
玉 二 0 

ET 7 b20A 并 人 八 2 一 工 

NIIN+1l 1 

[人 中 7 十 | 7 十] 

z=0,1,…,. 如 此 得 到 M 的 后 验 分 布 为 

人 
  

. 1 二 0 1 ……，,N 

此 分 布 之 均值 , 即 

人 + 11AN 一 7 N 

00 = 革 寺 人 () 们 二 2 (3 

为 M 的 贝 叶 斯 估计 .上 式 中 的 和 等 于 

人 5 二 人 放 一 人 净 
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后 交 | 仙 交 生 

工 十 1 7 二 1- 人 (+1) 

证 明 的 组 合 公式 ,(4) 中 的 两 个 和 ,分 别 等 于 | 

第 一 项 可 化 为 (zt1)[ ) .四 此 ,由 (a) 中 

23](z+D 和 
二 

72 十 二 

V+1l 、 、 更 

| ，| 小 以 此 代入 (3) 式 并 化 简 , 即 得 所 要 的 结果 
了 

8. 考虑 先 验 密 度 加 (1- 2) (可 以 是 广义 的 ). 得 到 贝 叶 斯 估 

计 为 (z+a+)Az+tae+p+2), 取 aa=c--10=c 一 cc 一 1 即 可 . 

9.(ajX(CX-1l)vMaz 人 (2 -1)].(b) 若 方 (X) 为 gr(p) 的 无 偏 估 

计 , 则 

g( 们 = BE = 5 人 和 0- 人 7 
而 右边 为 训 的 不 超过 2” 阶 的 多 项 式 .由 此 可 知 , 像 e 2 ,1A1+7) 

等 ,都 没有 无 偏 估 计 . 还 有 一 个 有 趣 的 事实 : 令 gl(2) = ， 
ga:(D)= 加 ,83(b)= 加 1 则 gp),eg(2D) 都 有 无 偏 估 计 ( 见 

《c)) ,但 SiCpP) gz(D)= gb) 则 没有 .(e) 只 须 证 明 : 对 任何 自然 

数 & 委 2 ,办 有 无 偏 估计 .直接 验证 :大 的 无 往 估 计 就 是 X(CX=-1) 

…(X-A+l)Aa(a -1)…(72 一 R+T)]: 

开 [IXCOX--1)…(X 一 RAR+1l)M2 一 1)…(2 一 有 十 1)] 

二 > [ii 一 1 一 有 R+1)AM 一 1 一 玉 二 TD) 

7 jz 一 力 ) 

= 之 [全 上 Al 一 户 ) 

1 二 
一 2 ja 轧 )” 

1=0 7 一 

令 1-R 三 7 一 有 =) ,上 上 式 成 为 中 jwa 一 旋 ) 7 三 扩 . 
J=0 JJ 

10. 依 第 二 章 23 题 ,min(X1,，……,X) 与 0-max(XI，…，X，) 
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辣 分 布 .因此 二 者 之 均值 相同 ,由 此 得 
已 [min( Xp,X) +max( XXX )] = 0 

这 证 明了 (a). 又 由 第 二 章 22 题 知 min( Xi ，… ,X ) 的 概率 密度 为 
各 人 -各 ) ( 当 0<z<8, 此 外 为 0), 其 均值 为 6/(m+1) .由 
此 可 知 , 令 CC,=72+1, 则 C,min(X，,X) 为 0 的 无 人 往 估 计 . 这 

证 明了 (b) .为 证 (c), 只 须 算出 Var(Cmin(Xi，…,X)) = (7 十 

>7 (2 ， 六 Vi 2 2? 1D? 三 人 -各 dz -pb -= apAz+2) 与 例 3.5 比 较 即 

得 ( 问 : 由 Cnmin(X1,，……，,X，) 的 方差 表达 式 看 出 这 个 估计 之 不 合 
  理 处 ,在 什么 地 方 ? 2 愈 大 ,其 方差 非但 不 下 降 ,反而 上 升 , 即 

样本 愈 多 ,估计 误差 愈 大 了 ). 

11.(a) 有 

E[B(z)]= > 30)S = em 
得 四 

> 500) 广 - -六 ,因此 Bi) = (一 1) 

估计 了 不依 理 虽然 个 公理 的 估计 可 服 力 。 
12. 利用 忆 (YXY2 ) = 2 ,Var( Xi) = 272. 由 于 (7 --1)6vo2 一 

X2 1, 知 

E[0 -co2= (2 -1-2oRE[2 -1)pvMoz (na -1] 
一 = ( 刀 一 1) 一 ceVar(X2- 1) = 2c4A(z 一 1 

  

  

  

    

  
  

  
  

夯 一 方面 ,有 

7 一 荆 22 7 一 ] 人 > 2 2 一 工人 E(2 二 16-o) -人 E(213)-w) + var(2 9] 

2 2 一 1 人 

= (1 人 1) Var(p) 
马 2 4 1 一 1 了 4 2 二 

= (1 
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由 此 得 出 要 证 的 结 采 . 

13. 与 12 题 一 样 ,用 Var(X2)=27 ,有 

~ 4 7 人 
Var(03) = Var(X7 ) 一 ar < Var(O1) 

这 证 明了 (a) .为 证 (b) ,要 用 克拉 美 - 劳 不 等 式 , 以 c2 作 g,x(6)= 
6 .算出 

ICo) = [ -CKP = 142o9) 
于 是 c2 的 无 偏 估计 之 方差 下 界 为 

1X(CzT(c2)) = 2c4m1 

与 Var(0;) 相 同 . 由 此 证 明了 所 要 的 结果 . 

注 :着 令 ?; = 二 > (Xi -oa)2. 由 12 题 的 证 法 ,64 的 均 广 

误差 为 2c4[(n +2), 比 b 的 均 方 误 差 ( 即 Var(63) ) 小 .由 此 例 可 

知 ,MVU 估计 的 均 方 误差 不 一 定 是 最 小 的 . 
14.(a) 因 为 作 变 换 =w yZ6 可 得 

| 72e-r2d7 一 5-32| yl2e ydy 
CO 

0 

  

方 6-32T(3/2) = 二 VH0-30 

即 知 ECX3) = 35. 故 令 C=2 即 可 .其 次 ,算出 

var( 二 六 3) 一 全 Var(X) 一 2A(720-) 

再 用 克拉 美 - 劳 不 等 式 , 先 算出 

T(O) = E| 广 - | = 1/(202) 

而 g(0)=170, 故 g (0)= 一 176 而 

/ 2 _ 0-411 工 po-2 2、 2 六 
(g (090)) 尖 [zf(CO) = 0 几 2 MO )= 2 人 70-) 一 Var 二 症 2 

于 是 证 明了 所 要 的 结果 。 
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15.(a) 用 第 三 章 定理 3.1,2 ,有 

var( 汪 )= E[ 二 -0+ 羡 (90 

-本 [LE( 和 -62+E(D -6)2]+E[(O -0)(9 -9)] 

< 二 [LE(p， -0)2+ 瓦 (9 -0)2]+ 广 [E(6 一 9) 

. 忆 (0 - 0)2]5 

由 于 0 ,6 都 是 9 的 MVU 估计 ,其 方差 相同 且 都 达到 最 小 值 
c(g0). 由 上 式 得 

Var( 呈 人 二 2j<d c(b) +c(6)] + 二 ce(b) = c(0) 

即 无 偏 估 计 (6, + 92)7 2 的 方差 不 大 于 最 小 值 <(9) ,因而 它 必 为 

MVU 估计 . 

(b) 用 反 证 法 , 若 a0 +8 不 为 0+8 的 MVU 估计 , 则 可 以 找 

到 cb+ 2 的 一 个 无 偏 估 计 6， ,使 

Vare (0) < Vare (ab +0) = a?Vare (0) 

至 少 对 一 个 9 值 60. 令 0;=(01-0)Ma, 则 6， 为 9 的 无 偏 估计 , 且 

Varo (62) = -5Varo(6) < -aa2Varo(9) = Vare (0 ) 

即 无 偏 估计 6 的 方差 , 当 6= 6 时 比 无 偏 估计 6 的 方差 还 小 . 这 与 

6 的 是 6 的 MVU 估计 了 矛盾. 

16. BE( cx) = > cE(CXI) = 人 3 = 9, 故 > cxX 为 无 

但 估计 ， 其 太 关 为 (o varCX ) ) 和 

var( 》， 全 CiX; ) = 2 c2Var( X， 愉 
ID

 J 
> 

C 〇 m
h
 

让 
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oz[ (c: -1xzaj+1Az|c2m 
1=1 

等 号 当 且 仅 当 Cl 一 一 cy 二 工 Z7? 时 才 成 立 . 

17. 因为 max( Xi,，…, X,)( 记 为 6) 的 密度 函数 为 zz" 1《l" 

( 当 0<z<0, 此 外 为 0). 故 

Pi 过 0g 生 cb) = Pb[cs 委 9 近 9) 
站 ， 

一 | 12 ldz《A 所 = (加 --(g[c)2)《M 一 工 一 cm 

要 此 值 等 于 1- c, 只 须 取 <, = (二 ) 
18.(a) 只 要 c+ad=1, 则 cX+cY 为 0 的 无 偏 估计 ,其 方差 

为 cof[a + doiv2 .把 此 式 在 c+&=1l 的 约束 下 求 最 小 值 , 结 

果 为 

= (cs )AciAa + cj ) ,Q = (ai )ACajAza 二 ojvzz ) 

对 这 个 c,d 有 

(cX+adY -60)《A 一 NO,1) 

其 中 A: = (ci cij[o ) 人 at]a + ax) .于 是 得 到 9 的 置信 系 

数 1-ea 的 区 间 估 计 为 cX +cY 土 Ap 

19. 考虑 

2A172XA2hA2j2Y = Z 

分 子 分 母 独立 ,分 别 服从 卡 方 分 布 y* 入 和 X3;. 故 
、 )1X 

P(Fasan 人 1 一 号 ) 忆 闻 < 三， (全 

此 式 可 改写 为 

妇 a 一 42 一 区 人 )= 
P[ 营 /Fosaa( 且 j 二 时 入 划 /Faoan 人 1- 号) =1-a 

即 得 MA; 的 置信 区 间 . 

20.(0,Xi,X2?) 的 联合 分 布 密度 为 

F(0,XIX2) = etel regrr ,0< 0 二 min( Xi,X>) 
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mint 习 AN ) 
了 了 @ 一 (十 大 

忆 doe ( 1 “ 2) 由 此 得 出 《Xi，X2 ) 的 边缘 密度 为 | 
e+xXaTemnxvxs) 1, 而 2 的 后 验 密度 为 

hb XiX) = eg [enntyx) -1 上,0<0 委 min(Xi,X2?) 

此 外 为 0. 这 密度 在 上 述 区 间 内 随 0 上 升 而 上 升 . 故 要 找 一 个 最 短 

的 区 间 [a ,0 ] 使 | 4(g | Xi ,X))dg -= 1 _ wu .5 必须 取 为 min(X ，， 

X2>). 因 

in ，X 乒 1 ?6jg 一 emin( SAX2) 一 e& 

妈 

知 a 必须 取 为 log[ aemintXiX2) +1=-w|. 

21. 由 (2 一 1)S2《[o 一 Xi 从 卡 方 分 布 密度 的 形式 ,不 难 算 
出 Svc 的 密度 困 数 g(s*) 为 :g(s)=0 当 5 委 0 ,而 

(有 一 1-D2 OODO 
一 闪 一 之 

5 2022r( 二 于 1 2 > 352>0 
2 

为 计算 E(S)= | 虽 (s)ds, 只 须 在 积分 

| ee - 全 二 Ds jd 

中 作 变 数 代 换 上 =(2 -1)s 72 以 化 为 下 积分 即 可 . 

22. 作 代 换 世 = (Xi -09 -0 = 区. 则 Y,…， 
Y, 独立 同 分 布 ,其 公共 分 布 为 [0,1] 上 的 均匀 分 布 R(0,1) ,与 

  

90 无 关 . 故 民 (Sy) = FE > (Yi - 了)2Mn -1 也 与 gg 
  

无 关 . 记 为 .有 S= ,|/ 2 (X 一 到 )2A2 -1) = (9 -人 )Sy， 

故 天 (S ) 一 < 00: - 0). 现 有 

FE(X -coS)=( 和 +p)72 -cd 0 0) 

开 (X 十 cuS ) = (6， 十 6)72 十 ca (0 一 9) 
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取 C, =1/(2d,) .此 两 式 分 别 成 为 6 和 0602. 要求 出 C,, 必 须 算出 
dd = 下 (Sy). 这 不 容易 . 

23. 设 此 结论 不 对 , 则 存在 2 的 无 偏 估计 也 ,使 对 于 (90,c) 

的 某 个 值 (9o ,ci) ,有 

Vare ,o(T，) < Vare ,ez(XX ) 一 ai] 

把 Xi …，,X, 看 作为 抽 自 正 态 总 体 N(0,ci) 的 样本 ,0 未 知 而 ci 

已 知 .这 时 , X 和 也 , 仍然 是 4 的 无 偏 估计 . 且 因 此 处 方差 ci 已 

知 .X 是 6 的 MVU 估计 .因此 对 一 切 0 应 有 

Vare,e(T) 之 Vare,ezCX ) 一 ai 

令 9=6bo, 即 得 到 与 前 式 矛 盾 的 结果 ,这 证 明了 X 仍 是 6 的 MVU 
估计 . 

第 五 章 

1.1 p(9)=1-|@|[ 呈 一 ]-@( 扫 二 ) ].@ 为 标准 正 态 
N(0,1) 的 分 布 函数 . 

2” 这 归结 为 方程 组 

(eol G 帮 

z(G-4j -efS-2-1 。 D) 
G G 

这 方程 组 可 以 用 如 下 的 至 代 方 式 ,借助 于 正 态 分 布 表 求解 :指定 
Ci 的 一 个 初始 值 C?. 由 (1) ,(2) 分 别 决定 出 Ci 的 各 一 个 值 , 若 二 
者 差距 不 在 容许 范围 内 ,其 算术 平均 取 为 C4 以 C9 代入 (1),(2)， 
分 别 解 出 两 个 C; 值 . 若 二 者 差距 不 在 容许 范围 内 ,其 算术 平均 取 

为 C; 的 下 一 个 值 Cj . 然后 以 Cl 代入 (1),(2) 中 之 C) , 定 出 Co 
之 下 一 个 值 C?. 这 样 继续 到 某 次 定 出 的 两 个 值 差距 在 容许 范围 内 
为 止 . 

3 记 @'(z)= 8(z)= -万 Ee 7 2, 易 见 B(6) 的 导数 为 
元 
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  re GT 

CC 
由 p(z ) 的 形式 易 看 出 :9< 2 时 

G 

8 (0)<0, 当 0 > 二 了 拓 时 B (0) > 

0, 故 38(0) 当 9 由 -co 变 到 co 时 , 先 下 

降 到 (Ci + C2)7/2 点 处 达到 最 小 值 , 然 
后 上 升 ( 见 图 7). 由 于 B(c)=B8(2) ,看 

出 ea<(cli+c)/2<2, 而 在 [ca ,2 区 贺 7 

间 内 ,8(6) 之 值 不 大 于 < . 

注 : 显 然 ,8(0) 的 图 形 关 于 点 (cl+ cz)/ 2 对 称 , 由 此 可 知 ,a ， 

与 (cl+cz)/2 有 等 距离 ,这 说 明 必 有 cl+ cz=a+2. 这 个 事实 

提供 了 解 方程 组 (1),(2) 的 一 种 "try and error 的 方法 : 取 cl 的 初 

始 值 c"<(c+2o)/2. 由 c?=(a+b)-c 定 出 cs 的 初始 值 c%. 以 

这 两 值 代 和 人 (1),(2) , 若 右 边 小 于 1- a, 说 明 cy 选 得 太 大 ,否则 就 

选 得 太 小 ,经 几 步 纠正 达到 接近 相等 为 止 . 

人 4 此 由 lim.S4z)=0 及 limgotz)=1 立即 得 出 . 表示 当 0 

之 真 值 与 原 假设 距离 愈 来 愈 远 时 ,本 检验 以 愈 来 您 确定 的 把 握 否 

定之 . 

2. 依 直观 考虑 ,检验 取 为 “ 当 ci; 委 广 委 c; 时 接受 Ho ,不 然 就 
否定 互 0 .利用 22AX 一 X2 ,一 切 与 第 一 题 相似 ,在 求解 cl cy 时 

要 用 到 精细 的 卡 方 分 布 表 才 行 . 

  

  3. 令 工 =A/ -2 (又 - 立 )Mo. 证 明 : 当 原 假设 成 立时 有 

定 五 ". 

算出 其 功效 函数 为 
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和 
-6@(- ua- 77271 | 

1 一 77 G 

其 中 =a-0. 令 上 式 右 端 为 1- ad , 解 出 d 之 值 (有 两 个 : 士 di) 

其 正解 即 所 求 之 di . 
了 

4 过 -ce -Nia - 尼 , 王 二 2-o3 |] 仿照 两 样本 / 检验 的 得 
772 7 

出 过 程 , 作 统计 量 

17127111( 7 十 九 一 2) 
他 = ZI《2 十 刀 二 2 本 

123 十 7F2C- 

) COX 一 广 )+ > (YY 一 交 7) 

而 得 出 当 , 成 立时 工 二 上 ，，， 由 此 得 出 检验 : 当 | 工 | 去 
ia(a/2) 时 接受 户 0 ,不 然 就 否定 五 0. 

5$. 作 变 换 Xi = cX ,…,1=1,2 .考虑 两 组 样本 

XXX, 和 了 YY， (3) 

它们 都 有 正 态 分 布 ,等 方差 o, 但 Xi 之 均值 为 a = ca , Y 之 均值 
为 5. 故 就 样本 (3) 而 言 ,原来 的 假设 互 。 转化 为 w = cp. 因 而 转化 

为 第 4 题 . 

6. 利用 )XAA2Y) 一 局 这 个 事实 . 

7. 记 了 =max(Xi，…,X). 从 直观 上 看 ,6 愈 大 , 工 也 愈 倾 向 

于 取 大 值 . 故 一 个 合理 的 检验 为 : 当 了 T 委 C 时 接受 瑟 0 ,不 然 就 否定 

妃 0 .为 定 C ,计算 其 功效 函数 (这 用 到 人 的 分 布 ,参考 第 二 章 22 

题 ) 

(X -<cY) 

  

8B(0) = 了 (T>C)=1-(C7O)” 

它 是 0 的 增 函 数 , 故 为 使 8B06) 委 ac 当 0 委 0 ,只 须 使 8(00) = a 即 

可 .这 定 出 C=(1- a)7z"04. 

注 : 有 人 可 能 这 样 想 :4 愈 大 ,Ti =min(Xi,…,X,) 也 倾向 于 

取 大 值 . 为 何不 用 基于 Ti 的 检验 ? 理由 在 于 :Ti 中 所 含 9 的 信 

息 不 如 工 多 ,这 一 点 可 参考 第 四 章 10 题 .进一步 可 以 证 明 : 基 于 

开 的 上 述 检验 ,是 五 o 的 一 臻 最 优 检 验 . 这 一 点 用 附录 A 的 方法 

”390



不 难 证 明 . 

8. 从 FUz,0) 的 图 形 ( 见 图 8) 看 

出 :观察 值 Xi,…,X, 落 在 0 附近 的 可 /xc,g) 

能 性 大 ,所 以 工 =min(X,…,X,) 接 近 

0 且 包 含 了 0 较 多 的 信息 .显然 , 当 0 大 

1 
时 ,了 倾 问 于 大 . 故 万 0 的 一 个 直观 上 合 

理 的 检验 是 : 当 了 委 C 时 接受 万, ,不 然 

就 否定 妃 0. 为 要 根据 水 平 w 决定 C ,要 国 
算出 工 的 分 布 .这 可 按 第 二 章 第 22 题 

解决 ,但 下 述 观察 简化 了 问题 : 令 X = Xi -67=1,…,7. 则 易 见 
Xi 有 指数 密度 e“ 当 (z>0.z 委 0 时 为 0). 从 此 出 发 用 第 二 章 22 

题 , 另 得 六 =min(X1,…,X2) 的 密度 函数 为 we- 闫 ( 当 过 >0.z 委 

0 时 为 0). 由 于 了 =T +6, 得 出 工 的 密度 函数 g(z,9) 为 

Me-ztz-b) ， 并 字 隐 
,日 ) 三 Stz 9) 0， < 坪 6 

因此 上 述 检 验 的 功效 函数 为 
OO 

8(0) = Po(T > C) = | me dz 一 errtmax(c 9) 0) 
max(c ,9) 

此 为 2 的 增 函 数 (何故 ?) 故 为 使 6800) 委 vc 当 9 委 6, 只 须 使 8(00) 

= w. 这 定 出 C=b+mlog( 二 | 
9. 从 直观 上 易 理 解 应 取 接 受 域 为 X>C,C 为 整数 . 因为 放 
愈 小 ,为 出 现 ~ 次 事件 A 所 需 的 总 试验 次 数 就 倾向 于 大 ,上 述 检 
验 的 功效 函数 为 

p(p) = ( ja 了 
需要 证 明 它 是 户 的 非 降 函数 . 这 用 概率 方法 证 最 容易 . 如 第 二 章 
习题 /2 的 做 法 ,设想 一 个 试验 有 三 个 互 斥 的 结果 Ai,A，,A;， 
其 概率 分 别 为 pif,zaz- pi 和 1- 加. 此 处 0 雪 放 < 记 去 1 令 A= 
4 +A42, 其 概率 思 .以 Xi 记 到 事件 Ai 出 现 > 次 时 的 试验 总 次 
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数 ,以 X;, 记 到 事件 4 出 现 > 次 时 的 试验 总 次 数 , 则 8(zpi) = 

P(XI-r 委 C),8( 加 )=POX -rr 委 C). 由 于 总 有 XI 之 X2， 如 
II-r<CICHX2 -rr 委 CI 因而 BC) 委 8(22). 这 证 明了 BR( 妃 ) 
的 非 降 性 . 故 为 使 8B(D) 委 vc 当 2 委 po, 只 须 找 C ,使 

C 一 1 
BCjpo) 二 2， ju -ao = 0 

&=0 

若 不 存在 这 样 的 整数 C , 则 找 C ,使 
< /rr + 一 1 
> jmsa -ao <a。 
开 =0 六 

ct /17 十 太一 1 
< | 所 G 

=0 7 

把 上 式 左 右 两 边 分 别 记 为 A ,B. 则 准确 达到 水 平 ” 的 随机 化 检验 
为 : 若 X 委 C ,和 否定 五 0; 若 X2C+2, 接 受 五 0. 若 X=C+l, 则 以 

概率 
R 一 | 

( jaa -po 广 

大 

(人 

| 气 
十 

必 

ja 一 z0) | 

接受 万 0. 
10. 在 得 到 观察 值 X 时 ,在 所 述 先 验 分 布 之 下 , 户 有 后 验 密 

度 

T 疡 ( 思 |X)= 657rTTTTTDZ(1 一 访 入 

要 计算 积分 rd 一 力 )*dp《6Cr+1,X+1), 看 是 否 超过 172， 

此 积分 称 为 “不 完全 8 积分 ”, 有 表 可 查 . 

11. 因为 样本 (Xi，……,X,) 的 密度 函数 为 

FUXT XiO)= 0 7 当 max( XXX) = 了 去 9 
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= 0, 其 他 情况 

故 得 在 所 述 先 验 分 布 之 下 , (Xi ，… X, ) 的 边缘 密度 函数 为 

r  。。。 _ 工 一 刀 __ -(2a-l) 一 (2 一 1) PCOXXD) = 了 | 0"dg= DaIT aoc-D] 

( 当 0 委 T 委 < .其 他 处 为 0). 由 此 得 9 的 后 验 密度 为 

AhCO XI X，) 

四 Co -1)09-2ATr2U ar，T 及 0 二 na 

0 ,其 他 处 

  

然后 计算 
00 

| Ce1Xd0 

上 60ocD)JMT-ocD -aocD,90 > 了 

0 ， 0 云 工 
视 其 值 是 否 大 于 17 2 而 决定 是 否 接受 互 0. 

12. 按 甲 的 做 法 ,否定 域 为 X 委 C,X 为 第 9 次 出 现 A 时 ,AA 
出 现 的 次 数 , 其 功效 图 数 

pp) = P(X 坟 C) = 当 
素 一 但 

为 六 的 非 降 函数 (第 9 题 ). 为 定 C ,应 使 

| (二 -872) = 0.05 

当 C=2 时 上 式 为 0.033,C=3 时 为 0.073. 故 如 严格 要 求 水 平 为 
5% , 则 按 第 9 题 , 当 C=3( 即 甲 的 试验 结果 ) 时 ,应 以 概率 (0.05 - 
0.033)/(0.073 -0.033) =0.425 否定 妃 0. 所 以 , 按 甲 的 结果 ,是 
和 否 接受 五 , 还 不 一 定 . 

按 乙 的 做 法 ,否定 域 为 Y> C,yY 为 第 3 次 元 出 现时 ,A 出 
现 的 次 数 . 其 功效 函数 为 

p(p) = P(Y>C)=1- 人 (人 “ja 3 

此 为 户 的 非 降 函 数 (何故 ?) ,为 定 C ,应 使 

  

ja- 4 
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1 - 这 人 (全 =- 6B(172) = 0.05 

当 C=8 时 ,此 式 之 值 为 0.0327. 因 此 ,否定 域 1Y>Cf 中 的 C 值 
不 能 大 于 8. 所 以 ,凡是 大 于 8 的 了 值 ,都 要 否定 扎 0. 现 乙 的 试验 

结果 为 =9, 故 五 o 必 被 否定 . 

本 例 有 趣 之 处 在 于 :表面 上 甲 、. 乙 二 人 试验 结果 完全 一 样 ,都 

是 在 12 次 试验 中 ,A 出 现 9 次 ,4A 出 现 3 次 .但 由 于 出 发 点 不 同 

而 导致 模型 有 所 不 同 ,影响 了 检验 结果 .也 有 人 把 这 类 例子 看 成 是 

现行 统计 方法 的 缺陷 的 证 明 ,因为 他 们 认为 :同样 的 数据 应 导致 同 
样 的 结果 . 

13. 当 mn,z2 充分 大 时 有 (X - mp)/V DT) 一 
N(0,1D),(Y- zapa)/V 元 态 01= 访 ) 一 N(0,1). 故 近似 地 有 

XLa1 一 NCppi(L- 力 )Aa)， 

YA7zaz2> 一 Nb ,po(1 一 力 。 ) ]115 ) ， 

因而 近似 地 也 有 

Z“ 王 XAi 一 YY]m 一 NICD 一 j 07) 

其 中 玉 =z( 人 1- pi)Mai+z(1- 思 )A[ 如 她 已 知 , 则 检验 

四 一 思 =0 相 当 于 检验 正 态 变量 2Z 之 均值 为 0, 其 否定 域 应 取 为 

1Z|1>cxsp 现 co 未 知 , 可 以 用 

计 = 及 (1 -及 )[al+ 坟 (1- 玉 )]s 

去 估计 之 ,六 ;= Xml , 方 ) = Yvza2 .最 后 得 出 Bo:pi = pp 的 大 样 

本 检验 的 否定 域 为 

[|X/aa- Y/a|> wa[(CXAnD)(L- X]zi) 

+(Y/z2a)(1- Y]a)]1I2 

14.(a) 先 设 =7 ,7 为 自然 数 .这 时 X 一 P(z) 可 表 为 各 二 
XI 十 XXX 独立 且 各 服从 波 哇 松 分 布 P(1). 因 X 
的 方差 为 1, 按 中 心 极 限定 理 有 (XI+…+X, -7)M-N(CO,T) 

即 (X 一 2 ) MA->N(O,1)， 当 ， 不 为 自然 数 时 , 设 2<X<y7 +L. 
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则 按 上 面 的 表达 式 , 有 Xi+…+XXXI+…+X1 有 

Xi++TX -1 X-A XIT 人 十 XrL 一 2 
之 天- 到 《4) 

VA 人 从 
  

但 
Xi 二 … 二 Xi 一 2 一 |] 1 XI 十 十 入 一 3 | 

V - 忆 本 
因为 已 证 (XI + …+X, -7)MNa 一 NO1) ,又 vvAA->1, 而 

1MA->0, 知 (XiI+…+X-2-1)NMA 一 NO,1). 同 理 证 明 

(XI+…+X-2)NMANO,1). 由 此 及 (4) 式 , 即 证 明了 

(X-A)NMA 一 N(0,1) 当 1) 一 >co.(b) 和 否定 域 可 取 为 1X -oj AAAao0 
全 27， 

16. 记 题 中 之 公共 比值 为 0, 则 易 见 

P(X=i)=0Orl1+0+6+ 的 ),1=1,2,3,4 

于 是 得 似 然 函 数 
， 

L(O) = TIEP(X = 门 ] 二 = gr2mt3n(1+O+02+0) 
i= 1 

由 此 得 到 决定 9 值 的 方程 d(logL(6))vd0o=0, 即 

(+22+37)M -mL+209+3b)《ML+9+6+60) =0 
饥 乘 6(1+0+6+63), 得 到 6 的 一 个 3 次 方程 , 它 有 公式 求解 . 

如 有 多 于 一 个 实 根 ,还 须 逐 一 代入 革 (9) 中 ,看 哪 一 个 达到 最 大 ， 

这 一 个 就 取 为 6 的 估计 值 ” . 因 只 有 一 个 参数 6, 自由 度 应 为 4- 1 
一 上 一 2. 

17. 按 指数 分 布 , 落 人 区 间 无 内 的 概率 为 
1 

思 (A) = | U Me dz =earDe 人 -ee) 1 

Pei(CA) = edz = e 各 
Ra 

暂 记 0=e 2” ,得 到 似 然 函数 
&+1 

L(6) = ][ 记 (AD)] 辣 = (1- 97 ma 
一 1 
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使 L(9) 达 到 最 大 的 0 为 

0 = (7 十 2723 十 … 十 At) 二 222 十 … 十 开 7 十 Re 1 ) 

相应 地 得 出 的 估计 

1 = arllog(1Z0) 

拟 合 优 庆 统 计量 的 自由 度 为 人 R+1) 一 1-1=A 一 1 

19. 1 只 需 注意 和 的 表达 式 (3.2) 中 , 当 原 假设 成 立时 ,有 

2 一 下 (2, 力 ;). 故 五 (zz 一 态 就 是 二 项 分 布 人 (7 , 力 )) 的 方差 , 即 

?zz;(] 一 力 ). 故 

天 (2 ) = 二 EC -- 刀 六 At = 二 1 一 户 :)A]7z 轧 

-0 人 = 

2” 要 算 Var(Z) , 须 计 算 天 (2). 这 涉及 到 以 下 两 种 类 型 的 

量 的 计算 :已 (zpl 一 与 六, 下 (ap 一 2 六 (ap 一 2) 前 者 较 易 , 它 

归结 到 瓦 ( 友 ) 的 计算 ,X 一 B(O2b). 这 可 以 利用 

ELXCX-1)…(CX-i+l)Maa -1 (az+l) 和 = 起 而 
得 到 (第 四 章 习 题 9) ,第 二 种 类 型 的 量 归 结 为 形 如 

ELXICXI 一 1)X2CX2 -1)],ELXICXI -1)X2?|]， 

开 (XIX2) ,天 (X1) 

等 的 计算 ,其 中 (Xi,X，,X3) 服 从 多 项 式 分 布 MUzai pi, pa ,jp3) 

(第 二 章 例 2.2) ,这 可 以 仿照 第 二 章 例 4.1 那 种 方式 去 处 理 , 例 如 

、 > ! 
E[XI(XI- 1D)X2(X2 -1)] = 之， FTC 说 一 思 )1 

。 2 (21 一 1)22(z2> 四 1)p1p2z(1 一 六 1 一 力 ? )2 

， | 表示 求 和 范围 为 :zz 为 非 负 整数 ,ii +: 扫 宛 .上 式 可 写 为 

( 记 2z=D-25=2 一 2) 7 一 11) -2)(2 -3)x 

4 1 4 
之 il 一 4 一 1 一 元 TT20221 廊 一 放 >) 四 

”396 ， 

 



  

jb53, > 表示 求 和 范围 为 :, 六 为 非 负 整数 ,+ i< 福 和 一 4. 上 

式 中 之 和 为 二. 故 得 

E[XI(CXI -TDXCX -1)]=2(2-1)(a 一 2)(2 一 3) 记 1 访 5 

其 他 量 类 似 计算 ,最 后 经 过 整理 得 到 2Z 的 方差 (在 原 假 设 成 立 下 ) 

表达 式 为 

Var(Z) =2(R -1) 一 (R2+2& 一 2 十 pm 

其 极限 ( 当 ?2 一 co) 为 2(& 一 1), 即 X2 1 的 方差. 

20 . 方法 与 附录 A 中 讲 的 完全 一 样 , 考 奈 二 取 定 记 > 加 0, 考 

虑 简单 假设 检验 问题 : 

io: = zoiR:b = bi 

证 明 :(2.38) 式 定义 的 检验 p 是 此 问题 的 一 臻 最 优 检验 .证 明 这 

一 点 的 方法 , 按 附 录 4 ,只 是 归结 为 验证 :对 否定 域 中 的 任 一 点 到 

和 接受 域 中 的 任 一 点 !, 必 有 

jaG 一 力 )” _ La 一 万 1D 

0 ju 一 万 9) L jw 一 o) 一 

然后 注意 到 检验 y 与 加 无 关 , 且 p 作为 加 魏 加 o 的 检验 也 有 水 平 
a 冯 可 .: 

    

第 六 章 

1. 记 S” 一 >，(X 一 X),Si 一 > (Xi X ) 六 
i=1 三 ] 

2 (了 el(X 一 又 ) 

= Sai -2Sial + ai -22Y7ao + >》 Y; 
z=1] 

= (Sal -SUVS) +m(ao 一 交 ) 
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十 > Y3 一 2Y2 一 SiS- 
i=1 

由 此 立即 看 出 此 平方 和 之 最 小 值 在 wu= 立 = 8 和 al= Si/S2= 

处 达到 , 且 最 小 值 为 

> 1- > 了 一 2Y2 -SI/S- 

- (YY - 丈 )- S?7S: 
1 

一 2 -YY)2 -PS， 

即 (2.23) 式 ,这 个 证 明 不 仅 简 单 , 还 有 一 个 好 处 , 即 它 确 实 肯定 了 

达到 最 小 值 .用 偏 导数 方法 ,理论 上 还 有 一 个 验证 方程 组 (2.10)， 

(2.11) 的 解 确实 是 最 小 值 点 的 问题 . 

2.(a) 利 用 8 ,8 的 无 偏 性 ,因为 

0=Y-=p+pO-X)+e-(8+pCOX 一 克 )) 

二 (6 - Po) +(〈Bi - 8D(CX: -XXX)+ei 

且 忆 (ecj)=0, 即 得 开 (8)=0. 

(b) 这 是 因为 ,在 (2.10) 式 中 把 co,ai 分 别 换 成 其 解 8 ,8 ， 
得 到 6 +…+6=0,01+…+G, 之 间 既 然 有 这 样 一 个 函数 关系 ， 

它 不 可 能 是 相互 独立 的 . 

(c) 在 证 明 (2.21) 式 的 过 程 中 已 得 出 

0; 一 ei 一 z 一 三 211ei7S? (三 = 和 一 Xe = >yei]m) 
j=1 

又 由 (a) 有 已 (8 )=0(E(8)=0 也 直接 由 上 式 得 出 ) , 故 

Var(0i) = 下 (03) = 已 (e 一 2) 二 23S-34E(>)oe ) 
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-20S2E( ceo)- 22S- (> Eee ) (2) 

注意 到 下 (ei- e PE 2 2 ) 一 2F(e 5 )=a2+a2]z 一 

252[1 aa =(1 -lyo2 以 及 

寻 . 玫 放 

E( >726 一 王 好 一 73S ,EL 二 1.02， 

了 一 了 二 

BE(Y5 ze ) = > oo =0 

代入 (2) 趟 即 得 所 要 证 的 结果 ， 
注 : 由 这 个 结果 ,得 

E(> 5)= >)E()= > [1- 工 -(X -又 )P7]S2]a 
= 1 | 1=1 

一 (7 一 2)c5 

因而 得 到 > 63/(m - 2) 为 o2 的 无 仿 估 计 的 另 一 证 明 . 
(d) 与 (1) 式 类 似 写 出 8 的 表达 式 ,注意 Cov(8 ,8 ) = 下 

《6.0) ,把 两 式 相 乘 逐 项 求 均值 ,与 (c) 完 全 类 似 地 得 到 所 要 的 结 

果 . 

3. 考虑 线性 回归 模型 

立 三 ao+az+erao 三 aal= 王 间 一 4 (3) 

其 中 e 一 N0,o). 在 X=0 点 重复 观察 2 次 ,其 Y 值 记 为 Xi， 

…,Xn; 在 X= 工 点 重复 观察 关 次 ,其 Y 值 记 为 Yi,…，Y。 .这样 

按 模型 (3) ,Xi 一 Nao) YYyn 一 Nb,c) ,如题 
中 所 设 者 . 然 自 模型 (3) 观 之 ,估计 避 - a 相当 于 估计 回 妇 系数 ai ， 

检验 亦 然 . 而 此 处 的 平方 和 (2.9) 为 >) (X - ao)2+ > (号 -an 
一 QT1D)， 直接 得 出 C0: 041 的 最 小 二 乘 估计 为 和 和 Y 一 X. 后 者 如 

4 - “的 估计 . 残 大 平方 和 为 > (Xi 豆 )+ > (Y - 灾 ) -自由 
度 闷 +7-2. 又 此 处 之 S2(S: 即 (2。 16) 式 中 的 S: ) 为 (注意 自 变 
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量 值 中 ” 个 0 和 兽 个 1 其 平均 为 站 人 (十 7 

S2 一 10 一 72AL(7 十 xj)) 二 72 一 7 AN 十 7)) 

= 72L(7 十 了 7) 

由 此 , 按 (2.26) 式 求 ci=p 一 aa 的 区 间 估 计 , 所 得 结果 与 两 样本 : 

区 间 估 计 一 致 

4 将 平方 和 (Y - 0X) 按 第 1 题 的 方式 处 理 : > (Y; - 
if 二 1 

1 一 1 

5X)2 = Si -2Sonb+ >) 到 =(So8 一 So[So) 二 >，Y2 - 
i=1 i = 1 

Sa/S? ,此 处 Si = > X2 ,So = > XiYi .由 此 式 立 即 得 出 0 的 最 
i=1 fi 一 1 

小 二 乘 估计 为 

= SoyvSi = XU/X 

而 残 差 平 方 和 为 > Y? - Si/Si, 暂 记 为 尽 . 由 于 

Eva LEYD +WVar(Y) = 02X3 + 

玉 (Sfh) = (ESo) + Var(Sol) 

- (> 6x372+ 六 >x 和 = 62S6+o2Si 
二 1 盖 

得 到 

E(R)= > (02X2 +o2) - (02Si+oSi)7Si 
i=1 

= za2+pb2S1--pb2S8--o 扩 = (2 一 1)c* 

因而 证 明了 RL2z -1T) 是 c- 的 无 偏 估计 . 

(c) 只 须 作 一 个 正 交 变换 

21 Y1 
: | 一 4A|: 

        

Z YY 

其 中 A 为 正 交 方 阵 , 第 一 行 是 (Xi/So,……,X/So). 则 尺 =23+ 

400 四



…+2Z2 ,其 中 DZ ,QZ 独立 同 分 布 且 有 公共 分 布 N(0,c-)， 

$. 若 clj=0, 则 因 &4 的 区 间 估 计 问 题 已 解决 了 ,c?2 当然 直接 
由 之 得 出 . 若 ci 夫 0, 把 cla +cz 表 为 cl(a+zo)(z=cavci), 即 
cl72(z). 因 2(z) 的 区 间 估 计 已 在 (2.27) 式 的 基础 上 求 得 , 故 问 

题 得 到 解决 . 

6.(a) 取 ;=1 来 讨论 , 因为 把 Xi,…，,X, 作 线性 变换 X?; = 

aX; + 5(a 尖 0) 不 影响 (Xi 一 ZX - X)? 之 值 , 不 妨 设 

X =0,XI=1. 这 时 ， 为 使 上 述 比值 最 天， 应 在 X2+…+X,= 一 1 

的 约束 下 , 使 X3 + 二 X2 达到 最 小 .但 易 知 后 者 的 最 小 值 在 

X= = 人 故 所 述 比值 不 能 

大 于 1 人 (1+ 了 )= 1 二, 等 号 当 且 仅 当 对 某 个 ,有 XI = …= 
Xi 1 一 Xi = 一 X 天 Xi. 

(b) 分 两 种 情况 : 若 又, 保持 有 界 , 则 因 S2 -> co ,就 有 (a - 
X)《LSi 一 0. 若 | X,|->oco , 则 注意 到 

(a-X,)2《S2 二 (a 一 X,)2/ > (X -XXX)72 < 坪 7 
i=1 

固定 7 , 令 2 一 co .因为 | X |- 一 co, 上 式 右 端 有 极限 1/wz . 因 六 

可 取得 任意 大 , 知 (a - X,)]LS2 的 极限 可 任意 小 , 故 只 能 为 0( 若 

1X | 既 不 有 界 也 不 随 xz~>oco 而 趋 于 无 穷 , 则 通过 抽取 子 序列 的 方 

法 去 讨论 ). 

(c) 先 给 出 一 个 预备 事实 :在 [0,1] 上 给 出 三 个 数 Z,cC 一 xz(0 

委 c 往 1) 及 ac, 记 IT=(z 一 a)+(c 一 工 一 a), 则 总 可 以 改变 z 之 

值 以 增 大 了, 使 xc- 都 仍 在 [0,1] 上 , 且 工 及 c- xz 中 至 少 有 一 
个 为 0 或 1. 如 z 和 c- 工 分 处 a 的 两 边 ,这 一 点 很 清楚 . 若 同 在 一 
边 ,例如 0<z 委 c- 2z 委 a, 则 didz=4z-2c 生 0( 因 二 和 妥 c - 工 ， 
2z<c). 故 让 二 下 降 能 增 大 蕊 让 二 降 为 0( 这 时 c< -> 升 为 c, 们 
在 [0,1] 上 ) 芭 可 . 
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现 证 明 本 题 , 不 失 普遍 性 可 设 区 间 [A ,B] 为 [0,1]. 证 明 分 三 

眉 :1 为 使 S3= > (Xi - 到 ) 最 大 , 诸 X; 中 至 多 只 能 有 一 个 非 
0 非 1. ,因为 , 基 有 两 个 ,例如 Xi,X;, 非 0 非 1 则 据 上 述 预 备 知 

识 , 可 以 在 不 改变 X3,…,X, 和 X 的 条 件 下 ,使 Xi,X2 中 至 少 有 

一 个 为 0 或 1, 而 (Xi 一 束 ) +(X; -六 ) 增 大 , 即 S: 增 大 .2" 现 

设 Xi X 中 ,有 70 个 为 0,ni 个 为 还 有 一 个 为 a,0 委 ca 委 

1. 证 明 : 总 可 以 把 a 改 为 0 或 1 以 增 大 S .此 时 

S"” 一 ao(o- ma rmill - 二 2 (< 
了 ， 谋 7 

注意 到 zo+ 21= 了 一 1, 易 算出 

d(S*)《Mda = 2(m -1)7rla + 口 

万 与 a 无 关 , 若 上 式 大 于 0, 则 把 a 增 至 1 可 增 大 S:; 若 上 式 不 大 

于 0, 则 把 a 减 至 0 可 以 增 大 S .总 之 ,a 可 改 为 0 或 1 以 增 大 
S .3" 以 上 两 步 证 明了 :为 使 S 最 大 ,全 部 X 必须 只 取 0,1 这 两 
个 值 , 设 有 xz0 个 0,z1 个 1. 则 

2 
S” = no(0- 世 】 十 nil1 一 瑟 = 7207217/72 

在 ?720 十 ?1 一 姑 的 约束 下 ,要 使 S- 最 大 ， 到 (0 和 ?1 之 差距 应 尽量 

小 ,如 2=27 ,应 取 20=72i= 三 : 苦 交 =27 廿 T, 则 ?0;71 中 应 有 

7.(a) 由 Bo= Y 易 得 出 已 (860)= 启 ,为 证 E(8)=p8, 暂 把 也 
行 地 列 方 阵 荆 -1LX 记 为 

      

Ca LpD | 
了 LIX 一 。。 ,。  ，。，  。.. 

    

Lp1 /22 机 Lo 

从 X 的 每 行 元 素 之 和 为 0, 可 推出 此 矩阵 每 行 元 素 之 和 为 0:2 + 

+ 四 =0=1,…，, 力 . 现 有 
_ 力 加 厂 

开 〈《Bi) = Er7)= > ,1200 十 人 1B > 712X 
1 i=1 1 
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据 上 述 ,8 之 系数 为 0, 而 序 之 系数 , 正 是 两 矩阵 上 人” X 和 X 之 

积 的 (1 ,) 元 , 因 革 -1XX = 雹 = 单位 阵 了 , 知 只 有 当 &=7 时 

此 系数 为 1,& 为 其 他 值 时 为 0. 故 证 明了 E(B ) = ,=1， 六. 

(b) 因 为 各 = 二 (人 遍 =Y 二 信和 罗 :由 
(Yi  ) 独 立 上 且 由 等 方差 , 易 知 

Cov(Bo,D) 一 2( 人 十 十 [7 一 0,y7 一 上 …… , 力 . 

(c) 与 (b) 相 似 ， 由 有 一 1 YY 十 *… 十 ZL 及 p， 一 有 Y 十 。。 十 

lz. 得 知 

Cov(B,B) 一 02(O0 十 “… 十 Lan 

右边 括号 内 之 量 是 矩阵 了 -1X 及 其 转 置 之 积 的 (z ,7 让 元 . 因 工 为 
对 称 方 阵 , 故 二 一 也 是 对 称 方 阵 , 即 (二 1) = 大 1. 故 ( 世 -1X)， 

(L X) =LTIXXZLI=LTILL II=L 1 因此 ,Cov( 启 , 房 )= 
co 人 LI 的 (i 放 元 , 当 ;i=7 时 ,得 到 B 的 方差 . 

8. 有 关 的 理论 考虑 在 题 中 已 说 了 . 现在 只 须 计 算 一 下 

rrvV7-2AM1-: 证 S2” = y(X 一 六 ) 并 注意 >, (X -XI) 
;=1 i=1 

(YY -77)=-》(X_- 部) ,有 
z=1 

厂 - COX- X)7/| /> Cr - 殊 )2 

V1-m (1- > (xc - 双 )YD/(S OP -2 

vv 2 (X - 斑 )Y7]S， 
| 

(2 (了 -2( 阅 OCX)Y)27/S2)12 . 
z 1 
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至 _ 3 7 172 

因为 5= { 袜 (YYP-( 六 CA- 台 )Y) 县 ) /7 2, 而 

了- 和 (X - 琉 )Y7S2 ,又 记 = 0. 故 即 有 

二 = (人 -8D/(5S 避 ) 
VT- 关 

再 用 (2.26), 即 证 得 所 要 的 结果 . 

9.(a) 令 QZ=Y -Xi=1 2，DZ1 2 独立 同 分 布 , 公 

共 分 布 为 N(8--a,2c). 而 五 0:0=a 成 为 一 个 检验 正 态 分 布 

N(g,oi)(ci=2c2,0=0-a) 中 均值 0=0 的 问题 ,可 用 一 样本 : 

/| 丈 1/ 让 并- 2 > me/ (9 
时 否定 五 0. 

注 : 这 个 模型 叫做 “成 对 比较 模型 ”, 意 即 Xi , Y; 这 一 对 可 以 

比较 ,但 当天) 时 ,Xi Y 无 法 比较 ,因为 轨 一 Xi 一 NGC 一 4+ 

中 -一心 ,2o) ,不 只 与 5- 4& 有 关 而 必 一 民 又 不 知道 .这 与 所 谓 - 成 

组 比较 ”不同 :在 成 组 比较 模型 中 是 di =…= 心 =0. 这 时 任意 的 

Xi ,Yi 都 可 比较 ,而 我 们 可 使 用 两 样本 上 检验 去 检验 厂 o, 它 有 

272 一 2 个 自由 度 . 而 检验 (4) 只 有 ?一 1 个 自由 度 , 所 损失 的 自由 

度 ,就 是 因为 有 了 赣 余 参数 di ，… ,qd，. 

(b) 可 以 把 Xi ，,X。 和 了 Yi，…，,Y， 分 别 视 为 一 个 两 水 平 因 

素 在 其 水 平 工 的 2 个 观察 值 和 水 平 2 的 ?2 个 观察 值 . di 为 区 组 效 

应 ,j=1,…，,2 ,而 a,b 则 分 别 是 这 两 个 水 平 的 效应 . 为 把 模型 写 

成 (5.13) 的 形式 ,可 令 Yi=X ,Yi= 切 汪 1723 而 

pp=cd+(e+p)Z2 (& = (di + cy)77z) 

al=a 一 (aea+p)2,a = 一 (a+p)A2 

六 = 过 1 

则 有 - 
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YY 三 太 十 G 十 太 二 er 二 1)257 三 工 :7 (S ) 

这 里 ey 三 1)237 二 工 7 全 体 独 立 同 分 布 并 有 公共 分 布 N(0， 

c“) .模型 (5) 符 合 所 要 求 的 约束 条 件 : 

ai+a=a 一 (a+p)2+p-(a+p)/2=0 

25 = >0 -7 ) = 0 

原 假设 :Ho:a=6 相应 于 检验 (5) 中 的 因子 效应 为 0, 即 al= ai2== 
0. 

《c) 就 模型 (5) 按 (5.23) 的 分 解 式 来 计算 SSa 和 SS,: 

SS9。 = 22 - 了 一 Yi 十 区) 

= 袜 ( 一 区 一 (和 二 了 )X2+( 训 十 立 )]272 

+ 六- 闻 - (+)]21 (总 十 问 )]2)2 

= [C6- 250)[2-(C- 芯 )/2]: 

+ (和 一天 )/2-(- 台 )72 

= 二 六 (六 (= 
自由 度 为 (2-1)(2 -1)=7 -1. 而 

SS, = 2 ( 玉 一 和 7)= 2[( 广 一 (总 + 到)]2)2 

自由 度 为 2~1=1. 故 Ho:aj=az=0, 即 = 的 严 检 验 为 ; 当 
和 有 [人 仁 写 (2 -An D]> 书 ia 

” 4035



  

时 否定 瑞 o, 即 当 
| 

Vi 人 >VRTTC) 
时 和 否定 司 . 由 于 已 -ay/2)= 忆 (ac)( 这 是 因为 , 按 定 义 , 若 

X 一 上 由 则 X 一 天，1), 这 个 检验 与 (a) 中 得 到 的 一 致 

10. 这 张 正 交 表 叫 Ls(2) 正 交 表 . 它 只 能 排 2 水 平 因 子 , 至 多 

7 个 ,试验 一 定做 8 次 ,不 能 多 也 不 能 少 . 

把 因子 4,B,C 分 别 排 在 第 1,2,4 列 头 上 ,区 组 也 视 为 一 个 

因子 D , 排 在 第 S 列 头 上 , 则 得 到 如 下 的 设计 : 

区 组 1:4AiBICi,A1B2Ci,A;BIC， ,ABC，， 

区 组 2:4A1B1iC, ,ABC ,ABC ,ABCI， 

其 中 例如 ,AB2C; 表示 因子 A 取水 平 1,B8 取水 平 2,C 取 

水 平 1, 余 类 推 . 

其 所 以 舍 掉 第 3 列 不 用 ,是 为 了 避免 某 些 组 合 做 两 次 (如 

AiBiCi1 等 ) ,而 某 些 组 全 (ABC 等 ) 则 不 出 现 , 按 上 述 设计 , 则 

8 种 可 能 的 组 合 各 出 现 了 一 次 . 

此 设计 4,B,C 及 区 组 各 占 一 自由 度 , 共 4 个 自由 度 .全 部 自 
由 度 为 8-1=7, 故 误差 平方 和 SS. 尚 有 三 个 自由 度 . 
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附 表 

1. 标准 正 态 分 布 表 

本 表 列 出 了 标准 正 态 分 布 函数 四 (zx) = (V 玩 ) | _er72dt 
当 0 过 过 受 2.98 之 值 .此 范围 内 不 能 直接 查 出 之 值 ,可 用 线性 插值 

法 .对 过 < 0 可 用 G@G(z)=1-5G6(-z) 化 为 zx >0 的 情况 . 

  

  

并 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 

0.0 0.3000 0.3030 0.3160 0.3239 0.5319 

0.1 0.3398 0.3478 0.3537 0.3636 0.3714 

0.2 0.3793 0.3871 0.3948 0.6026 0.0103 

0.3 0.6179 0.62535 0.6331 0.6406 0.0480 

0 .4 0.6354 0.0628 0.6700 0.6772 0.60844 

0.3 0.69135 0.6985 0.7034 0.7123 0.7190 

0.6 0.7237 0.7324 0.7389 0.7434 0.75S17 

0.7 0.7380 0.7642 0.7703 0.7764 0.7823 

0.8 0.7881 0.7939 0.7995 0.8031 0.8106 

0.9 0.8139 0.8212 0.8264 0.8315 0.8365 

1.0 0.8413 0.8461 0.8308 0.8534 0.8599 

1 .1 0.8643 0.8686 0.8729 0.8770 0.8810 

1.2 0.8849 0.8888 0.892S 0.8962 0.8997 

1 .3 8.90320 0.90658 0.90988 0.91809 0.91621 

王 . 4 0.91924 0.92220 0.92307 0.927853 0.93056 

1 .5 0.93319 0.93574 0.93822 0.94062 0.94295 

.6 0.943270 0.94738 0.94950 0.95134 0.95352 

1.7 0.9S343 0.93728 0.95907 0.96080 0.96246 

1.8 0.96407 0.96362 0.96712 0.9685S6 0 .96995             
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工 0.00 0.02 0.04 0.006 0.08 

1.9 0.97128 0.972357 0.97381 0.97300 0.97613 

2.0 0.977235 0.97831 0.97932 0.98030 0.98124 

2.] 0.9821: 0.98300 0.98382 0.98461 0.98337 

2.2 0.98610 0.98679 0.987343 .0.98809 0.98870 

2.3 0.98928 0.98988 0.99036 0.99086 0.99134 

2.4 0.99180 0.99224 0.99266 0.99305 0.99343 

2.3 0.99379 0.99413 0.99446 0.99477 0.99306 

2.0 0.99534 0.99360 0.99586 0.99609 0.99632 

2.7 0.99653 0.99674 0.99093 0.99711 0.99728 

2.8 0.99745 0.99760 0.99774 0.99788 0.99801 

2.9 0.99813 0.99825 0.99836 0.96846 0.99856 
  

2. 标准 正 态 分 布 双 侧 上 分 位 点 ，“ 表 

本 表 列 出 满足 条 件 PC(|1XIz =a 的 岂 D, 其 中 X 服从 

  

  

  

标准 正 态 分 布 . 

公 0.0 0.1 0.2 0.3 0.+ 

0.00 一 1.6449 1.2816 1.0304 0.8416 

0.01 2.37358 1.5982 1.23536 1.0132 0.8239 

0.02 2.3268 1 .3548 1.2203 0.99454 0.8064 

0.03 2.1701 1.3141 1.2004 0.9741 0.7892 

0.04 2.0337 1 .4738 1.1730 0.9342 0.7722 

0.053 1.9600 1 .4395 1.1303 0.9346 0.7353: 

0.06 1.8808 1.4051 1 .1264 0.9134 0.7388 

0.07 1.8119 1 .3722 1.1031] 0.8965 0.72253 

0.08 1.7307 1.3408 1.0808 0.8779 0.7063 

0.09 1.6934 1 .3106 1.0581 0.8596 0.6903             
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3. 分 布 上 侧 分 位 点 妃 (x) 表 

设 随 机 变量 X 服从 自由 度 为 2 的 上 分 布 ,本 表 列 出 满足 条 件 

P(X>z(a))=e 的 值 刀 (ay) 

  

Na 作 

0.03 | 0.023 | 0.01 0.003 0.053 | 0.023 | 0.01 0.005 
理 天 

  

1 | 6.314 | 12.706 | 31.821 | 63.657‖ 16 1 1.746 | 2.120 | 2.583 | 2.921 

2 | 2.970 | 4.303 | 6.965 | 9.925 117 1 1.740 | 2.110 | 2.$67 | 2.898 

3 | 2.353 | 3.182 | 4.541 | 5.841 | 18 | 1.734 | 2.101 | 2.S52 | 2.878 

4 | 2.132 | 2.776 | 3.747 | 4.604 | 19 1 1.729 | 2.093 | 2.539 | 2.861 

7 | 2.015 | 2.571 | 3.365 | 4.032 201 1.725 | 2.086 | 2.528 | 2.845 

6 | 1.943 | 2.447 | 3.143 | 3.701 1 211 1.721 | 2.080 | 2.$18 | 2.831 

7 | 1.895 | 2.365 | 2.998 | 3.4959 |22 1 1.717 | 2.074 | 2.508 | 2.819 

8 | 1.860 | 2.306 | 2.896 | 3.355 | 23 | 1.714 | 2.069 2.300 | 2.807 

9 | 1.833 | 2.262 | 2.821 | 3.250 | 24| 1.711 | 2.064 | 2.492 | 2.797 

10 | 1.812 | 2.208 | 2.764 | 3.169 |25 | 1.708 | 2.060 | 2.485 | 2.787 

Il1 | 1.796 | 2.201 | 2.718 | 3.106 26| 1.706 | 2.056 | 2.479 | 2.779   12 | 1.782 | 2.179 | 2.861 | 3.055 | 27 1.703 | 2.0$2 | 2.473 | 2.771 

13 | 1.771 | 2.160 ，2.650 | 3.012 | 28 | 1.701 | 2.048 | 2.467 | 2.763 

14| 1.761 | 2.145 | 2.624 | 2.977 |‖ 29 | 1.699 | 2.045 | 2.462 | 2.756                   15 | 1.753 | 2.131 | 2.602 | 2.947 | 30| 1.697 | 2.042 | 2.457 | 2.750     
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4. 普 阿 松 分 布 表 P(X = r) = 和 e 

  

  

  

  
    

  

  

  

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 

0 .90483 | .81873 | .74081 | .67032 | .60653 | .S4881 | .49658 | .44932 

1 .09048 | .16374 | .22224 | .26812 | .30326 | .32928 | .34761 | .35946 

2 .00452 | .01637 | .03333 | .0S362 | .07S81 .09878 | .12166 | .14378 

3 -00015 | .00109 | .00333 | .00715 | .01263 | .01975 ，.02838 | .03834 
4 .00000 | .00005 | .00025 | .00071 | .00158 | .00296 | .00496 | .00766 
9 .00000 | .00001 | .00005 | .00015 | .00035 | .00069 | .00122 
6 .00000 | .00000 | .00001 | .00003 | .00008 | .00016 
7 .00000 | .00000 | .00000 | .00001 
8 .00001 | .00000 

7 

0.9 1.0 1 工 .9 2.0 2.3 3.0 3.3 4.0 

0 .40657 | .36787 | .22313 | .13533 | .08208 | .04978 | .03019 | .01831 
1 .36591 | .36787 | .33469 | .27067 | .20521 | . 14936 | . 10569 .07326 
2 .16466 | . 18394 | .25102 | .27067 | .25651] .22404 | .18495 | .1465? 
3 .04939 | .06131 | .12551 | .18044 | .21376 | .22404 | .21578 .19536 
4 .01111 | .01532 | .04706 | .09022 | .13360 」. 16803 .18881 | .19536 
3 .00200 | .00306 | .01412 | .03608 | .06680 | . 10081 .13216 | .1S629 
6 -00030 | .00051 | .00353 | .01203 | .02783 | .05040 | .07709 .10419 
7 .00003 | .00007 | .00075 | .00343 | .00994 | .02160 .03854 | .05954 
8 .00000 | .00000 | .00014 | .00085 | .00310 | .00810 .01686 | .02977 
9 00000 | .00002 | .00019 | .00086 | .00270 | .00655 .01323 
10 .00000 | .00003 | .00021 | .00081 | .00229 上 .00529 
1i .00000 | .00004 ，. 00022 | .00073 | .00192 
12 .00000 | .00001 | .00005 | .00021 | .00064 
13 .00000 | .00001 | .00005 | .00019 
14 

.00000 | .00001 | .00005 
1S 

.00000 | .00000 | .00001 
16 

.00000 | .00000 
17 

.00000                 
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5. 卡 方 分 布 上 侧 分 位 点 YX*(a) 表 

设 随机 变量 X 服从 自由 度 为 2 的 卡 方 分 布 , 本 表 列 出 满足 条 

件 P(X>Y2z(a))=a 的 值 Xx(a). 

  

  

              

) “| 0.995 0.99 0.973 0.95 0.90 0.75 0.30 

1 一 0.0002 | 0.001 0.004 0.016 0.102 0.4355 

2 0.010 | 0.020 0.031 0.103 0.211 0.373 1.386 

3 0.072 | 0.113 0.216 0.332 0.384 1.213 2.366 

寺 0.207 | 0.297 0.484 0.711 1.064 1.923 3.35S7 

4 0.412 | 0.554 | 0.831 1.143 1.610 2.073 4.351 

6 0.076 | 0.872 1.237 1.635 2.204 | 3.453 53.348 

7 0.989 | 1.239 1.690 2.167 2.833 4.2335 0.346 

8 1.344 | 1.646 2.180 2.733 3.490 3.071 7.344 

9 1.733 | 2.088 2.700 3.323 4.168 3.899 8.343 

10 2.136 | 2.338 3.247 3.940 4.865 60.737 9.342 

11 2.603 | 3.053 3.816 4.373 3.378 7.984 1 10.341 

12 3.074 | 3.371 4.404 3.220 6.304 8.438 | 11.340 

13 3.565 | 4.107 3.009 35.892 7.042 9.299 | 12.340 

14 4.073 | 4.660 3.029 6.371 7.790 | 10.163 | 13.339 

15 4.001 3.229 6.262 7.201 8.347 | 141.037 | 14.339 

16 3.142 | 3.812 6.908 7.962 9.312 | 11.912 | 1S.338 

17 5.697 | 0.408 7.364 8.672 | 10.083 | 12.792 | 16.338 

18 6.265 | 7.015 8.231 9.390 | 10.865 | 13.675 | 17.338 

19 0.844 | 7.633 8.907 | 10.117 | 11.631 | 14.362 | 18.338 

20 7.434 | 8.260 9.391 | 10.8S1 | 12.443 | 15.432 | 19.337 

21 8.034 | 8.897 | 10.283 | 141.591 | 13.240 | 16.344 | 20.337 

22 8.6043 | 9.342 | 10.982 | 12.338 | 14.042 | 17.240 | 21.337 

23 9.260 |10.196 111.689 | 13.091 |14.848 | 18.137 | 22.337 

24 9.886 |10.856 112.401 | 13.848 | 15.659 | 19.037 | 23.337 

23 10.520 |11.324 |113.120 | 14.611 | 16.473 | 19.939 | 24.337 

26 11.160 |12.198 |13.844 | 1$.379 | 17.292 | 20.843 | 2S.336 

27 11.808 |12.879 | 14.373 | 16.1$1 | 18.114 | 21.749 | 26.336 

28 12.461 |113.505 | 13.308 | 16.928 | 18.939 | 22.6$7 127.336 

29 13.121 114.237 | 16.047 117.708 | 19.768 |」23.S67 | 28.336 

30 13.787 114.934 | 16.791 | 18.493 | 20.599 | 24.478 | 29.336 
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“| 0.30 48.23 0.10 0.05 0.025 0.01 0.003 

1 1.074 1.323 2.706 3.841 35.024 6.6335 7.879 

2 2.408 2.773 4.005 S.991 7.378 9.210 | 10.397 

3 3.663 4.108 0.251 7.813 9.348 | 11.343 | 12.838 

4 4.878 3.383 7.779 9.488 | 11.143 | 13.277 | 14.860 

3 6.064 60.626 9.236 | 11.071 | 12.833 | 13.086 | 16.730 

6 7.231 7.841 | 10.643 | 12.392 | 14.449 | 16.812 | 18.348 

7 8.383 9.037 | 12.017 | 14.067 | 16.013 | 18.473 | 20.278 

8 9.524 | 10.219 | 13.362 | 19.307 117.533 | 20.090 | 21.955 

9 10.656 | 11.389 | 14.684 | 16.919 | 19.023 | 21.666 | 23.389 

10 11.781 | 12.349 | 15.987 | 18.307 | 20.483 | 23.209 | 25.188 

1I 12.899 | 13.701 | 17.273 119.675 | 21.920 | 24.725 | 26.757 

12 14.011 | 14.845 | 18.549 | 21.026 | 23.337 | 26.217 | 28.299 

13 13.119 | 13.984 | 19.812 | 22.362 | 24.736 | 27.688 | 29.819 

14 16.222 | 17.117 | 21.064 | 23.685 | 26.119 | 29.141 | 31.319 

13 | 17.322 | 18.245 | 22.307 | 24.996 |」27.488 | 30.578 | 32.801 

106 18.418 | 19.369 | 23.342 | 26.296 | 28.845 | 32.000 | 34.267 

17 19.311 | 20.489 | 24.769 | 27.587 | 30.191 | 33.409 | 35.718 

18 20.601 | 21.605 | 253.989 | 28.869 | 31.526 | 34.805 | 37.15S6 

19 21.089 | 22.718 | 27.204 |30.144 | 32.8$2 | 36.191 | 38.582 

20 22.773 | 23.828 | 28.412 | 31.410 | 34.170 | 37.566 | 39.997 

21 23.838 | 24.935 | 29.615 | 32.671 | 3S$.479 | 38.932 | 41.401 

22 24.939 | 26.039 | 30.813 | 33.924 | 36.781 | 40.289 | 42.796 

23 26.018 | 27.141 | 32.007 | 3S$.172 |」38.076 | 41.638 | 44.181 

24 27.096 | 28.241 | 33.196 | 36.415 | 39.364 | 42.980 | 45.559 

23 28.172 | 29.339 134.382 | 37.6$2 |40.646 | 44.314 | 46.928 

20 29.246 | 30.435 | 35.563 | 38.885 | 41.923 | 45.642 | 48.290 

27 30.319 | 31.528 | 36.741 | 40.113 |」 43.194 | 46.963 | 49.645 

28 31.391 | 32.620 | 37.916 | 41.337 | 44.461 | 48.278 | S0.993 

29 32.461 | 33.711 | 39.087 | 42.537 | 45.722 | 49.588 | 52 .336 

30 33.3530 | 34.800 | 40.256 | 43.773 | 46.979 | $0.892 | 5S3.672                 
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6. 下 分 布 上 侧 分 位 数 忆 (ac) 表 

设 随 机 变量 X 服从 自由 度 为 mm 和 ?7 的 正 分布 ,本 表 列 出 满 
足 条 件 PLX> 忆 ，,(a)=w 的 值 F， (ac). 

  

  

                

A.a=0.03 

， 2 1 2 3 4 5 6 7 8 

1 161 200 216 2235 230 234 237 239 

2 18.3 19.0 19.2 19.2 19.3 19.3 19 .4 19.4 

3 10.1 9.55 9.28 9.12 9.01 83.94 8.89 8.85 
二 7.71 6.94 0.39 6.39 0.206 6.16 0.09 6.04 

3 0.01 3.79 3.41 3.19 3.05 4.93 4.88 4.82 

6 3.99 3.14 4.76 4.33 4.39 4.28 4.21 4.135 
7 3.39 4.74 4.33 4.12 3.97 3.87 3.79 3.73 
8 .32 4.46 4.07 3.84 | 3.69 3.38 3.30 3.44 
9 23.12 4.20 3.86 3.03 3.48 3.37 3.29 3.23 
10 4.96 4.10 3.71 3.48 3.33 3.22 3.14 3.07 
11 4.84 3.98 3.39 3.36 3.20 3.09 3.01 2.95 
12 4.75 3.89 3.49 3.26 3.11 3.00 2.91 2.85 
]3 4.07 3.81 3.41 3.18 3.03 2.92 2.83 2.77 
14 4.60 3.74 3.34 3.11 2.96 2.85 2.76 2.70 
15 4.354 3.08 3.29 3.06 2.90 2.79 2.71 2.04 
16 4.49 3.03 3.24 3.01 2.85 2.74 2.00 2.39 
17 4.45 3.39 3.20 2.96 2.81 2.70 2.61 2.55 
18 4.41 3.35 3.16 2.93 2.77 2.60 2.38 2.31 
19 4.38 3.52 3.13 2.90 2.74 2.03 2.34 2.48 
20 4.33 3.49 3.10 2.87 2.71 2.00 2.31 2.45 
21 4.32 3.47 3.07 2.84 2.68 2.37 2.49 2.42 
22 4.30 3.44 3.05 2.82 2.06 2.55$ 2.46 2.40 
23 4.28 3.42. | 3.03 2.80 2.04 2.33 2.44 2.37 
24 4.26 3.40 3.01 2.78 2.02 2.51 2.42 2.36 
24 4.24 3.39 2.99 2.76 2.60 2.49 2.40 2.34 
206 4.23 3.37 2.98 2.74 2.99 2.47 2.39 2.32 
27 4.21 3.35 2.96 2.73 2.37 2.46 2.37 2.31 
28 4.20 3.34 2.95 2.71] 2.36 2.43 2.36 2.29 
29 4.18 3.33 2.93 2.70 2.55 2.43 2.35 2.28 
30 4.17 3.32 2.92 2.69 2.93 2.42 2.33 2.27 
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了 3 It 

六 日 业 林 1 

mr 1 7 7 8 
好 

1 405 | 500 593 | 598 

2 98.5 | 9%9.0 99.4 | 9%9.4 

3 34.1 | 30.8 27.7 | 27.5 

4 21.2 | 18.0 15.0 | 14.8 

5 16.3 | 13.3 10.5 | 10.3 

6 13.7 | 10.9 8. 8.26 | 8.10 

7 12.2 | 9.55 7. 7. 6.99 | 6.84 
8 11.3 | 8.65 7. 6. 6.18 | 6.03 
9 10.6 | 8.02 6. 6. 5.61 | 5.47 
10 10.0 | 7.56 | 6.55 | 5.%99 | 5$.64 | 5.39 | 5.20 | 5.06 
IlL | 9.65 | 7.21 | 6.22 | $.67 | 5.32 | 5.07 | 4.89 | 4.74 
12 | 9.33 | 6.98. | 5.95 | 5.41 | 5.06 | 4.82 | 4.64 | 4.50 
13 | 9.07 | 6.70 | 5.74 | 5$.21 | 4.86 | 4.62 | 4.44 | 4.30 
14 | 8.86 | 6.51 | 5.$6 | 5.04 | 4.70 1 4.46 | 423 1 4.14 
15 | 8.68 | 6.36 | 5.42 | 4.89 | 4.56 | 4.32 | 4.14 | 4.00 
16 |18.53 | 6.23 | 5.29 | 4.77 | 4.44 | 4.20 | 4.03 |】 3.89 
17 | 8.40 | 6.11 | 5.18 | 4.67 | 4.34 | 4.10 | 3.93 | 3.79 
18 | 8.29 | 6.01 | 5$.09 | 4.58 | 4.25 | 4.01 | 3.84 | 3.71 
19 | 8.18 | 5.93 | 5.01 | 4.0 | 4.17 | 3.94 | 3.77 | 3.63 
20 | 8.10 | 5.83 | 4.94 | 4.43 | 4.10 | 3.87 | 3.70 | 3.56 
21 | 8.02 | 5.78 | 4.87 | 4.37 | 4.04 | 3.81 | 3.64 | 3.51 
22 | 7.95 | 5.72 | 4.82 | 4.31 | 3.99 | 3.76 | 3.59 | 3.45 
23 | 7.88 | 5.66 | 4.76 | 4.26 | 3.94 | 3.71 | 3.54 | 3.41 
24 | 7.82 | S$.61 | 4.72 | 4.22 | 3.90 | 3.67 | 3.50 | 3.36 
25 | 7.77 | 5.57 | 4.68 | 4.18 | 3.86 | 3.63 | 3.46 | 3.32 
26 | 7.72 | 5.53 | 4.64 | 4.14 | 3.82 | 3.S$9 | 3.42 | 3.29 
27 | 7.68 | 5.49 | 4.60 | 4.11 | 3.78 | 3.56 | 3.39 | 3.26 
28 | 7.64 | 5.45 | 4.57 | 4.07 | 3.75 | 3.53 | 3.36 | 3.23 
29 | 7.60 | 5.42 | 4.54 | 4.04 | 3.73 | 3.50 | 3.33 | 3.20 
30 |」?7.56 | 5.39 | 4.51 | 4.02 | 3.70 | 3.47 | 3.30 | 3.17 
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