
  

第 一 章 ”事件 的 概率 

1.1 概率 是 什么 

概率 ,又 称 或 然 率 ,几率 ,是 表示 某 种 情况 (事件 ) 出 现 的 可 能 

性 大 小 的 一 种 数量 指标 , 它 介 于 0 与 1 之 间 . 

这 个 概念 笼统 地 说 起 来 很 容 多 理解 ,但 各 从 理论 或 者 说 从 哲 

学 的 禹 度 去 分 析 ,就 可 以 提出 一 大 堆 的 问题 .虽然 在 本 课程 范围 内 

我 们 不 必 去 六 讨论 这 些 问 题 的 各 个 方面 ,但 仍 希望 ,通过 下 文 的 

叙述 ,使 谈 者 对 "什么 是 概率 这 个 问题 ,有 一 个 较为 全 面 的 理解 . 

1.1.1 主观 概率 

申 、 乙 内 .本 四 人 一 早 进 城 去 办 事 , 要 傍晚 才能 回来 .为 了 决 
定 是 否 带 伞 , 各 自在 出 发 前 ,对 

= 1 今天 下 午 6 时 前 不 会 下 两 
这 个 情况 或 事件 发 生 的 可 能 性 大 小 作 个 估计 . 设 根据 个 人 的 经 验 
和 自信 , 甲 . 忆 丙丁 分 别 把 这 一 可 能 性 估计 为 0,0.2,0.7 和 1. 

这 意味 着 甲 认为 事件 A 不 可 能 出 现 , 丁 认为 必然 出 现 , 乙 认为 A 

出 现 的 可 能 性 是 有 的 ,但 很 小 , 而 丙 认 为 A 有 相当 大 的 可 能 性 出 

现 ,但 并 非 必 然 . 这 些 数 字 反 映 了 他 们 四 个 人 对 一 种 情况 的 主观 估 

计 , 故 称 为 主观 概率 .其 实际 后 果 是 ,例如 ,甲乙 决定 带 锌 而 两 .了 

则 否 . 

主观 概率 可 以 理解 为 一 种 心态 或 倾向 性 . 究 其 根 由 大 抵 有 二 : 

一 是 根据 其 经 验 和 知识 . 拿 上 例 来 说 , 若 某 人 在 该 城市 住 了 30 年 ， 
又 是 一 个 有 些 气 象 知识 的 人 ,他 在 作出 可 能 性 大 小 的 估计 时 ,多 半 
会 使 用 这 些 经 验 和 知识 ,这 将 会 使 他 的 估计 较 易 为 人 所 相信 .从 这 
一 点 次 ,所 谓 主 观 概率 也 可 有 其 客观 背景 ,终究 不 同 于 信和 口 峻 黄 . 
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二 是 根据 其 利害 关系 . 拿 上 例 来 说 , 知 对 某 人 而 言 下 雨 闪 不 会 造成 

多 大 问题 而 带 企 又 增加 不 少 麻烦 , 则 其 心态 将 倾向 于 去 把 A 的 可 

能 性 高 佑 一 些 . 

主观 概率 的 特点 是 : 它 不 是 在 坚实 的 客观 理由 基础 上 为 人 们 

所 公认 的 ,因而 看 来 应 被 科学 所 否定 (科学 是 以 探讨 客观 真理 为 任 

务 的 ). 本 池 作 者 说 不 清楚 这 问题 该 如 何 全 面 地 去 理解 ,但 不 同意 

简单 的 全 盘 和 否定 的 态度 . 理由 有 三 :中 这 个 概念 有 广泛 的 生活 基 

础 .我 们 几乎 无 时 不 在 估计 种 种 情况 出 现 的 可 能 性 如 何 , 而 不 同 的 

人 很 少 能 在 “客观 的 基础 上 达成 一 致 . 包 这 可 能 反映 认识 主体 的 

一 种 倾向 性 ,而 有 其 社会 意义 .例如 ， 若 问 三 年 后 经 济 形 势 会 得 到 

根本 改善 的 可 能 性 大 小 怎样 , 则 不 同 经 济 状况 .社会 地 位 以 至 政 

治 倾 问 的 人 ,会 作出 有 差异 的 估计 .就 个 别 估 计 而 言 可 能 谈 不 上 多 

大 道理 ,但 从 总 体 而 言 , 则 反映 了 社会 上 广大 群众 对 长 远 发 展 的 信 
心 如 何 . 对 社会 学 家 万 至 决策 者 来 说 ,这 是 很 有 用 的 资料 .四 在 涉 
及 利益 (经 济 和 其 他 的 ) 得 失 的 决策 问题 中 ,处 于 不 同 地 位 和 掌握 

情报 多 少 不 同 的 人 ,对 某 事件 可 能 性 大 小 要 参照 这 些 情 况 及 可 能 

的 后 采 去 作 衡量 .适合 于 某 人 的 决策 , 虽 则 风险 较 小 ,不 必 适 合 于 
邦 一 个 人 , 因 对 他 而 言 , 这 一 决策 可 能 风险 仍 太 大 .因此 ,主观 概率 

这 个 概念 也 有 其 实用 基础 .事实 上 ,许多 决策 都 难免 要 包含 个 人 判 

断 的 成 分 ,而 这 就 是 主观 概率 . 

1.1.2 试验 与 事件 

表面 我 们 已 经 提 到 了 “事件 "这 个 名 词 .事件 是 什么 ?” 在 通常 
的 意义 下 , 它 往 往 是 指 一 种 已 发 生 的 情况 ,例如 某 某 空难 事件 ， 
1941 年 日 本 偷袭 珍珠 港 的 事件 之 类 .在 概率 论 中 则 不 然 ,事件 不 
是 指 已 发 生 了 的 情况 ,而 是 指 某 种 (或 某 些 ) 情 况 的 “陈述 ”. 它 可 能 
发 生 ,也 可 能 不 发 生 ,发 生 与 否 , 要 到 有 关 的 “试验 "> 有 了 结果 以 后 ， 
才能 知晓 . 

拿 前 例 而 言 ,事件 A “陈述 " 了 这 样 一 种 情况 :下 午 6 时 前 不 
会 下 雨 .我 们 当然 并 未 说 这 已 发 生 了 . 它 是 否 发 生 ,要 等 试验 结果 ， 
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这 个 试验 ,就 是 对 到 下 午 6 时 前 的 天 气 情况 进行 观察 . 

推 而 广 之 ,我 们 就 不 难 明白 :在 概率 论 中 ,事件 ”一 词 的 一 般 
含义 是 这 样 的 : 

1. 有 一 个 明确 界定 的 试验 .试验 一 词 ,有 人 为 主动 的 意思 ,而 
像 上 例 那 样 ,人 只 处 在 被 动 地 位 ,只 是 记录 而 并 不 干预 气象 过 程 . 

这 类 情况 一 般 称 为 “观察 ”. 在 统计 学 中 ,这 一 分 别 有 时 有 实际 含 
义 , 但 对 目前 的 讨论 不 重要 ,可 以 把 试验 一 词 理解 为 包含 了 观察 . 

2. 这 个 试验 的 全 部 可 能 结果 ,是 在 试验 前 就 明确 的 , 拿 上 例 
来 说 ,试验 的 全 部 可 能 结果 只 有 两 个 :其 一 是 A, 另 一 是 及 = | 今 
天 下 午 6 时 前 会 下 雨 上 .为 此 ,可 把 这 试验 写 为 (4,A). 不 必 等 到 
试验 完成 (不 必 到 下 午 6 时 ) 就 知道 : 非 4A 即 有 , 必 居 其 一 . 又 如 ， 
投掷 一 个 赌博 用 的 骨 子 这 个 试验 , 虽 无 法 预 仆 其 结果 如 何 , 但 总 不 
外 乎 是 “出 现 1 点 ”,……,“ 出 现 6 点 ”这 6 个 可 能 结果 之 一 ,因而 
不 妨 把 这 试验 简 记 为 (1,2,…,6)， 

在 不 少 情况 下 ,我 们 不 能 确切 知道 一 试验 的 全 部 可 能 结果 ,但 
可 以 知道 它 不 超出 某 个 范围 .这 时 ,也 可 以 用 这 个 范围 来 作为 该 试 
验 的 全 部 可 能 结果 . 如 在 前 例 中 , 若 我 们 感 兴趣 的 不 止 在 于 下 午 6 
时 前 是 否 下 两, 而 需要 记录 下 午 6 时 前 的 降雨 量 (如 以 毫米 为 单 
位 ) , 则 试验 结果 将 是 非 负 实数 <. 我们 无 法 确定 z 的 可 能 取 值 的 
确切 范围 ,但 可 以 把 这 范围 取 为 [0, co) , 它 总 能 包含 一 切 可 能 的 试 
验 结果 ,尽管 我 们 明知 , 某 些 结果 ,如 z >10000 ,是 不 会 出 现 的 .我 
们 甚至 可 以 把 这 范围 取 为 ( - co ,co ) 也 无 妨 .这 里 就 有 了 -一定 的 数 
学 抽象 , 它 可 以 带 来 很 大 的 方便 ,这 一 点 在 以 后 会 更 清楚 ， 

3. 我 们 有 一 个 明确 的 陈述 ,这 个 陈述 界定 了 试验 的 全 部 可 能 
结果 中 一 确定 的 部 分 . 这 个 陈述 ,或 者 说 一 确定 的 部 分 ,就 叫做 一 
个 事件 . 如 在 下 十 的 例 中 ,A 是 全 部 可 能 结果 (A ,去 ) 中 确定 的 一 
部 分 .在 掷 仍 子 的 例 中 ,我 们 可 以 定义 许多 事件 ,例如 

已 = | 掷 出 偶数 点 | = (2,4,6) 
五 : = | 掷 出 素数 点 | = (2,3,5) 

FE3 = }| 掷 出 3 的 倍数 点 | = (3,6)



  

等 等 ,它们 分 别 明确 地 界定 了 全 部 试验 结果 的 集合 (1,2,…,6) 中 

的 -- 个 相应 的 部 分 . 

如 果 我 们 现在 把 试验 做 一 次 , 即 把 这 骨 子 投掷 一 次 . 则 当 投掷 

结果 为 2, 或 为 4, 或 为 6 时 ,我 们 说 事件 下 1 发 生 了 ,不 然 就 说 事 

件 天 ”不 发 生 ”. 因 此 ,我 们 也 可 以 说 :事件 是 与 试验 结果 有 关 的 一 
个 命题 ,其 正确 与 否 取决 于 试验 结果 如 何 . 

在 概率 论 上 ,有 时 把 单一 的 试验 结果 称 为 一 个 “基本 事件 ”. 这 

样 ,一 个 或 一 些 基本 事件 并 在 一 起 ,就 构成 一 个 事件 , 而 基本 事件 

本 身 也 是 事件 .在 掷 骨 子 的 例 中 ,有 1,2,…,6 等 6 个 基本 事件 . 事 
件 : 则 由 2,3,S 这 三 个 基本 事件 并 成 . 

设想 你 处 在 这 样 一 种 情况 :投掷 一 个 仍 子 , 若 出 现 素数 点 , 则 

你 将 中 奖 . 则 在 货 子 投掷 之 前 你 会 这 样 想 :我 能 否 中 奖 ,取决 于 机 

遇 . 因 此 ,在 概率 论 中 , 常 称 事 件 为 “随机 事件 "或 “偶然 事件 "“ 随 

机 的 意思 无 非 是 说 ,事件 是 否 在 某 次 试验 中 发 生 ,取决 于 机 遇 . 其 
极 交情 况 ,是 “必然 事件 “在 试验 中 必然 发 生 的 事情 ,例如 ,} 掷 一 
个 仍 子 ,其 出 现 点 数 不 超 过 61 和 "不 可 能 事件 ”( 在 试验 中 不 可 能 
发 生 的 事件 ). 这 两 种 情况 已 无 机 遇 可 言 ,但 为 方便 计 ,不妨 把 它们 
视 为 随机 事件 的 特例 ,正如 在 微 积分 中 ,常数 可 视 为 变量 的 特例 . 

可 以 把 必然 事件 和 不 可 能 事件 分 别 等 同 于 概率 为 1 和 概率 为 
0 的 事件 .从 严格 的 理论 角度 而 言 这 二 者 有 所 区 别 , 但 这 种 区 别 并 
无 实际 的 重要 性 . 

本 段 讲 的 概念 虽 很 浅显 ,但 是 很 重要 ,特别 提醒 读者 区 别 “ 事 
件 一 词 的 日 常 及 在 概率 论 中 的 不 同 含义 . 

1.1.3 古典 概率 

承接 上 一 段 .假定 某 个 试验 有 有 限 个 可 能 的 结果 el ,ez,…， 
eN. 假 定 从 该 试验 的 条 件 及 实施 方法 上 去 分 析 ,我 们 找 不 到 任何 
理由 认为 其 中 某 一 结果 ,例如 e; , 比 任 一 其 他 结果 ,例如 e ,更 具有 
优势 ( 即 更 倾向 于 易 发 生 ), 则 我 们 只 好 认为 ,所 有 结果 el ……，,eN 
在 试验 中 有 同等 可 能 的 出 现 机 会 , 即 1ZN 的 出 现 机 会 .常常 把 这 
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样 的 试验 结果 称 为 “等 可 能 的 

拿 掷 仍 子 的 例子 而 言 ,如 果 四 假 子 质料 绝对 均匀 .局 骨 子 是 绝 

对 的 正六 面体 . @ 掷 贷 子 时 离 地 面 有 充分 的 高 度 , 则 一 般 人 都 会 同 

意 , 其 各 面 出 现 的 机 会 应 为 等 可 能 . 当然 ,在 现实 生活 中 这 只 能 是 

一 种 近似 ,何况 ,在 货 子 上 刻 上 点 数 也 会 影响 其 对 称 性 . 

在 “等 可 能 性 "概念 的 基础 上 ,很 自然 地 引进 古典 概率 的 定义 ， 

定义 1.1 设 一 个 试验 有 六 个 等 可 能 的 结果 ,而 事件 瑟 恰 包 

售 其 中 的 M 个 结果 , 则 事件 五 的 概率 , 记 为 已 () ,定义 为 
P(E) = MLN (1.1) 

本 定义 所 根据 的 理由 很 显然 . 按 前 面 的 分 析 ,由 等 可 能 性 的 含 

义 , 每 个 结果 的 概率 同 为 1[N. 今 事件 瓦 包含 M 个 结果 ,其 概率 

理应 为 1[N 的 M 倍 , 即 MAN .古典 概率 是 “客观 "的 .因为 ,如 果 

等 可 能 性 是 基于 客观 事实 (例如 在 货 子 绝对 均匀 且 为 严格 正六 面 

体 时 ) 而 非 出 于 主观 设想 , 则 看 来 除 按 (1.1) 式 外 , 别 无 其 他 的 合理 

定义 法 .因此 在 等 可 能 性 的 前 担 下, (1.1) 式 应 为 大 家 所 公认 . 这 

样 ,关键 就 在 于 保证 这 等 可 能 性 成 立 无 误 . 在 开奖 时 要 设计 适当 的 

方法 并 设置 公证 人 ,这 些 措施 都 是 为 了 保证 所 用 方法 导致 等 可 能 
的 结果 . 

设 有 一 个 坛子 ,其 中 包含 N 个 大 小 和 质地 完全 一 样 的 球 , M 

个 为 日 球 , N - M 个 为 黑 球 .将 这 N 个 球 彻底 扰乱 , 蒙 上 眼睛 ,从 

中 抽出 一 个 . 则 人 们 都 能 接受 :" 抽 到 和 白 球 " 这 个 事件 的 概率 ,应 取 

为 MLN .这 个 坛子 模型 看 起 来 简单 却 很 有 用 : 它 是 在 一 切 概 率 

的 讨论 中 ,唯一 的 一 个 易于 用 形象 的 方法 加 以 体现 的 情况 .日 常 习 
用 的 按 抽签 来 保证 机 会 均等 的 做 法 ,就 是 基于 这 一 模型 .有 了 这 
一 模型 ,我 们 可 以 把 一 些 难于 理解 的 概率 形象 化 起 来 而 获得 感性 . 
如 在 “下 雨 那个 例 中 ,说 乙 估 计 事 件 4A 的 概率 为 0.20, 这 上 听 起 来 
不 其 了 然 和 不 好 理解 .但 如 乙 说 “我 认为 4 发 生 的 机 会 ,正如 在 4 

哇 球 革 日 球 中 ,抽出 白 球 的 机 会 ", 则 人 们 就 感到 顿时 领悟 了 他 的 
意思 . 

古典 概率 的 计算 主要 基于 排列 组 合 ,将 在 下 一 节 举 一 些 例子 
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来 说 明 . 这 个 名 称 的 来 由 是 远 自 16 世纪 以 来 ,就 有 一 些 学 者 研究 

了 使 用 从 子 等 赌 具 进 行 赌博 所 引起 的 “机 会 大 小 ”的 问题 ,由 此 结 

晶 出 概率 论 的 一 些 最 基本 的 概念 ,如 用 (1.1) 式 定义 的 概率 (赌博 

中 各 种 结果 自 应 公认 为 等 可 能 的 ) 及 数学 期 望 ( 见 下 章 ) 等 .其 中 一 

个 著名 的 问题 是 “分 赌 本 问题 ”在 下 面 已 简化 了 的 例 中 ,我们 来 看 

看 ,使 用 古典 概率 的 概念 ,如 何 使 这 个 问题 达到 一 个 公正 的 解决 . 

例 1.1 甲 . 乙 两 人 赌 技 相同 ,各 出 赌注 S00 元 .约定 : 谁 先 胜 

三 局 , 则 谁 拿 走 全 部 1000 元 . 现 已 赌 了 三 局 , 甲 二 胜 一 负 而 因 故 要 

中 止 赌 博 , 问 这 1000 元 要 如 何 分 , 才 算 公平 ? 

平均 分 对 甲 欠 公平 ,全 归 甲 则 对 乙 欠 公平 .合理 的 分 法 是 按 一 

定 比例 而 甲 拿 大 头 .一 种 看 来 可 以 接受 的 方法 是 按 已 胜局 数 分 , 即 

甲 拿 2/3 , 乙 拿 173. 仔 细 分 析 ,发 现 这 不 合理 ,道理 如 下 :设想 继续 

赌 两 局 , 则 结果 无 非 以 下 四 种 情况 之 一 ; 

甲 甲 ,甲乙 , 乙 甲 , 乙 乙 ， (1.2) 

其 中 “甲乙 ”表示 第 一 局 甲 胜 第 二 局 乙 胜 , 余 类 推 .把 已 赌 过 的 三 局 

与 (1.2) 中 这 四 个 结果 结合 ( 即 甲乙 赌 完 五 局 ) ,我 们 看 出 :对 前 三 

个 结果 都 是 甲 先 胜 三 局 ,因而 得 什 元 ,只 在 最 在 一 个 结果 才 由 乙 得 

什 元 .在 赌 技 相 同 的 条 件 下 ,(1.2) 中 的 四 个 结果 应 有 等 可 能 性 . 因 

此 , 甲 . 乙 最 终 获 胜 可 能 性 大 小 之 比 为 3:1. 全 部 赌 本 应 按 这 上 比例 
分 , 即 甲 分 750 元 , 乙 分 250 元 , 才 算 公正 合理 . 

这 个 例子 颇 给 人 启发 , 即 表面 上 看 来 简单 自然 的 东西 ,经 过 深 
和信 一 层 的 分 析 而 揭示 了 其 不 合理 之 处 .这 个 例子 还 和 重要 的 “数学 
期 望 的 概念 相关 , 见 第 二 章 . 

古典 概率 的 局 限 性 很 显然 : 它 只 能 用 于 全 部 试验 结果 为 有 限 

个 , 且 等 可 能 性 成 立 的 情况 .但 在 某 些 情况 下 ,这 概念 可 稍稍 引申 
到 试验 结果 有 无 限 多 的 情况 ,这 就 是 所 谓 “ 几 何 概率 ” 举 一 个 例 

子 . 

例 1.2 甲乙 二 人 约定 1 点 到 2 点 之 间 在 某 处 碰头 ,约定 先 
到 者 等 候 10 分 钟 即 离 去 .设想 甲乙 二 人 各 自 随意 地 在 1 一 2 点 之 
间 选 一 个 时 刻 到 达 该 处 , 问 “ 甲 乙 二 人 能 碰 上 ”这 事件 五 的 概率 是 
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多 少 ? 

以 1 点 钟 作 原 点 ,一 分 为 单位 ， 

把 甲 、. 乙 到 达 时 间 zy，,y 构成 的 点 (z， 

y) 标 在 直角 坐标 系 上 . 则 图 1.1 中 的 ic 六 8B 

正方 形 O4ABC 内 每 个 点 都 是 一 个 可 有 G 

能 的 试验 结果 ,而 这 个 正方 形 就 是 全 YY 

部 可 能 的 结果 之 集 .“ 甲 、. 乙 二 人 各 自 10 AAA 
随意 地 在 1 一 2 点 之 间 选 一 个 时 刻 到 “ o 

达 该 处 ”一 语 ,可 以 理解 为 这 正方 形 

内 任 一 点 都 是 等 可 能 . 按 约定 ,只 有 图 1.1 

在 点 (z,y) 落 在 图 中 的 多 边 形 . 

OFGBFT 内 时 ,事件 刁 才 发 生 . 因 正方 形 内 包含 无 限 个 点 ,古典 概 

率 定 义 (1.1) 无 法 使 用 .于 是 ,我们 把 “等 可 能 性 "这 概念 按 本 问题 

特点 引申 一 下 :正方形 内 同样 的 面积 有 同样 的 概率 .全 正方 形 的 面 

积 为 60: =3600 , 而 易 算 出 上 述 多 边 形 的 面积 为 1100. 按 上 述 引 申 

了 原则 ,算出 事件 五 的 概率 为 P(E)=1100/3600= 11736. 

这 样 算出 的 概率 称 为 “几何 概率 ”, 因 它 是 基于 几何 图 形 的 长 

度 面积 .体积 等 而 算出 的 .就 本 例 而 言 ,重要 之 点 在 于 把 等 可 能 性 

解释 或 引申 为 “等 面积 ,等 概率 ". 其 他 一 些 可 用 几何 概率 处 理 的 问 

题 ,都 需要 作 类 似 的 引申 .在 某 些 较 复 杂 的 问题 中 , 几 种 引申 看 来 

都 可 接受 ,由 此 可 算出 不 同 的 结果 . 这 并 无 矛盾 可 言 , 因 为 每 一 种 

不 同 的 引申 ,意味 着 对 ”等 可 能 性 ”的 含义 作 不 同 的 解释 .问题 在 于 

哪 一 种 解释 最 符合 你 的 问题 的 实际 含义 . 

1.1.4 概率 的 统计 定义 

从 实用 的 角度 看 ,概率 的 统计 定义 无 非 是 一 种 通过 实验 去 佑 

计 事 件 概率 的 方法 . 拿 " 掷 骨 子 这 个 例子 来 说 ,在 仍 子 并 非 质 地 均 

匀 的 正方 体 , 则 投掷 时 各 面 出 现 的 概率 不 必 相 同 . 这 时 ， 出 现 么 

点 "这 个 事件 FE; 的 概率 有 多 大 ,已 无 法 仅 通 过 一 种 理论 的 考虑 来 
确定 .但 我 们 可 以 做 实验 :反复 地 将 这 锅 子 投掷 大 量 的 次 数 ,例如 
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1 次 . 若 在 这 ?2 次 投掷 中 么 共 出 现 m; 次 , 则 称 mi 是 已; 这 个 

事件 在 这 7) 次 试验 (每 次 投掷 算 作 一 个 试验 ) 中 的 "频率 ”. 概 率 的 

统计 定义 的 划 旨 是 说 ,就 拿 这 个 频率 mi 作为 事件 玉 ; 的 概率 

PC(EID) 的 估计 . 这 个 概念 的 直观 背景 很 简单 :一 事件 出 现 的 可 能 性 

大 小 ,应 由 在 多 次 重复 试验 中 其 出 现 的 频繁 程度 去 刻画 . 

一 般 的 情况 与 此 毫 无 区 别 ,只 须 在 上 文 的 叙述 中 ,把 " 掷 骨 子 ” 

改换 成 某 个 一 般 的 试验 ,而 把 “出 现 么 点 "这 事件 刁 1; 改换 成 某 个 

指定 的 事件 即 可 .要 点 在 于 :该 试验 必须 能 在 同样 条 件 下 大 量 次 数 

重复 施行 ,以 便 我 们 有 可 能 观察 该 事件 的 频率 . 

读者 人 恕 怕 已 注意 到 上 述 定 义 中 的 不 足 之 处 , 即 频率 只 是 概率 

的 估计 而 非 概率 本 身 . 形 式 上 可 以 用 下 面 的 说 法 来 解脱 这 个 困难 . 

把 事件 到 的 概率 定义 为 具有 如 下 性 质 的 一 个 数 户 : 当 把 实验 重复 
时 ,五 的 频率 在 户 的 附近 摆动 , 且 当 重复 次 数 增 大 时 ,这 摆动 愈 来 
愈 小 .或 者 于 脆 说 :概率 就 是 当 试验 次 数 无 限 增 大 时 频率 的 极限 . 

要 这 样 做 ,就 必须 回答 下 述 问题 :你 怎样 去 证 明 具 有 上 述 性 质 的 数 
六 存在 ,抑或 户 的 存在 只 是 一 个 假定 ? 

依 本 书 作 者 的 观点 ， 概 率 的 统计 定义 ”的 重要 性 ,不 在 于 它 提 
供 了 一 种 定义 概率 的 方法 一 一 它 实际 上 没有 提供 这 种 方法 ,因为 
你 永远 不 可 能 依据 这 个 定义 确切 地 定 出 任何 一 个 事件 的 概率 . 其 
重要 性 在 于 两 点 :一 是 提供 了 一 种 估计 概率 的 方法 ,这 在 上 文 已 谈 
到 了 ,这 种 应 用 很 多 .例如 在 人 口 的 抽样 调查 中 ,根据 抽样 的 一 小 
部 分 人 去 估计 全 部 人 口 的 文盲 比例 ;在 工业 生产 中 ,依据 抽取 的 一 
些 产 品 的 检验 结果 去 估计 产品 的 废品 率 ; 在 医学 上 依据 积累 的 资 
料 去 估计 某 种 疾病 的 死亡 率 等 .二 是 它 提 供 了 一 种 检验 理论 正确 
与 否 的 准则 .设想 根据 一 定 的 理论 .假定 等 等 算出 了 某 事件 A 的 
概率 为 户 , 这 理论 或 假定 是 否 与 实际 相符 ? 我 们 并 无 把 握 . 于 是 我 
们 可 诉 诸 实验 , 即 进行 大 量 重复 的 试验 以 观察 事件 A 的 频率 加 / 
2. 右 m]za 与 户 接 近 , 则 认为 实验 结果 支持 了 有 关 理 论 , 若 相 去 较 
远 , 则 认为 理论 可 能 有 误 . 这 类 问题 属于 数理 统计 学 的 一 个 重要 分 
文 一 一 假设 检验 ,将 在 本 书 第 五 章 中 讨论 . 
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1.1.S 概率 的 公理 化 定义 

数学 上 所 说 的 “公理 ” ,就 是 一 些 不 加 证 明 而 承认 的 前 提 . 这 些 

前 提 规 定 了 所 讨论 的 对 象 的 一 些 基本 关系 和 所 满足 的 条 件 , 然 后 

以 之 为 基础 ,推演 出 所 讨论 的 对 象 的 进一步 的 内 容 .几何 学 就 是 一 

个 典型 的 例子 . 

成 功 地 将 概率 论 实现 公理 化 的 ,是 现代 前 苏联 大 数学 家 柯 尔 

葛 哥 洛 夫 , 时 间 在 1933 年 . 值得 赞赏 的 不 止 在 于 他 实现 了 概率 论 

的 公理 化 ,还 在 于 他 提出 的 公理 为 数 很 少 且 极 为 简单 ,而 在 这 么 一 
个 基础 上 建立 起 了 概率 论 的 宏伟 大 厦 . 

在 第 1.1.2 段 中 我 们 曾 指出 :事件 是 与 试验 相连 ,试验 有 许多 

可 能 的 结果 ,每 个 结果 叫做 一 个 基本 事件 . 与 此 相应 ,在 柯 氏 的 公 

理 体 系 中 引进 一 个 抽象 的 集合 2 ,其 元 素 w 称 为 基本 事件 .我 们 

又 曾 指出 :一 个 事件 是 由 若干 基本 事件 构成 .如 在 掷 仍 子 的 试验 

中 多 掷 出 素数 点 "这 个 事件 ,由 2,3,$ 这 三 个 基本 事件 构成 . 与 此 

相应 ,在 柯 氏 公理 体系 中 考虑 由 2 的 子 集 ( 包 括 2 本 身 及 空 集 

他) 构成 的 一 个 集 类 性 子 不 必 包 括 2 的 一 切 可 能 的 子 集 , 且 必 须 

满足 某 种 我 们 在 此 不 必 仔细 说 明 的 条 件 .六 中 的 每 个 成 员 就 称 为 

“事件 .事件 有 概率 ,其 大 小 随 事 件 而 异 , 换 名 话说 ,概率 是 事件 的 

困 数 .与 此 相应 ,在 柯 氏 公理 体系 中 ,引进 了 一 个 定义 在 乡 上 的 函 

数 已 .对 了 中 任 一 成 员 A,P(A) 之 值 理解 为 事件 4 的 概率 . 柯 氏 

公理 体系 对 这 个 函数 已 加 上 了 几 条 要 求 ( 即 公 理 ):@D0 迄 P(A) 迄 
1 对 多 任何 成 员 A ,这 相应 于 要 求 概率 在 0,1 之 间 .@P(O)=1， 

P( 玫 )=0. 这 相应 于 说 必然 事件 有 概率 1, 不 可 能 事件 有 概率 0. 

雹 加 法 公理 .这 一 条 将 在 1.3 节 中 解释 . 

我 们 举 一 个 简单 例子 来 说 明 柯 氏 公理 的 实现 ,就 是 那个 “ 掷 骨 

子 "的 例子 .在 本 例 中 ,集合 2= 11,2,3,4,5,61 ,由 6 个 元 素 构 成 ， 

反映 掷 货 子 试验 的 6 个 基本 结果 .作为 允 在 本 例 中 包含 2 的 一 切 

可 能 的 子 集 , 故 歹 一 共有 64 个 成 员 . 至 于 概率 函数 已 的 定义 , 则 

要 考虑 骨 子 的 具体 情况 , 若 般 子 是 均匀 的 正 立 方 体 , 则 已 定义 为 
ae O 4



  

P(A)= A 中 所 含 点 数 上 6 

者 仍 子 非 均匀 , 则 每 面 的 出 现 概率 2 …, z6 可 不 同 .这 时 , 先 定 

出 上 面 这 6 个 数 ,然后 对 每 个 A ,把 其 中 所 含 点 相应 的 训 值 加 起 

来 作为 P(A) .例如 , 若 A=12,3, 引 , 则 P(A)= zs+b3+Dz 力 5. 
由 这 个 例子 我 们 也 看 出 : 柯 氏 公理 只 是 介 定 了 概率 这 个 概念 

所 必须 满足 的 一 些 一 般 性 质 , 它 没有 也 不 可 能 解决 在 特定 场合 下 

如 何 定 出 概率 的 问题 . 拿 后 一 例子 而 言 , 如 何以 足够 的 精确 度 定 出 

pzp6, 那 是 要 作 大 量 艰苦 的 工作 的 . 柯 氏 公理 的 意义 在 于 它 

为 一 种 普遍 而 严格 的 数学 化 概率 理论 葛 定 了 基础 .例如 ,刚才 讨论 

过 的 这 个 例子 可 用 于 任何 一 个 只 有 6 个 基本 结果 的 试验 ,而 无 须 

过 问 这 试验 是 掷 仍 子 或 其 他 .这 就 是 数学 的 抽象 化 . 正如 我 们 可 说 

1+2=3, 而 不 必要 去 讨论 一 只 牛 加 二 只 牛 等 于 三 只 牛 之 类 的 东 

西 . 

1.2 古典 概率 计算 
1.2.1 排列 组 合 的 几 个 简单 公式 

按 公 式 41.1), 喜 典 概 率 计算 归 结 为 计算 两 个 数 M 和 六 .这 种 

计算 大 多 涉及 排列 组 合 .二 者 的 区 别 在 于 ,排列 要 计较 次 序 而 组 合 

不 计较 :ca 和 a 是 不 同 的 排列 ,但 是 是 相同 的 组 合 . 

1.2 个 相 异 物件 取 > 个 (1 委 r 委 2 ) 的 不 同 排列 总 数 ,为 

Pz = 一 1l)(2z -2)…2 一 > 二 1) (2.1) 

因为 ,从 ”个 中 取出 排列 中 的 第 1 个 ,有 ”种 取 法 .在 剩 下 的 

2 -工人 个 中 取出 一 个 ,作为 排列 中 的 第 2 个 ,有 -1 种 取 法 …… . 

最 后 ,在 剩 下 的 2--+1l 个 中 取出 一 个 作为 排列 中 的 第 > 个 ,有 

2 -+l 种 取 法 .因此 不 同 的 取 法 数目 为 wm,2 一 1,…,2 -+1l 

这 > 个 数 之 积 , 从 而 得 出 公式 (2.1). 

例如 ,从 a,p,c,d 这 4 个 文字 中 取 两 个 作 排 列 , 有 4x3=12 
种 : 

cb,paacycayaa ,da ,pc cp ,pa doca drc， 
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