
  

P(A)= A 中 所 含 点 数 上 6 

者 仍 子 非 均匀 , 则 每 面 的 出 现 概率 2 …, z6 可 不 同 .这 时 , 先 定 

出 上 面 这 6 个 数 ,然后 对 每 个 A ,把 其 中 所 含 点 相应 的 训 值 加 起 

来 作为 P(A) .例如 , 若 A=12,3, 引 , 则 P(A)= zs+b3+Dz 力 5. 
由 这 个 例子 我 们 也 看 出 : 柯 氏 公理 只 是 介 定 了 概率 这 个 概念 

所 必须 满足 的 一 些 一 般 性 质 , 它 没有 也 不 可 能 解决 在 特定 场合 下 

如 何 定 出 概率 的 问题 . 拿 后 一 例子 而 言 , 如 何以 足够 的 精确 度 定 出 

pzp6, 那 是 要 作 大 量 艰苦 的 工作 的 . 柯 氏 公理 的 意义 在 于 它 

为 一 种 普遍 而 严格 的 数学 化 概率 理论 葛 定 了 基础 .例如 ,刚才 讨论 

过 的 这 个 例子 可 用 于 任何 一 个 只 有 6 个 基本 结果 的 试验 ,而 无 须 

过 问 这 试验 是 掷 仍 子 或 其 他 .这 就 是 数学 的 抽象 化 . 正如 我 们 可 说 

1+2=3, 而 不 必要 去 讨论 一 只 牛 加 二 只 牛 等 于 三 只 牛 之 类 的 东 

西 . 

1.2 古典 概率 计算 
1.2.1 排列 组 合 的 几 个 简单 公式 

按 公 式 41.1), 喜 典 概 率 计算 归 结 为 计算 两 个 数 M 和 六 .这 种 

计算 大 多 涉及 排列 组 合 .二 者 的 区 别 在 于 ,排列 要 计较 次 序 而 组 合 

不 计较 :ca 和 a 是 不 同 的 排列 ,但 是 是 相同 的 组 合 . 

1.2 个 相 异 物件 取 > 个 (1 委 r 委 2 ) 的 不 同 排列 总 数 ,为 

Pz = 一 1l)(2z -2)…2 一 > 二 1) (2.1) 

因为 ,从 ”个 中 取出 排列 中 的 第 1 个 ,有 ”种 取 法 .在 剩 下 的 

2 -工人 个 中 取出 一 个 ,作为 排列 中 的 第 2 个 ,有 -1 种 取 法 …… . 

最 后 ,在 剩 下 的 2--+1l 个 中 取出 一 个 作为 排列 中 的 第 > 个 ,有 

2 -+l 种 取 法 .因此 不 同 的 取 法 数目 为 wm,2 一 1,…,2 -+1l 

这 > 个 数 之 积 , 从 而 得 出 公式 (2.1). 

例如 ,从 a,p,c,d 这 4 个 文字 中 取 两 个 作 排 列 , 有 4x3=12 
种 : 

cb,paacycayaa ,da ,pc cp ,pa doca drc， 

-10 .



  

特别 , 知 交 =, 由 (2.1) 得 

Pr = rr 一 1)…1 = 7 (2.2) 

r! 读 为 “> 阶乘 ,是 前 ~ 个 自然 数 之 积 . 人 们 第 约定 把 0!1 作为 

1. 当 > 不 是 非 负 整数 时 ,记号 r! 没有 意义 . 

2.7 个 相 异 物件 取 > 个 (1 委 r 委 2”) 的 不 同 组 合 总 数 ,为 

C2 = Perl = mLrl0a 一 六 )1) (2.3) 

因为 ,每 一 个 包含 > 物件 的 组 合 ,可 以 产生 >! 个 不 同 的 排列 . 故 

排列 数 应 为 组 合 数 的 ~! 倍 , 由 此 得 出 公式 (2.3). C7? 常 称 为 组 合 

系数 . 

例如 ,从 c,b,c,d 这 4 个 文字 中 取 2 个 作 组 合 . 有 41 / 

(21 21)=6 种 , 即 cb,acyaa ,pc ,pa ,ca . 

在 有 些 书籍 中 把 记号 C2 写 为 C. C? 的 一 个 更 通用 的 记号 是 

(7 我 们 今后 将 用 |{ ” ] 取 代 C?. 当 -= 0 时 , 按 01 = 1 之 约定 ,由 

(2.3) 算出 | ， ] = 1, 这 可 看 作 一 个 约定 .对 组 合 系数 另 一 党 用 的 
约定 是 : 按 公式 

(= -Dr+DAl 
矿 

只 要 r 为 非 负 整 数 ,?” 不 论 为 任何 实数 ,都 有 意义 . 故 ”可 不 必 限 

制 为 自然 数 .例如 , 按 上 式 , 有 
人- (1(-2)…( ~yr)mrl= (~-1y， 广 

3. 与 二 项 式 展 开 的 关系 

组 合 系数 | ”] 又 党 称 为 二 项 式 系数 ,因为 它 出 现在 下 面 娄 知 
的 二 项 式 展开 的 公式 中 ; 

了 (ab 二 > je (2.4) 
2Z 

这 个 公式 的 证 明 很 简单 :因为 ,at+6)7=(a+p) (aa+B)…(a+ 
ee 11 本



  

站 ). 为 了 产生 ab2" :这 一 项 ,在 这 宛 个 (e+p) 中 ,要 从 其 中 的 :个 

取出 c , 另 assavepmaasmaaa 人 

这 也 就 是 ct" -这 一 项 的 系数 
利用 关系 (2. -可 得 出 许多 有 用 的 组 全 公式 全 姐 .在 (2 人 

令 a=6=1, 得 

3 
令 a=--1,5=1, 则 得 

人 -人 的 -ce 人 
另 一 个 有 用 的 公式 是 

人 .5 
过 )m(1+Z) 即 

F 7 =0 

它 是 由 人 恒等式 (1+Zz)” ”=(1+ 

S 小- j=0 

比较 两 边 的 项 的 系数 得 到 的 

4.72 个 相 异 物件 分 成 上 堆 , 各 堆 物 件数 分 别 为 ri ，, 关 的 分 

法 是 

了 一 

11A 人 Cr rel y) (2.6) 

此 处 六 1] 。” ”97 大 都 是 非 负 整数 ,其 和 为 2 ,又 这 里 要 计较 堆 的 次 序 . 

就 是 说 ,和 若 有 5 个 物体 a ,bo,c,d,e 分 成 3 堆 , 则 (ac),(&),(ec) 

和 (pe),(ac),(&) 是 算 作 两 种 不 同 分 法 . 

1 

证 明 很 简单 : 先 从 w 个 中 取出 个 作为 第 1 堆 , 取 法 有 | ， 
| 

种 .在 余下 的 ， -ri 个 中 取出 /个 作为 第 2 堆 , 取 法 有 | ”| 
7 六 2 

种 ,以 此 类 推 , 得 到 全 部 不 同 的 分 法 为 
。 ]12 。



  

37 7 一 六 一 六 2 1 太一 7 和 -1 

六 12 7 ] 估 

利用 公式 (2.3) 并 注意 了 一 1 一 -1 一 和 , 即 得 (2.6) 

(2.6) 常 称 为 多 项 式 系数 ,因为 它 是 (zl+…+ 妈 关 的 展开 式 

中 ,z…z& 这 一 项 的 系数 . 

1.2.2 古典 概率 计算 举例 

例 2.1 一 批 产 品 共 N 个 ,其 中 废品 有 M 个 . 现 从 中 随机 
(或 说 随意 ) 取 出 个 , 问 “其 中 恰好 mm 个 废品 "这 个 事件 已 的 林 
率 是 多 少 ? 

按 1.2.1 所 述 , 从 N 个 产品 中 取出 7 个, 不同 的 取 法 有 

| 种 .所 谓 “ 随 机 * 或 “随意 " 取 , 是 指 这 人 种 取 法 有 等 可 能 
1 天 

性 .这 是 古典 概率 定义 可 以 使 用 的 前 提 . 所 以 ,从 实际 的 角度 言 , 问 

题 在 于 怎样 保证 抽取 的 方法 能 满足 等 可 能 性 这 个 要 求 .以 下 各 例 
中 “随机 ”一 词 也 都 是 作 这 种 理解 . 

使 事件 五 发 生 的 取 法 ,或 者 说 “有利 "于 事件 厂 的 取 法 ,计算 

如 下 :从 M 不 废品 中 取 广 个 , 取 法 有 [种 .从 其 余 N -MA 个 合 

后 品 中 取 ” - mm 个 ,到 法 有 | ，”， | 种 . 故 有 利于 事件 忆 的 取 

法 ,共有 | ， |， ， | 种 . 按 公 趟 (1.1), 得 事件 巨 的 概率 为 

人 人。 er 
这 里 要 求 胺 AM, -mm 和 近 六 - M, 否 则 概率 为 0( 因 巨 为 不 可 能 
事件 ). 

例 2.2 7 双 相 异 的 娃 共 272 只 ,随机 地 分 成 如 堆 ,每 堆 2 只. 

问 “各 堆 都 自 成 一 双 鞋 "这 个 事件 下 的 概率 是 多 少 ? 

把 22 只 鞋 分 成 ， 堆 每 堆 2 只 的 分 法 , 按 公 式 (2.6), 有 N = 
。 13 ，



  

(22)! 2" 种 .有 利于 事件 巨 的 分 法 可 计算 如 下 :把 每 双 童 各 自 
绑 在 一 起 看 成 一 个 物体 ,然后 把 这 相 异 的 ” 个 物体 分 成 堆 ,每 

堆 1 件 . 按 公 式 (2.6) ,分 法 有 M=72! 种 .于 是 
P(E)= MLN = ?4127[(272)1 = 1A(27 -1)0 

af 这 个 记号 对 奇 自 然 数 定义 :a!f1 =1:3.3$…a , 即 所 有 不 超过 

a 的 奇数 之 积 . 

另 一 种 算法 如 王 : 把 这 22 只 鞋 自 左 至 右 排 成 一 列 ( 排 法 有 

(27)1! 种 ), 然 后 ,把 处 在 1,2 位 置 的 作为 一 堆 ,3,4 位 置 的 作为 一 

堆 ,等 等 . 为 计算 使 事件 五 发 生 的 排列 法 ,注意 第 1 位 置 可 以 是 这 

272 只 鞋 中 的 任 一 只 ,其 取 法 有 272 种 .第 1 位置 取 定 后 ,第 2 位 置 

只 有 一 种 取 法 , 即 必 须 取 与 第 1 位 置 的 鞋 配 成 一 双 的 那 一 只 . 依 此 

类 推 , 知 奇 数位 置 依 次 有 22 ,272 -2,272 -4,…,2 种 取 法 ,而 偶数 

位 置 则 都 只 有 1 种 取 法 .所 以 ,有 利于 事件 刁 的 排列 总 数 为 27 

(27 一 2)…2 一 227 1 ,而 

忆 ( 五 ) = 2 1X(27 1 

与 前 面 用 另外 的 方法 算出 的 相同 . 

例 2.3 个 男孩 ,ma 个 女孩 (产妇 2 + 1) 随 机 地 排 成 一 列 . 
问 ”任意 两 个 女孩 都 不 相 邻 "这 个 事件 五 的 概率 是 什么 ? 

把 交 + 产 个 孩子 随意 排列 ,总 
共有 NM=(z+z)1 种 不 同 的 排 

玫 | 3 法 .有 利于 事件 下 发 生 的 排 法 可 计 
算 如 下 : 先 把 ”个 男孩 子 随意 排 成 

一 列 ,总 共有 2! 种 方法 . 排 定 以 后 ,每 两 个 相 邻 男孩 之 间 有 一 位 

置 , 共 有 ?2 -1 个 ;加 上 头 尾 两 个 位 置 , 共 ?+1 个 位 置 (图 1.2 画 

出 了 2=3 的 情况 ，x ?表示 男孩 ,4 个 “oo?” 表 示 刚 才 所 指出 的 7+ 

1I=4 个 位 置 ). 为 了 使 两 个 女孩 都 不 相 邻 ,必须 从 这 7 +1 个 位 置 

中 取出 六 个 放 女孩 , 取 法 有 ( 上 种 . 取 定位 置 后 ,mm 个 女孩 
子 尚 可 在 这 六 个 取 定 位 置 上 随意 排列 ,方法 有 六 1 种 .由 此 推出 ， 

9 一 X 一 0 一 X 一 一 0 一 一 X 一 0 

香 T4 生



  

7 十 芋 
有 利于 事件 下 发 生 的 排列 数 为 M = zi jn 1 ,因此 

es 
如 果 这 2 + 关 个 孩子 不 是 排 成 一 直线 而 是 排 在 一 图 图 上 , 则 

同一 事件 捷 的 概率 是 多 少 ?” 初 一 看 以 为 无 所 区 别 , 其 实 不 然 .看 

图 1.2, 若 以 "X “和 ”"c 分 别 表 男 .女孩 , 则 在 一 直线 上 首尾 两 女孩 

并 不 相 邻 .但 若 把 这 直线 弯 成 一 个 圆圈 , 则 首尾 两 女孩 成 为 相 邻 

了 ,因此 算法 略 有 不 同 .我 们 留 给 读者 去 证 明 : 答 案 为 

(7 J/ 十 772 本 

办 / 7227 

例 2.4 一 个 人 在 口袋 里 放 2 盒 火柴 ,每 盒 支 .每 次 抽烟 时 
从 口袋 中 随机 拿 出 一 盒 ( 即 每 次 每 盒 有 同等 机 会 被 拿 出 ) 并 用 掉 一 

支 . 到 某 次 他 迟早 会 发 现 :取出 的 那 一 盒 已 空 了 . 问 :“ 这 时 另 一 盒 
中 恰好 有 和 支 火柴 ”的 概率 是 多 少 ? 

解法 1 我 们 来 考察 最 初 22 +1- 7 次 抽 用 的 情况 ,每 次 抽 
用 时 有 2 种 方法 (抽出 甲 盒 或 乙 盒 ). 故 总 的 不 同 抽 法 ,有 22?+1-” 
种 . 有 利于 所 述 事 件 的 抽 法 可 计算 如 下 : 先 看 “最 后 一 次 ( 即 第 27 
+1 一 六 次 ) 是 抽出 甲 盒 * 的 情况 .为 使 所 述 事件 发 生 ,在 前 2 - 
广 次 中 ,必须 有 ， 次 抽 用 甲 盒 ,实现 这 一 点 不 同 的 抽 法 为 

[ ”“ 上 类 伺 地 “最 后 一 次 是 抽出 乙 念 "的 抽 法 也 有 这 么 多 ， 
好 1 

777 
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故 有 利于 所 述 事件 的 全 部 抽 法 为 :| “””” } , 而 事件 的 概率 为 
刀 

2 人 国 ”jar 一 妆 本 j/2 (2.8) 

刘 ?2 | 

解法 2 ” 因 每 盒 中 只 有 7 支 , 最 晚 到 第 2z + 1 次 抽取 时 ,或 

在 此 之 前 , 必 发 现 抽出 的 盒子 已 空 .故我 们 不 管 结果 如 何 , 总 把 试 

验 做 到 抽 完 第 22 + 1 次 为 止 ,不 同 的 抽 法 有 2 所 ”种 . 

现在 计算 有 利于 所 述 事件 的 抽 法 . 仍 如 前 , 先 考虑 * 先 发 现 甲 
由 14 。



盒 为 空 "的 抽 法 有 多 少 .这 必然 是 对 某 个 rr 三 0,1;, ,7 一 7 ， 以 

下 情况 同时 出 现 : 

1” 第 ?2+r 次 抽取 时 抽出 甲 盒 ,而 这 时 申 盒 已 是 第 z 次 被 

抽出 ; 

2” 前 2z+r-li 次 抽取 时 , 乙 盒 被 抽出 - 次 (这 不 同 的 抽 法 
7 机 有 和) 

3"” 紧 接 着 的 -和 -> 次 全 是 抽出 乙 盒 ; 

4” 第 22 -zi+1 次 抽取 时 抽出 甲 盒 (这 时 发 现 它 已 空 , 且 乙 

盒 恰 有 2a 文 ); 

$ 最 后 2 次 抽取 结果 可 以 任意 (这 不 同 的 抽 法 有 27” 种 ). 

一 1 广 综合 上 述 , 对 固定 的 >, 抽 法 有 7 j2” 种 因此， 有 
利于 事件 发 生 , 且 先 发 现 甲 盒 为 空 "的 抽 法 ,有 

站 2 or 

Fr 一 0 六 

种 .类 似 地 ， 有 利于 事件 发 生 , 且 先 发 现 乙 盒 为 空 " 的 抽 法 ,也 有 a 

种 , 故 总 数 为 2a ,概率 为 

2a AD2nt+l 一 2 人 一 工 十 /2 (2.9) 

六 / r=0 

两 种 方法 算出 的 结果 ,只 能 有 一 个 . 故 比 较 (2.8) 和 (2.9) ,我 

们 得 到 一 个 组 合 恒等式 

2 7) 三 一 ”| 

7r=0 扩 32 

当然 ,你 也 可 以 怀疑 ,这 两 个 解法 中 有 一 个 不 对 ,因而 上 式 也 可 能 

错 了 .但 此 式 可 另行 证 明 . 为 方便 计 , 将 式 中 的 z 改 为 一 关 , 而 

将 该 式 写 为 

> ”站 ): (= 人” 

r 一 0 了 737 7 

而 因 式 易 用 数学 归纳 法 证 明 : 当 和 =0,1 时 ,直接 计算 可 知 其 成 
人 16 较 

各



  

立 , 然 后 用 易 证 之 等 式 

十 773 
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”去 完成 归纳 证 明 . 

这 个 例子 给 人 的 启发 是 :适当 的 考虑 得 出 的 简洁 解法 .第 二 种 

解法 ,把 试验 做 到 必然 能 见 分 晓 的 地 步 , 较 为 自然 易 懂 ,但 结果 则 

繁复 :要 不 是 有 (2.8) 对 照 ,我 们 可 能 停留 在 (2.9) ,而 得 出 不 理想 

的 形式 .前 一 解法 抓 住 了 这 一 点 :要 使 所 设 事件 发 生 ,抽取 必 然 是 

272 十 1- 7 次 .这 一 简单 的 观察 导致 了 远 为 简洁 的 解 (2.8). 

例 2.$5 有 21 本 不 同 的 书 ,随机 地 分 给 17 个 人 . 问 “ 有 6 人 

得 0 本 ,$ 人 得 1 本 ,2 人 得 2 本 ,4 人 得 3 本 "这 个 事件 乓 的 概率 

是 多 少 ? 

因为 每 本 书 都 有 17 种 可 能 的 分 法 , 故 总 的 不 同 分 法 ,有 1741 

种 . 为 计算 有 利于 事件 巨 的 分 法 ,得 分 两 步 分 析 :个 按 得 书本 数 不 

同 把 17 人 分 成 4 堆 , 各 堆 分 别 含 6(0 本).5(1 本 )、. 2(2 本 )、.4(3 

本 ) 人 .这 不 同 的 分 法 按 公 式 (2.6), 有 171 /(6!1 $!1 21 41) 种 .@ 

把 21 本 书 按 17 人 得 书 数 情况 分 为 17 堆 ,各 堆 数 目 依次 为 

0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1;,2,2,3,3,3,3 

不 同 分 法 有 

211[(016115212314) = 2114(242314) 

二 者 相 乘 ,得 出 有 利于 事件 五 的 分 法 总 数 , 进 而 得 出 五 的 概率 为 

171 211《M(17221331441 3S1 61) 

以 上 举 的 例子 都 有 一 定 的 代表 性 .古典 概率 计算 实质 上 就 是 

排列 组 合计 算 . 但 在 分 析 问 题 时 ,怎样 去 选 定 一 个 适当 的 实现 随机 

化 的 机 制 (如 例 2.4, 例 2.5) ,怎样 去 正确 计算 公式 (1.1) 中 的 M， 

N ,以 保证 既 不 重 算 也 不 漏 算 , 则 需要 细心 .尤其 是 :你 所 设想 的 机 

制 是 否 真 的 实现 了 等 可 能 性 ? 有 时 表面 上 看 想当然 对 ,其 实 是 似 

是 而 非 的 .如 例 2.3 中 ,圆圈 的 情况 和 直线 有 所 不 同一 一 在 直线 上 

正确 地 体现 了 等 可 能 的 做 法 ,在 圆圈 上 却 没有 .再 看 下 例 . 

例 2.6、 7 本 书 随机 给 分 甲 . 乙 二 人 , 问 * 甲 . 乙 各 至 少 得 到 1 
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本 ”这 事件 巨 的 概率 是 多 少 ? 

7 本 书 随 机 地 分 给 2 人 , 甲 得 的 本 数 无 非 是 0,1,……,?2 ,一 其 

有 72+1 种 可 能 性 ,其 中 0 和 7? 两 种 是 “全 归 一 人 ”, 剩 下 7? -1 种 

有 利于 瓦 , 故 P(E)=(2 一 11) 人 ar+T)， 

这 个 解法 是 否 对 ? 不 对 .问题 在 于 :0,1,…，,? 这 ?+1 种 结果 

不 具有 等 可 能 性 . 赁 常识 可 以 推 想 : 若 ” 较 大 , 则 甲 得 zj]2 本 左右 

的 机 会 ,应 比 他 全 得 或 全 不 得 的 机 会 大 一 些 .正确 的 解法 如 下 :7 

本 书 分 给 2 人 ,不同 的 分 法 有 2” 种 .其 中 仅 有 两 种 是 使 事件 瓦 不 

发 生 的 , 故 已 ( 瓦 ) 应 为 (2 一 2)[22=1 -172271. 

1.3 事件 的 运算 、 条 件 概 率 与 独立 性 

在 实用 上 和 理论 上 ,下 述 情 况 常 见 : 问 题 中 有 许多 比较 简单 的 
事件 ,其 概率 易于 算出 或 是 有 了 理论 上 的 假定 值 ,或 是 根据 以 往 的 
经 验 已 对 其 值 作 了 充分 精确 的 估计 . 而 我 们 感 兴趣 的 是 一 个 复杂 
的 事件 瓦 , 它 通过 种 种 关系 与 上 述 简 单 事件 联系 起 来 . 这 时 我 们 
想 设法 利用 这 种 联系 ,以 便利 用 这 些 简 单 事 件 的 概率 去 算出 瓦 的 
概率 .正如 在 微 积 分 中 , 直接 利用 定义 可 算出 若干 简单 函数 的 导 
数 ,但 利用 导数 所 满足 的 法 则 ,可 据 此 算出 很 复杂 的 函数 的 导数 

例如 ,向 一 架 飞 机 射击 ,事件 巨 是 “击落 这 架 飞 机 ”. 设 这 哥 飞 
机 有 一 名 驾驶 员 ,两 个 发 动机 G; 和 G,. 又 假定 当 击 中 驾驶 员 ,或 
同时 击 中 两 个 发 动机 时 ,飞机 才 被 击落 ,记事 件 

FE = 击 中 驾驶 员 ,天 = 击 中 Gi = 1，,2 
则 匹 与 无 o, 尼 ,天 有 关 , 确 切 地 说 ,下 即 由 开 0,Ei,E, 决定 .其 关 
系 可 通过 文字 表达 如 下 : 

歼 = |Eo 发 生 或 者 开 ; ,都 发 生 | 
这 种 表述 很 累 赣 ,我 们 希望 通过 一 些 符号 来 表达 ,这 就 是 本 节 要 讨 
论 的 事件 的 关系 和 运算 . 对 事件 进行 运算 ,如 同 对 数字 作 运 算 一 
样 : 对 数字 进行 运算 得 出 新 的 数 , 而 对 事件 作 运 算 则 得 出 新 的 事 

件 . 
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