
  

本 ”这 事件 巨 的 概率 是 多 少 ? 

7 本 书 随 机 地 分 给 2 人 , 甲 得 的 本 数 无 非 是 0,1,……,?2 ,一 其 

有 72+1 种 可 能 性 ,其 中 0 和 7? 两 种 是 “全 归 一 人 ”, 剩 下 7? -1 种 

有 利于 瓦 , 故 P(E)=(2 一 11) 人 ar+T)， 

这 个 解法 是 否 对 ? 不 对 .问题 在 于 :0,1,…，,? 这 ?+1 种 结果 

不 具有 等 可 能 性 . 赁 常识 可 以 推 想 : 若 ” 较 大 , 则 甲 得 zj]2 本 左右 

的 机 会 ,应 比 他 全 得 或 全 不 得 的 机 会 大 一 些 .正确 的 解法 如 下 :7 

本 书 分 给 2 人 ,不同 的 分 法 有 2” 种 .其 中 仅 有 两 种 是 使 事件 瓦 不 

发 生 的 , 故 已 ( 瓦 ) 应 为 (2 一 2)[22=1 -172271. 

1.3 事件 的 运算 、 条 件 概 率 与 独立 性 

在 实用 上 和 理论 上 ,下 述 情 况 常 见 : 问 题 中 有 许多 比较 简单 的 
事件 ,其 概率 易于 算出 或 是 有 了 理论 上 的 假定 值 ,或 是 根据 以 往 的 
经 验 已 对 其 值 作 了 充分 精确 的 估计 . 而 我 们 感 兴趣 的 是 一 个 复杂 
的 事件 瓦 , 它 通过 种 种 关系 与 上 述 简 单 事件 联系 起 来 . 这 时 我 们 
想 设法 利用 这 种 联系 ,以 便利 用 这 些 简 单 事 件 的 概率 去 算出 瓦 的 
概率 .正如 在 微 积 分 中 , 直接 利用 定义 可 算出 若干 简单 函数 的 导 
数 ,但 利用 导数 所 满足 的 法 则 ,可 据 此 算出 很 复杂 的 函数 的 导数 

例如 ,向 一 架 飞 机 射击 ,事件 巨 是 “击落 这 架 飞 机 ”. 设 这 哥 飞 
机 有 一 名 驾驶 员 ,两 个 发 动机 G; 和 G,. 又 假定 当 击 中 驾驶 员 ,或 
同时 击 中 两 个 发 动机 时 ,飞机 才 被 击落 ,记事 件 

FE = 击 中 驾驶 员 ,天 = 击 中 Gi = 1，,2 
则 匹 与 无 o, 尼 ,天 有 关 , 确 切 地 说 ,下 即 由 开 0,Ei,E, 决定 .其 关 
系 可 通过 文字 表达 如 下 : 

歼 = |Eo 发 生 或 者 开 ; ,都 发 生 | 
这 种 表述 很 累 赣 ,我 们 希望 通过 一 些 符号 来 表达 ,这 就 是 本 节 要 讨 
论 的 事件 的 关系 和 运算 . 对 事件 进行 运算 ,如 同 对 数字 作 运 算 一 
样 : 对 数字 进行 运算 得 出 新 的 数 , 而 对 事件 作 运 算 则 得 出 新 的 事 

件 . 
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1.3.1 事件 的 蕴含 .包含 及 相等 

在 同一 试验 下 的 两 事件 4 和 吕 ,如果 当 A 发 生 时 吾 必 发 生 ， 

则 称 A 蕴含 已 ,或 者 说 吾 包含 A , 记 为 ACEB. 若 A,B 互相 列 含 ， 

即 ACB 且 BCA, 则 称 A,B 两 事件 相等 , 记 为 4A= 也 . 

例如 , 搓 两 粒 仍 子 . 记 

A =:}| 掷 出 的 点 数 之 和 大 于 10|! 

甩 =| 至少 有 一 粒 骨 子 掷 出 6| 

若 事 件 4 发生, 易 见 中 非 发 生 不 可 , 故 4 草 含 巨 . 一 个 形象 的 看 
法 如 图 1.3. 向 一 个 方形 靶 面 射击 ,以 

A4, 忆 分 别 记 ”命中 图 中 所 标 出 的 闭 曲 线 

内 部 的 事件 , 则 命中 A 自 意 味 着 命中 

总 .这 个 图 形 也 说 明了 ” 吾 包含 人 ”这 个 

说 法 的 来 由 . 因 从 图 中 明白 看 出 , 忆 这 

一 块 包 含 了 A 这 一 块 . 

拿 事件 是 试验 的 一 些 结果 ”( 见 
1.1.2 段 ) 这 个 观点 去 看 ,如 果 A 列 含 

中 , 那 只 能 是 :4 中 的 试验 结果 必 在 也 四 ] 3 

中 , 即 吾 这 个 集合 (作为 试验 结果 的 集 

合 ) 要 大 一 些 ， 包 含 " 一 词 即 由 此 而 来 .实际 含义 是 : 若 AC 电 (也 

与 为 B 二 A), 则 A 和 已 相 比 ,更 难 发 生 一 些 , 因 而 其 概率 就 必然 

小 于 或 至 多 等 于 如 的 概率 “两 事件 4 , 忆 相等 无非 是 说 ,A, 忆 

由 完全 同一 的 一 些 试验 结果 构成 , 它 不 过 是 同一 件 事 表面 上 看 来 
不 同 的 两 个 说 法 而 已 . 

例如 , 掷 两 个 仍 子 ,以 4 记事 件 “ 两 吉 子 掷 出 点 数 奇偶 不 同 ”， 
吾 记事 件 “ 掷 出 点 数 之 和 为 奇数 ”. 这 两 个 事件 ,说 法 不 同 , 其 实则 
一 .对 复杂 情况 则 不 必 如 此 一 目 了 然 . 证 明 两 事件 A,B 相等 的 一 
般 方 法 是 : 先 设 事件 A 发 生 , 由 此 推出 妃 发 生 , 再 反 过 来 ,由 假定 

瑟 发 生 推 出 4 发 生 . 这 将 在 后 面 举例 说 明 . 
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1.3.2 事件 的 互 太 和 对 立 

若 两 事件 A,B 不 能 在 同一 次 试验 中 都 发 生 ( 但 可 以 都 不 发 

生 ) , 则 称 它们 是 互 斥 的 .如 果 一 些 事件 中 任意 两 个 都 互 斥 , 则 称 这 

些 事件 是 两 两 互 斥 的 ,或 简称 互 斥 的 . 

例如 ,考虑 投掷 一 个 仍 子 这 个 试验 . 记 五 ; 为 事件 * 掷 出 的 点 数 

为 工 的 倍数 "=2,3,4, 则 五; 与 瑟 4 为 互 斥 . 因 若 下 4 发 生 , 则 有 只 

有 掷 出 4 点 ,而 它 非 3 的 倍数 , 即 下 3 必 不 发 生 . 但 是 ,E 和 天 3 并 

非 互 斥 . 因 若 掷 出 6 点 , 则 二 者 同时 发 生 . 简 言 之 , 互 斥 事件 即 不 两 

立 之 事件 .从 “事件 是 由 一 些 试验 结果 所 构成 的 "这 个 观点 看 , 互 斥 

事件 无 非 是 说 :构成 这 两 个 事件 各 自 的 试验 结果 中 不 能 有 公共 的 . 

互 斥 事件 的 一 个 重要 情况 是 “对 立 事件 ", 若 A 为 一 事件 , 则 

事件 

也 = 14 不 发 生 | 

称 为 A 的 对 立 事件 ,多 记 为 4( 读 作 Abar ,也 记 为 Ac). 

例如 ,投掷 一 个 仍 子 ,事件 A = { 掷 出 奇数 点 | = 11,3,51 的 对 

立 事件 是 吾 =!{ 掷 出 偶数 点 | = 12,4,6}. 对 立 事件 也 常 称 为 “ 补 事 

件 ”. 拿 上 例 来 说 ,事件 A 包含 了 三 个 试验 结果 :1,3 和 5, 而 对 立 

事件 吕 中 所 含 的 三 个 试验 结果 2,4 和 6, 正 好 补足 了 前 面 三 个 ,以 

得 到 全 部 试验 结果 . 

1.3.3 事件 的 和 (或 称 并 ) 

设 有 两 事件 A , 已 ,定义 一 个 新 事件 C 如 下 : 

C=1|4 发 生 , 或 发生 = 114, 有 至少 发 生 一 个 | 
所 谓 定 义 一 个 事件 ,就 是 指出 它 何 时 发 生 , 何 时 不 发 生 . 现 在 这 个 
事件 C 在 何 时 发 生 呢 ? 只 要 A 发 生 , 或 者 也 发 生 ( 或 二 者 同时 发 

生 也 可 以 ) ,就 算是 C 发 生 了 ,不 然 ( 即 4, 刀 都 不 发 生 ) 则 算 作 C 

不 发 生 ,这 样 定义 的 事件 C 称 为 事件 A 与 事件 肆 的 和 , 记 为 
CC 一 A+ 避 

例如 , 搓 一 个 朋 子 ,以 A 记事 件 1 掷 出 偶数 点 | = 12,4,61 ,已 
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记事 件 { 搓 出 3 的 倍数 | = 13,6 人 所, 则 C 

=A4A+ 中 =12,3,4,6}, 即 当 掷 出 的 点 为 

2,3,4 或 6 时 ,事件 C 发 生 , 而 掷 出 1,5$ 

时 则 不 发 生 . 我 们 注意 到 ,两 事件 的 和 ， 

即 把 构成 各 事件 的 那些 试验 结果 并 “在 

一 起 所 构成 的 事件 .如 把 图 1.4 的 正方 

形 视 为 一 个 平面 靶 ,A, 忆 两 事件 分 别 表 

示 命 中 图 中 所 指 闭 曲线 内 部 , 则 C = 

A4+ 蜂 表示 “命中 由 A, 忆 两 闭 曲 线 的 外 图 1.4 

缘 所 围 成 的 区 域 ” 这 区 域 比 4,B 都 

大 , 它 由 A, 忆 两 部 分 合并 而 成 . 当然 ,作为 集合 ,重复 的 部 分 (图 

中 斜 线 标 出 的 部 分 ) 只 须 计 人 一 次 . 

这 样 , 若 C=A4+B, 则 4,B 都 草 含 C,C 包含 A 也 包含 已 . 

经 过 相 加 ,事件 变 “ 大 ”了 (含有 更 多 的 试验 结果 ) ,因而 更 容易 发 生 
了 

  

  

      

事件 的 和 很 自然 地 推广 到 多 个 事件 的 情形 . 设 有 若干 个 事件 

41, 4 4, 它们 的 和 A ,定义 为 事件 

4 =i|41 发 生 , 或 A; 发 生 ,…, 或 4, 发 生 | 

= | 4 4A>，…An 至 少 发 生 一 个 | 

且 记 为 Ai+ 4A)+…+A, 或 》 4A( 也 常 记 为 UUA, ,本 书 不 用 这 
i= 

个 记号 ). A 是 由 把 AAA, 所 包含 的 全 部 试验 结果 并 在 一 起 所 

得 . 和 的 定义 显然 地 推广 到 无 限 个 事件 的 情形 . 

在 此 要 不 厌 其 烦 地 重复 一 点 .有 的 初学 者 对 事件 的 运算 感到 

不 易 理 解 .比如 ,定义 事件 A, 忆 之 和 为 C=1A,B 至 少 发 生 其 

一 全 他 们 问 :既然 已 说 A, 忆 至 少 要 发 生 一 个 , 那 岂 不 是 对 A ,有 

，。 由 于 这 个 原因 ,事件 的 和 也 常 称 为 事件 的 并 ,和 A + 也 也 常 被 记 为 AUB.“U" 
这 个 记号 有 “合并 "的 含义 ,由 于 称呼 和 书写 上 的 方便 ,本 书 中 我 们 一 直 用 “和 "与 "+ 
的 说 法 ,也 有 些 著作 在 当 A,B 互 斥 时 才 把 AUB 写成 人 + 瑟 , 本 书 不 采用 这 个 做 法 . 
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作 了 限制 ? 不 然 ,我们 不 要 忘记 1 工 .1 节 中 所 说 的 “事件 不 是 指 已 发 

生 了 的 情况 ,而 是 某 种 情况 的 陈述 .定义 C 为 "4A, 忆 至 少 发 生 其 

一 ” ,当然 不 是 说 4A,B 已 经 或 必然 发 生 一 个 , 而 是 在 试验 时 , 知 

4, 忆 至 少 发 生 了 一 个 , 则 算 作 C 发 生 了 .在 任 一 次 特定 的 试验 

中 ,当然 可 能 A ,B 都 不 发 生 , 这 时 C 也 就 不 发 生 . 理 解 了 这 一 点 
就 好 办 , 望 读 者 多 加 留意 . 

1.3.4 概率 的 加 法 定理 

定理 3.1 才干 个 互 斥 事件 之 和 的 概率 ,等 于 各 事件 的 概率 

之 和 : 

P(AI+A+…)= PP4AI)+P(A，)+… (3.1) 

事件 个 数 可 以 是 有 限 的 或 无 限 的 ,这 定理 就 称 为 (概率 的 ) 加 法 定 

理 , 其 重要 条 件 是 各 事件 必须 为 两 两 互 斥 . 

在 概率 的 古典 定义 和 统计 定义 之 下 ,(3.1) 很 容易 证 明 . 拿 古 

典 定 义 来 说 , 设 试验 一 共有 N 个 等 可 能 的 结果 ,而 有 利于 事件 

41,4:,… 发 生 的 结果 数 分 别 为 Mi , M2> ,…, 则 由 于 互 斥 性 ,有 利 

于 事件 A= Ali+A42z+… 发 生 的 结果 数 , 应 为 M = AMI+ NM 十 …. 
于 是 

P(4) =(MI+AM2+…)[N = MIMN+ MLN + … 

=P(AI)+P(A)TT… 

对 统计 定义 也 完全 类 似 地 处 理 . 

在 概率 论 书籍 中 ,加 法 定理 往往 被 称 为 加 法 公理 , 即 (3.1) 是 
不 加 证 明 而 被 接受 的 事实 . 这 条 公理 就 是 我 们 在 1.1.5 段 中 提 到 

而 未 加 说 明 的 , 柯 氏 公理 体系 中 的 第 3 条 . 

读者 可 能 会 问 :既然 在 古典 定义 、 统 计 定义 这 样 在 实用 上 重要 
的 概率 定义 之 下 ,(3.1) 是 可 以 证 明 的 ,那么 为 什么 要 把 它 看 作 一 
条 公理 ? 问题 在 于 :你 可 以 想像 而 且 也 确实 可 以 建立 一 种 概率 理 
论 , 其 中 (3.1) 不 成 立 . 柯 氏 公 理 的 意思 是 说 :我 只 考虑 那 种 满足 

(3. 蕊 的 概率 理论 ,而 不 及 其 他 .正如 在 几何 学 中 ,你 可 以 把 “过 不 
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在 直线 / 上 的 任 一 点 只 有 一 条 与 ! 平行 的 直线 "作为 公理 ,由 之 建 

立 一 套 欧 氏 几何 学 ,也 可 以 废弃 这 条 公理 而 建立 非 欧 几 何 学 ,二 者 

都 符合 形式 逻辑 .古典 和 统计 定义 之 适合 (3.1) ,不 过 是 说 明了 : 它 

们 是 柯 氏 公理 体系 中 的 东西 . 

加 法 定理 (3.1) 的 一 个 重要 推论 如 下 : 

系 3.1 以 4 表 A4 的 对 立 事件 , 则 

P(A)=1- P(A4) (3.2) 
证 明 很 容易 .以 2 记 必 然 事 件 , 则 按 对 立 事件 的 定义 有 A + 

4=0 且 4 和 A 互 斥 . 因 P(UO)=1. 用 (3.1) 得 1=P(Q)= P(A 

+A)=P(A)+P(A), 即 (3.2). 

这 个 简单 公式 在 概率 计算 上 有 用 .因为 ,有 时 计算 已 (4 ) 不 

易 , 而 P(4) 则 易 处 理 些 . 

1.3.5 事件 的 积 (或 称 交 ) 事 件 的 差 

设 有 两 事件 A ,下 , 则 如 下 定义 的 事件 C 

C=1!4,B 都 发 生 | 

称 为 两 事件 4 ,B 之 积 或 乘积 ,并 记 为 4AB. 拿 图 1.4 的 例子 来 说 ， 
春分 别 以 4 ,B 表示 "命中 图 中 相应 区 域 " 的 事件 , 则 4B 就 是 事 
件 “命中 图 中 斜 线 部 分 ”. 又 如 骨 子 试验 ,分 别 以 4, 召 记 ”* 掷 出 偶 
数 点 和 ”“ 掷 出 素数 点 "之 事件 , 则 AB 就 是 事件 “ 掷 出 2 点 ” 一 般 ， 
事件 4 ,B 各 是 一 些 试验 结 果 的 集合 ,而 AB 则 由 同属 于 这 两 个 

集合 的 那些 试验 结果 组 成 , 即 这 两 个 集合 的 交叉 “* 按 积 的 定义 ,两 
个 事件 4 ,已 互 斥 , 等 于 说 4B 是 不 可 能 事件 . 

多 个 事件 Ai, A>,…( 有 限 或 无 限 个 都 可 以 ) 的 积 的 定义 类 

似 : 4 = 141,4… 都 发 生 拉 记 为 4 = Ai4…, 或 [4 (事件 
z 一 1 

个 数 有 限 ) 或 | A; (事件 个 数 无 限 ). 
f 一 工 

* 由 于 这 个 原因 ,事件 的 积 也 常 称 为 事件 的 交 , 积 4AB 也 常 记 为 A 门 召 “ 站 ”这 个 

记号 有 取 交 的 含义 . 为 书写 方便 ,本 书 一 直 用 4AB 这 个 记号 . 
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两 个 事件 A ,昌之 差 , 记 为 A 一 百 ,定义 为 

4A4A-B=1l|4 发 生 ,B 不 发 生 | 

例如 , 则 才 提 到 的 掷 仍 子 试 验 中 的 两 个 事件 4 和 B,4-B=14， 
6| .在 图 1.4 中 ,4- 就 是 "命中 图 中 用 点 标 出 的 区 域 " 这 个 事 

件 . 一 般 地 ,A- 刀 就 是 从 构成 A 的 那些 试验 结果 中 ,去掉 在 已 内 

的 那 一 些 . 很 明显 

AAA- 下 =A4AB (3.3) 

其 中 电 是 召 的 对 立 事件 .因为 ,A 有 无非 是 说 ,A, 互 都 发 生 , 即 A 

发 生 吾 不 发 生 . 这样, 差 可 以 通过 积 去 定义 . 

我 们 对 事件 引进 了 和 差 积 等 运算 ,借用 了 算术 中 的 名 词 . 但 应 
注意 ,算术 的 法 则 不 一 定 能 用 于 事件 运算 .有 些 规则 是 成 立 的 , 例 
如 ,和 A+ 召 及 积 4B 与 次 序 无 关 :A4A+B=B+4,AB=BA4, 这 

由 定义 直接 看 出 .乘法 结合 律 也 成 立 :(4AB)C=A4(BC)( 它 们 都 
等 于 ABC) .分 配 律 也 对 ,例如 : 

A4(B-C)=A4B-AC (3.4) 
证 明 如 下 : 设 在 左边 的 事件 发 生 , 则 按 积 的 定义 ,事件 A 和 忆 - C 
都 发 生 . 按 差 的 定义 ,发 生 ,C 不 发 生 .因此 ,A,B 同时 发 生 而 
4,C 不 同时 发 生 , 故 AB 发 生 而 AC 不 发 生 . 按 差 的 定义 , 即 知 
4B -AC 发 生 . 反 过 来 , 若 右边 的 事件 发 生 , 则 AB 发 生 而 AC 不 
发 生 . 由 前 者 知 4A,B 都 发 生 , 由 A 发 生 及 AC 不 发 生 , 知 C 不 发 
生 , 故 妃 -C 发 生 . 因 A 和 中 -C 都 发 生 知 A(B - C) 发 生 , 这 证 
明了 (3.4). 

这 就 是 我 们 在 本 节 1.3.1 段 未 尾 处 指出 的 证 明 事件 相等 的 一 
般 方 法 之 一 实例 .读者 必须 了 解 , 像 (3.3) ,(3.4) 这 类 的 等 式 , 不 过 
是 反映 了 一 种 逻辑 关系 ,因而 必须 用 上 述 逻 辑 思维 的 方式 去 验证 . 
有 些 关 系 ,看 来 不 习惯 ,但 逻辑 上 很 简单 .例如 ,4A+A=A4 而 非 
24(2A 无 意义 ) ,4AA=A 而 非 A2(42 无 意义 ), 由 A -= 人 (不 
可 能 事件 ) , 推 不 出 A = 已 ,而 只 能 推出 ACB. 又 如 ,(A 一 B)+BB 
并 不 是 4 而 是 4A+ 刀 (请 读者 自 证 ) ,等 等 . 
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1.3.6 条件 概率 

一 般 讲 ,条 件 概 率 就 是 在 附加 一 定 的 条 件 之 下 所 计算 的 概率 . 

从 广义 的 意义 上 说 ,任何 概率 都 是 条 件 概率 , 因为 ,我 们 是 在 一 定 

的 试验 之 下 去 考虑 事件 的 概率 的 ,而 试验 即 规定 有 条 件 .在 概率 论 
中 ,规定 试验 的 那些 基础 条 件 被 看 作 是 已 定 不 变 的 . 如 果 不 再 加 入 
其 他 条 件 或 假定 , 则 算出 的 概率 就 叫做 “无 条 件 概率 ”, 就 是 通常 所 
说 的 概率 . 当 说 到 "条 件 概 率 " 时 ,总 是 指 另外 附加 的 条 件 , 其 形式 
可 归 竺 为 "已 知 某 事件 发 生 了 ?”. 

例如 ,考虑 掷 一 个 山子 的 实验 .这 里 , 仍 子 必须 为 均匀 的 正 立 
方 体 , 抛 括 要 有 足够 的 高 度 等 要 求 , 是 这 试验 的 固有 规定 ,不 作为 
附加 条 件 . 考虑 三 个 事件 :A :… 掷 出 素数 点 ", 忆 :“ 掷 出 奇数 点 ”,C : 
“ 掷 出 偶数 点 " ,有 

4=j2,3,31 8 = 11,3,51C = 12.4,6| (3.5) 
于 是 算出 A 的 (无 条 件 ) 概 率 为 36=17Z2. 现 若 附 加 上 “已 知已 发 
生 , 则 可 能 情况 只 有 三 种 :1,3,5$, 其 中 两 种 有 利于 A 发 生 , 故 在 
这 条 件 下 ,A 的 条 件 概 率 , 记 为 P(4A|B), 等 于 2/3. 同 样 ,在 给 定 
事件 C 发 生 的 条 件 下 ,A 的 条 件 概率 为 P(A1C)=173. 

让 我 们 在 古典 概率 的 模式 下 来 分 析 一 般 的 情况 . 设 一 试验 有 
N 个 等 可 能 结果 ,事件 A , 忆 分 别 包 含 其 Mi 和 M, 个 结果 ,它们 
有 Mi 个 是 公共 的 ,这 就 是 事件 AB 所 包含 的 试验 结果 数 . 若 已 给 
如 发 生 , 则 我 们 的 考虑 由 起 先 的 N 个 可 能 结果 局 限 到 现在 的 M， 
个 ,其 中 只 有 Mi 个 试验 结果 使 事件 A 发 生 , 故 一 个 合理 的 条 件 
概率 定义 ,应 把 P(A1B) 取 为 MyM;， .但 

MDALM = (MDp7N)AAMIAN) = P(AB)ZP(B) 

由 此 得 出 如 下 的 一 般 定义 ，; 

定义 3.1 设 有 两 事件 4 ,有 而 P(B) 夭 0. 则 “在 给 定 电 发 生 
的 条 件 下 A 的 条 件 概率 ”, 记 为 P(A1B) ,定义 为 

P(4|B) = P(4AB)ZP(B) (3.6) 
当 P(B)=0 时 ,(3.6) 无 意义 .在 高 等 概率 论 中 ,也 要 考虑 
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P(4A|B) 当 P(B)=0 时 的 定义 问题 , 那 要 牵涉 到 高 深 的 数学 , 超 

出 本 书 范 围 之 外 .在 后 面 我 们 也 会 和 个 别 这 种 情况 打交道 , 那 可 以 

用 极限 的 方法 去 处 理 . 

(3.6) 是 条 件 概 率 的 一 般 定 义 , 但 在 计算 条 件 概 率 时 ,并 不 一 

定 要 有 它 . 有 时 ,直接 从 加 入 条 件 后 改变 了 的 情况 去 算 ,更 为 方便 . 

举 一 个 例子 . 

例 3.1 掷 三 个 均匀 仍 子 .已 知 第 一 粒 骨 子 掷 出 么 点 (事件 

8B). 问 :” 掷 出 点 数 之 和 不 小 于 10?” 这 个 事件 A 的 条 件 概率 是 多 

少 ? 

既然 第 一 粒 吉 子 已 坐 定 了 1 , 则 在 这 一 条 件 下 ,为 使 事件 A 

发 生 ,第 二 .三 粒 般 子 掷 出 点 数 之 和 不 能 小 于 9. 这 一 情况 有 10 

种 , 即 36,63,45,S4,46,64,55$,56,65,66. 这 里 “36” 表 示 第 二 、 三 

粒 仍 子 分别 掷 出 3 和 6, 余 类 推 ,这样 ,得 出 P(A1B)=10436=S7 

18. 

此 题 若 直接 用 公式 (3.6) 计 算 , 则 比 上 述 解 法 复杂 些 ,读者 可 

一 试 以 证 明 结果 一 致 . 

1.3.7 事件 的 独立 性 ,概率 乘法 定理 

设 有 两 事件 A ,B.A 的 无 条 件 概率 P(A) 与 其 在 给 定 已 发 生 

之 下 的 条 件 概率 P(A| 召 ) ,一 般 是 有 差异 的 .这 反映 了 这 两 事件 
之 间 存 在 着 一 些 关 联 . 例 如 , 若 P(A|B)>P(A), 则 忆 的 发 生 使 
A 发 生 的 可 能 性 增 大 了 : 昌 促 进 了 A 的 发 生 . 

反之 , 若 P(4)=P(A|1B), 则 百 的 发 生 与 否 对 4 发 生 的 可 
能 性 毫 无 影响 ”. 这 时 在 概率 论 上 就 称 4A,B 两 事件 独立 ,而 由 
(3.6) 得 出 

* 这 样 说 应 补充 :由 P(4)=P(41IB) 推 出 P(4)= P(4| 巨 ), 百 为 下 的 对 立 事件 . 
事实 上 ,由 P(4)=P(41) 及 (3.6) 知 P(4AB)= P(A)P(B). 因 为 4A=AB+A 巨 昌 
4B,4B 互 斥 , 知 P(4AB)=P(4A)-P(AB)=P(A)-P(A)P(B)=-P(A)J(1- P(BJ) 
=P(4A)P(B). 故 P(4IB)=P(AE)7P(E)= P(A)， 
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P(AB) = P(A)P(B) (3.7) 
拿 此 式 来 刻画 独立 性 , 比 用 P(4)=P(A|B) 更 好 , 因 (3.7) 不 受 
P(B) 是 否 为 0 的 制约 ( 当 P(B) 为 0 时 (3.7) 必 成 立 ). 因 此, 我们 
取 如 下 的 定义 : 

定义 3.2 两 事件 4,B 若 满足 (3.7), 则 称 4 , 忆 独立 . 
定理 3.2 两 独立 事件 4A,B 的 积 AB 之 概率 P(AB) 等 于 其 

各 自 概 率 之 积 P(A)P(B). 
这 个 定理 就 是 (3.7) 式 , 它 称 为 “概率 的 乘法 定理 ”. 其 实 , 它 就 

是 独立 性 的 定义 ,我 们 之 所 以 又 将 它 重复 列 出 并 标 为 一 个 定理 ,就 
是 因为 这 个 事实 极其 重要 。 

在 实际 问题 中 ,我 们 并 不 常用 (3.7) 式 去 判断 两 事件 A,B 是 
和 否 独立 ,而 是 相反 :从 事件 的 实际 角度 去 分 析 判 断 其 不 应 有 关联 因 
而 是 独立 的 ,然后 就 可 以 用 (3.7). 例 如 ,两 个 工人 分 别 在 两 台 机 床 
上 进行 生产 ,彼此 各 不 相干 , 则 各 自 是 否 生产 出 废品 或 多 少 废 品 这 
类 事件 应 是 独立 的 . 一 城市 中 两 个 相距 较 远 的 地 段 是 否 出 交通 事 
故 ,一 个 人 的 收入 与 其 姓氏 笔划 ,这 类 事 赁 常识 推 想 ,认定 为 独立 
的 . 

由 此 可 知 ,两 事件 有 独立 性 多 半 是 在 下 述 情况 之 下 产生 的 :有 
两 个 试验 El; 和 巨 ,其 试验 结果 (各 有 许多 ) 分 别 记 之 以 el 和 e，， 
考虑 一 个 “大 ?试验 巨 , 它 由 下 ;, E, 两 部 分 构成 ( 故 已 常 称 为 复合 
试验 ) ,可 记 为 瓦 =( 尼 , 尼 )), 其 结果 可 记 为 (el,e?). 在 试验 下 的 
一 个 事件 , 即 是 牵涉 到 (eli,ez) 的 某 一 个 陈述 ( 见 1.1.2). 如 果 Ai， 

4; 是 两 个 事件 ,41 只 牵涉 el 而 4， 只 牵涉 。, 则 当 两 试验 结果 
如 果 彼 此 不 影响 时 ,Ai,A, 会 有 独立 性 . 可 以 举 一 个 具体 例子 , 设 
试验 已 ; 为 掷 一 个 均匀 仍 子 ,其 试验 结果 el 有 6 个 :1,2,…,6. 试 

验 巨 ; 为 掷 一 个 硬币 ,其 结果 e, 有 两 个 :“ 正 ”和 “ 反 ”. 定义 两 事件 
Ai,A>: 

41 = | 掷 出 1 点 上 4， = | 掷 出 正面 | 

这 两 个 事件 可 看 成 同一 试验 下 下 的 两 个 事件 ,已 = | , 忆 中 , 它 包 
含 12 个 可 能 结果 : 
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(1, 正 ),(1, 反 ),(2, 正 ),(2, 反 ),，…,(6, 正 ), (6, 反 ) 

事件 4 包含 两 个 可 能 结果 , 即 |(1, 正 ),(1, 反 )| ,而 A, 则 包含 6 
个 可 能 结果 :此 1, 正 ),(2, 正 ),，…,(6, 正 ). 通 过 这 种 方式 ,我 们 把 

两 个 看 来 不 相干 的 事件 A, 和 A， 统一 在 一 个 试验 瓦 之 下 ,而 其 

独立 性 就 好 理解 了 一 一 即 捕 骨 子 和 掷 硬 币 彼 此 不 影 啊 而 已 .这 种 

把 兰 干 个 不 相干 的 试验 统一 起 来 的 做 法 ,看 起 来 好 像 纯 粹 是 一 种 

形式 ,但 在 理论 上 有 其 方便 . 

如 果 试 验 的 内 容 真 是 单一 的 ,那么 ,在 这 种 试验 下 两 事件 独立 

是 较 少 出 现 的 例外 . 因为 ,两 个 事件 既然 都 依赖 同 -- 批 结果 ,彼此 
谅 必 会 有 影响 . 掷 两 个 均匀 吉 子 ,以 4A; 记 " 点 数 和 为 ;的 倍数 ”， 
1 二 2,3,S. 通 过 用 (3.7) 验 证 可 知 ,A4， 与 4; 独立 ,但 这 非 一 般 性 
质 ,比如 ,4A; 与 45 就 不 独立 .对 这 种 “单一 "性 试验 ,(3.7) 作 为 验 
证 独立 性 的 工具 ,还 是 有 用 的 .有 时 ,未 经 周到 考虑 的 直观 也 可 能 

引入 歧途 . 

例 3.2 再 考虑 例 3.1, 记 =}| 至少 有 一 个 骨 子 掷 出 1 ,而 
把 事件 A 定义 为 A = | 三 个 骨 子 掷 出 的 点 数 中 至 少 有 两 个 一 样 

( 即 不 全 相 异 )}, 问 A, 电 是 否 独立 ? 

初 一 看 使 人 的 倾向 于 相信 4 ,已 独立 ,理由 如 下 :知道 已 发 
生 , 即 知道 掷 出 的 点 中 有 1, 对 A 而 言 , 似 与 知道 掷 出 的 点 中 有 2 

(或 3,4,5,6 都 可 以 ) 一 样 . 故 1 这 个 数 并 不 相对 地 更 有 利于 或 更 
不 利于 A 发 生 .经 过 计算 发 现 不 然 :4A, 忆 并 不 独立 .这 一 点 看 来 

有 些 难 理解 ,但 是 ,如 按 下 述 分 析 , 则 可 以 信服 :考虑 孔 . 若 吾 发 
生 , 则 三 个 仍 子 都 不 出 么 .这 样 ,它们 都 只 有 $ 种 可 能 性 (2,3,4,5， 

6) , 比 不 知 妃 发 生 时 可 能 取 的 点 数 1,2,3,4,5,6 少 了 一 个 ,在 5 个 
数 中 拿 3 个 (每 个 可 重复 拿 ) ,其 有 两 个 一 样 的 可 能 性 , 自 应 比 在 6 
个 数 中 拿 3 个 时 ,有 两 个 一 样 的 可 能 性 要 大 些 .这 个 分 析 指出 应 有 
P(A)<P(A| 巨 ), 由 此 推出 P(A)>P(A|)( 见 习题 15),A , 忆 
不 独立 ， 

多 个 事件 独立 性 的 定义 ,就 是 两 个 事件 情况 的 直接 推广 . 
定义 3.3 设 Al,Az,… 为 有 限 或 无 限 个 事件 .如 果 从 其 中 任 
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意 取出 有 限 个 A,， ,4 ，…A4; 都 成 立 ， 

P(A AAAi ) 三 P(A )P(CA)P(A; ) (3.8) 

则 称 事件 Ai,A，>,… 相 互 独立 或 简称 独立 ， 

这 个 定义 与 由 条 件 概 率 出 发 的 定义 是 等 价 的 ,后 者 是 说 :对 任 

何 互 不 相同 的 1,2，…, 和 ,有 

P(A 1 A…A ) 二 P4A; ) (3.9) 

即 任意 事件 A; 发 生 的 可 能 性 大 小 ,不 受 其 他 事件 发 生 的 影响 . 这 

更 接近 于 独立 性 的 原 义 .但 是 ,(3.9) 的 左边 依赖 于 忆 (A…A4i ) 

>0 ,否则 无 意义 ,而 (3.8) 就 没有 这 个 问题 .另外 ,定理 3.2 后 面 说 

的 那 段 话 当 然 也 适用 于 多 个 事件 的 情形 :多 个 事件 的 独立 性 往往 

产生 于 由 多 个 试验 构成 的 复合 试验 中 ,每 个 事件 只 与 其 中 一 个 试 

验 有 关 . 

由 独立 性 定义 立即 得 出 下 面 的 概率 乘法 定理 : 
定理 3.3 若干 个 独立 事件 A,…,A4A, 之 积 的 概率 ,等 于 各 

事件 概率 的 乘积 : 

P(ATDA,) = PC(AND)…P(CA,) (3.10) 

乘法 定理 的 作用 与 加 法 定理 一 样 :把 复杂 事件 的 概率 的 计算 

归结 为 更 简单 的 事件 概率 的 计算 ,这 当然 要 有 条 件 : 相 加 是 互 斥 ， 
相 乘 是 独立 . 

由 独立 性 定义 可 得 到 下 面 两 条 重要 推论 . 

系 3.2 独立 事件 的 任 一 部 分 也 独立 .例如 ,A, 虽 ,C,PD 四 事 

件 相互 独立 , 则 4,C, 或 4,B,D 等 ,都 是 独立 的 ， 

这 一 点 由 独立 性 定义 直接 推出 .更 进一步 可 推广 为 :由 独立 事 

件 决定 的 事件 也 独立 .举例 来 说 , 若 事件 4 ,…, As 相互 独立 , 则 

以 下 三 事件 

Bi =A4A+A4,B, = 4 -AAS = 4:A， (3.11) 

也 独立 .这 在 直观 上 很 显然 ,但 证 明 起 来 很 麻烦 ,因为 可 以 产生 的 
事件 很 多 .在 下 一 章 中 我 们 将 指出 另外 的 考虑 方法 ( 见 第 二 章 例 
3.7). 
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如 果 把 B; 改 为 444AjA6, 则 B，,B3 ,就 不 一 定 独立 了 . 理由 

也 很 明显 :二 者 都 与 A4 有 关 ,因而 彼此 也 就 有 了 关系 . 

系 3.3 若 一列 事 件 Ai ,A， ,… 相 互 独立 , 则 将 其 中 任 一 部 分 

改 为 对 立 事件 时 ,所 得 事件 列 仍 为 相互 独立 . 

例如 , 若 Ai ,4A;,,A3 相互 独立 , 则 Ai ,A，,A3 ,或 Ai,A，，,A3， 

或 4,A>,A3 等 ,都 是 互相 独立 的 . 

这 一 点 从 直观 上 也 很 显然 , 且 对 两 个 事件 的 情况 ,已 在 27 页 

的 足 注 中 作 过 证 明 . 让 我 们 再 看 一 个 三 个 事件 的 例子 .比如 ,要 证 

Ali,A,A3 独立 ,要 对 其 验证 (3.8), 其 中 有 P(AIA， 4A3) = 
P(AUD)P(A>)P(A4A3). 为 此 注意 

4 43 = 414，43; + 414，A3 

且 右 边 两 事件 互 斥 , 故 

P(AIAA3) =P(4,， Ai) - P(AIA，A3) 

=P(4)P(A) - P(AIA, AI) (3.12) 

再 利用 AAA, = AAA4A3+ AIA，A3 ,得 

P(4IA; 43) =P(414) - P(A147 43) 

=P(4i)P(4A:) -PLAND)P(4)P(Ai) 

=P(LAID)P(A:)GLE- P(A3)) 

=P(4i)P(A)P(A3) 

以 此 代 和 人 (3.12) ,得 

P(414; 43) = 忆 (4)P(43) - P(4U)P(4))P(A3) 

=(1-P(4D))P(4)P(A) 

=P(AI)P(A)P(A3) 

明 所 和 欲 证 .可 以 看 出 : 当 涉 及 众多 的 事件 时 ,这 么 处 理会 很 元 长 ,但 

并 无 任何 实质 困难 (可 使 用 数学 归纳 法 ,对 所 含 对 立 事件 个 数 进行 
归纳 ). 

除了 相互 独立 之 外 ,还 有 所 谓 "“ 两 两 独立 ”的 概念 . 一 些 事件 
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独立 必 推 出 两 两 独立 , 反 过 来 不 一 定 对 .从 数学 上 ,这 无 非 是 说 :由 

(3.8) 对 和 =2 及 任何 妆 短 成立 ,不必 能 推出 该 式 当 2 >2 时 

也 成 立 .下 面 是 一 个 简单 的 例子 : 

例 3.3 有 四 个 大 小 质地 一 样 的 球 ,分 别 在 其 上 写 上 数字 1 ， 

2,3 和 ”1,2,3”, 即 第 4 个 球 上 1,2,3 这 三 个 数字 都 有 .引进 三 个 

事件 : 

4; = | 随机 抽出 一 球 , 球 上 有 数字 ij, = 1,2,3 

所 谓 随 机 抽出 一 球 , 即 每 球 被 抽出 的 概率 都 是 14. 易 见 P(Ai)= 
P(A))=P(4A3)=1Z2. 因 为 ,为 使 事件 A, 发 生 ,必须 抽出 第 一 球 
或 第 四 球 , 有 2 种 可 能 .又 P(AIA))=P(AIAi)=P(4A;Ai) = 

1 人 4. 因 为 ,要 Ali,A，; 同时 发 生 ( 抽 出 的 球 上 既 有 1 又 有 2), 必 须 

抽出 第 四 球 . 这 样 ,对 任 一 对 事件 A,A) ,都 有 1M4=P(4:A4i) = 
P(4;)P(Ai), 而 Ai,A?,A3 为 两 两 独立 ， 

但 4i,4;,A3 不 是 相互 独立 . 因为 , 易 见 P(AiA;A;) 也 是 
1[4, 而 P(AUD)P(A)P(A3) 为 1, 二 者 不 相等 . 

在 现实 生活 中 ,难于 想像 两 两 独立 而 不 相互 独立 的 情况 .可 以 

这 样 想 :独立 性 毕竟 是 一 个 数学 概念 ,是 现实 世界 中 通常 理解 的 那 

种 “独立 性 ”的 一 种 数学 抽象 , 它 难 免 会 有 些 不 尽 人 意 的 地 方 . 

独立 人 性 的 概念 在 概率 论 中 极端 重要 . 较 早 期 (比方 说 ,到 上 世 
纪 30 年 代 止 ) 的 概率 论 发 展 中 , 它 占 据 了 中 心地 位 .时 至 今日 ,有 

不 少 非 独立 的 理论 发 展 了 起 来 ,但 其 完善 的 程度 仍 不 够 . 而且, 独 

立 性 的 理论 和 方法 也 是 研究 非 独 立 模型 的 基础 和 工具 .在 实用 上 ， 
确 有 许多 事件 其 相依 性 很 小 ,在 误差 容许 的 范围 内 ,它们 可 视 为 独 

立 的 ,而 方便 于 问题 的 解决 . 

利用 本 节 中 引进 的 事件 运算 ,独立 性 概念 ,加 法 乘法 定理 ,可 
计算 一 些 较 复杂 事件 的 概率 . 举 几 个 例子 ， 

例 3.4 考虑 本 节 开 始 处 提 到 的 那个 “ 打 飞 机 ”的 例子 . 按 所 

作 规 定 ， 飞 机 被 击落 "这 事件 瓦 可 表 为 

下 一 正 0 十 五 1 下 ， 

设 下 0 ,下 , 王 , 三 事件 独立 . 这 假定 从 实际 角度 看 还 算 合理 .记忆 。， 
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巨 1 , 忆 ; 的 概率 分 别 为 to,zi,z .为 算 的 概率 已 ( 正 ), 不 能 直接 

用 加 法 定理 , 因 巨 0 与 已; 尼 , 并 非 互 斥 ,考虑 巨 , 易 见 = 正 0 下 1 顾 ?. 

因 尼 ,,E,E; 独立 , 按 系 3.2 后 面 指出 的 ,下 。 和 瑟瑟 ;独立 , 故 

P( 开 ) = P(Eo)P(EIE2) 

有 PCEo)=1-P(Eo)=1-zo,P(EIE2)=1- PEIE2)=1- 
PEIDP(E)=1-zpp 代 和 人 上 式 得 P(E)=(1=- po)(1- 

轧 1 户 > ) ,而 

P( 下 ) =1- PE)=1-(1- po)(1- 力 2p2) 

一 Zoo+zpzpz 一 zzplp> 

例 3.5 甲乙 二 人 下 象棋 ,每 局 甲 胜 的 概率 为 < , 乙 胜 的 概 

率 为 8, 为 简化 问题 , 设 没 有 和 局 的 情况 ,这 意味 着 wc + 0 = 1. 

设想 甲 的 棋艺 高 于 乙 , 即 c >0. 考 虑 到 这 一 点 ,他 们 商定 最 终 

胜 负 的 规则 如 下 :到 什么 时 候 为 止 甲 连 胜 了 三 局 而 在 此 之 前 乙 从 

未 连 胜 二 局 , 则 甲 胜 . 反 之 , 若 到 什么 时 候 为 止 乙 连 胜 了 二 局 而 在 

此 之 前 甲 从 未 连 胜 三 局 , 则 乙 胜 . 现 要 求 “ 甲 最 终 取 胜 ” 这 事件 A 

的 概率 P(A), 及 " 乙 最 终 取胜 "这 事件 中 的 概率 P(B ). . 

为 方便 计 ,分 别 以 下 和 下 表 甲 、 乙 在 特定 的 一 局 取胜 的 事件 ， 

有 P(CE)=a,P(CF)=0, 现 考虑 " 甲 取胜 ?的 事件 A ,分 两 种 情况 . 

1. 第 一 局 甲 胜 而 最 终 甲 胜 了 . 

这 一 情况 又 可 分 解 为 许多 子 情 况 : 对 =0,1,2…, 甲 经 过 7 

个 阶段 后 才 取 胜 , 每 个 阶段 是 EF 或 EEF, 然 后 接着 来 一 个 
FEFE 玉 .例如 , 甲 经 过 4 个 阶段 后 获胜 的 一 种 可 能 实战 结果 为 

即 共 下 了 11 局 甲 才 获胜 ,其 中 第 1,2,4,6,7,9,10,11 局 甲 胜 , 其 
余 乙 胜 . 

每 个 阶段 不 是 EF 就 是 EFEF ,这 两 种 情况 互 斥 , 又 由 独立 性 ， 
知 每 个 阶段 概率 为 ap + aap=ap(1+a). 再 由 独立 性 , 知 “* 经 岂 阶 

段 后 甲 获胜 ”的 概率 ,为 [ap(1+a)j"a3.72 可 以 为 0,1,2,…, 不 同 
的 ，” 互 斥 . 于 是 这 部 分 概率 总 和 为 
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户 三 ay [ab +a)]j”=as/ 人 1-co(1+a)] 
5 一 0 

2. 第 一 局 乙 胜 而 最 终 甲 胜 了 . 

既然 第 一 局 为 下 而 最 终 甲 胜 , 第 二 局 必须 是 玉 , 故 从 第 二 局 

作 起 点 看 .我 们 回 到 了 情况 1, 从 而 这 部 分 的 概率 为 0p( 请 读者 注 

意 , 这 里 事实 上 已 用 了 概率 的 乘法 定理 :已 (第 一 局 乙 胜 且 最 终 甲 

胜 ) = 成 (第 一 局 乙 胜 ) 已 (第 二 局 甲 胜 旦 最终 甲 胜 ) ,第 一 项 为 b 而 

后 -一 项 为 户 .总 合 两 个 情况 (它们 互 斥 ) ,用 加 法 定理 ,得 
P(A) = as(1+0)《L1- aoCl+a)] (3.13) 

直观 上 我 们 党 得 ,这 个 竞赛 无 限期 拖 下 去 分 不 出 胜 负 是 不 可 

能 的 ,这 意味 着 P(B)=1- P(4A). 可 是 ,上 述 直 观看 法 仍 须 证 明 ， 
不 如 直接 算 . 方 法 与 算 P(A) 一 样 ,但 须 分 三 种 情况 :@ 第 一 局 乙 
胜 .他 第 一 局 甲 胜 ,第 二 局 乙 胜 . @ 前 两 局 甲 胜 , 我 们 把 具体 计算 留 

给 读者 (习题 16). 结 果 为 

P(B) = (1+ 均 +a2)p2ML1-apo(1+a)] (3.14) 

由 于 a +2=1, 极 易 验 证 P(4)+P(B)=1. 

这 个 例子 值得 细心 品味 .第 一 , 它 提 供 了 一 个 涉及 到 无 限 个 事 
件 的 情况 (在 甲 最 终 取胜 前 可 以 经 过 任意 多 的 “阶段 ?) ,以 及 在 无 
穷 个 事件 时 使 用 加 法 定理 (3.1). 第 二 ,本 例 告诉 我 们 ,在 面 对 一 个 

复杂 事件 时 ,主要 的 方法 是 冷静 地 分 析 以 设法 把 它 分 拆 成 一 些 互 

斥 的 简单 情况 . 这 里 ,必须 细心 确保 互 斥 性 又 无 遗漏 ,一 着 不 慎 , 满 
盘 皆 非 . 

例 3.6 设 一 个 居民 区 有 2” 个 人 , 设 有 一 个 邮局 , 开 c 个 窗 
口 , 设 每 个 窗口 都 办 理 所 有 业务 .c 太 小 ,经 常 排 长 队 ;c 太 大 又 不 
经 济 . 

现 设 在 每 一 指定 时 刻 ,这 ”个 人 中 每 一 个 是 和 理 在 邮局 是 独立 
的 ,每 人 在 邮局 的 概率 都 是 如 .设计 要 求 : “在 每 一 时 刻 每 窗口 排队 
人 数 ( 包 括 正在 被 服务 的 那个 人 ) 不 超过 产 " 这 个 事件 的 概率 ,要 
不 小 于 <( 例 如 ,a=0.80,0.90 或 0.95). 问 至 少 须 设 多 少 窗 口 ? 

把 ?2 个 人 编号 为 1,……，,?2 ,记事 件 
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已, = | 在 指定 时 刻 第 个 人 在 邮局 办 事 1 ,=1,……,2 则 在 指 

定时 刻 , 邮 局 的 具体 情况 可 以 用 形 如 
瓦 ， 瑟 )3 已 4 已 巨 0 巨 8 巨 1 正 ， (3.15) 

这 种 事件 去 描述 之 . 为 了 每 个 窗口 排队 人 数 都 不 超过 m ,在 上 述 

序列 中 ,不 加 “bar ”的 五 的 个 数 ,至 多 只 能 是 cm . 现 固定 一 个 委 
cz ,来 求 “ 在 (3.1$) 中 恰 有 个 不 加 bar 的 已 " 这 事件 下 的 概率 . 

由 独立 性 以 及 P(E;)= 户 ,P(E)=1-, 知 每 个 像 (3.15) 那 样 的 

序列 且 不 加 bar 的 瑟 恰 有 有 个 时 ,概率 为 闪 (1 一 六 ) .但 和 个 不 

加 bar 的 位 置 ,可 以 是 交 个 位 置 中 的 任何 玉 个 .因此 ,一 共有 

上 个 形 如 (3.15$) 的 序列 ,其 中 不 加 bar 的 瓦 恰 有 R 个 ,这 样 得 

到 已 CB,) - 亿 JrG-" 由 于 4 可 以 为 0,1…，,om, 且 不 同 

的 到 对 应 的 有 互 斥 , 故 得 

P( 每 个 窗口 排队 人 数 不 超 过 zz) = 六 (一 旋 

(3.16) 

找 一 个 最 小 的 自然 数 c, 使 上 式 不 小 于 指定 的 a ,就 是 问题 的 答 
案 . 

这 是 一 个 有 现实 意义 的 例题 .在 ” 较 大 时 ,可 用 更 方便 的 近 

似 方法 确定 c ,参见 第 三 章 例 4.1. 当然 ,实际 问题 比 本 例 描述 的 要 

复杂 得 多 ,因为 有 一 个 每 人 服务 时 间 长 得 的 问题 . 这 时 间 长 得 并 非 

固定 而 是 随机 的 . 这 类 问题 属于 排队 论 , 是 运筹 学 的 一 个 分 支 . 本 
例 是 运筹 学 与 概率 论 有 联系 的 一 个 例子 . 

1.3.8 全 概率 公式 与 贝 叶 斯 公式 

全 概率 公式 

设 Bi,B2z, 为 有 限 或 无 限 个 事件 ,它们 两 两 互 斥 且 在 每 次 
试验 中 至 少 发 生 一 个 .用 式 表 之 , 即 

B;Bi = 人 (不 可 能 事件 ) , 当 ; 尖 7 
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也 ;+ B, +… = 0( 必 然 事件 ) 

有 时 把 具有 这 些 性 质 的 一 组 事件 称 为 一 个 “完备 事件 群 ”注意 , 任 
一 事件 B 及 其 对 立 事件 组 成 一 个 完备 事件 群 . 

现 考虑 任 一 事件 A. 因 2 为 必然 事件 ,有 A = AD = 4ABi + 
AB2z+ …. 因 Bi,B,,… 两 两 互 斥 ,显然 ABi ,AB,,… 也 两 两 互 斥 . 
故 依 加 法 定理 3.1, 有 

P(4A) = P(ABi) + P(AB,) + … (3.17) 

再 由 条 件 概 率 的 定义 ,有 P(AB,)= P(B;)P(4A1B;). 代 入 上 式 得 
P(A) = P(IBI)P(AIB)+P(B)P(AB，) + … 

(3.18) 
公式 (3.18) 就 称 为 “全 概率 公式 ”这 名 称 的 来 由 ,从 公式 (3.17) 和 
(3.18) 可 以 悟 出 ;全 部 ”概率 P(4 ) 被 分 解 成 了 许多 部 分 之 和 . 它 
的 理论 和 实用 意义 在 于 :在 较 复 杂 的 情况 下 直接 算 P(A ) 不 易 , 但 
A 总 是 随 某 个 妃 ; 伴 出 ,适当 去 构造 这 一 组 忆 ; 往往 可 以 简化 计算 . 
这 种 思想 应 用 的 一 个 实例 是 例 3.5 中 算 “ 乙 最 终 获胜 ”这 事件 A 
的 概率 .我 们 在 该 例 中 已 指出 :A 必 伴 随 以 下 三 种 互 斥 情况 之 一 
而 发 生 : 乙 ;甲乙 ; 甲 甲 .只 是 该 例 的 特殊 性 使 我 们 可 只 用 加 法 定理 
而 不 必 求 助 于 全 概率 公式 ， 

这 公式 还 可 以 从 另 一 个 角度 去 理解 .把 8B; 看 作为 导致 事件 A 
发 生 的 一 种 可 能 途径 . 对 不 同 途 径 ,A 发 生 的 概率 即 条 件 概率 

P(4I 刀 ) 各 各 不 同 ,而 采取 哪个 途径 却 是 随机 的 .直观 上 易 理 解 : 
在 这 种 机 制 下 ,A 的 综合 概率 P(A4 ) 应 在 最 小 的 P(4A|B,) 和 最 大 

的 P(A1B;) 之 间 , 它 也 不 一 定 是 所 有 P(A1B) 的 算术 平均 ,因为 
各 途径 被 使 用 的 机 会 P(B,) 各 各 不 同 ,正确 的 答案 如 所 预期 ,应 
是 诸 P(A1B)=1,2,…, 以 P(B;),=1,2,… 为 权 的 加 权 平均 

值 .一 个 形象 的 例子 如 下 : 某 中 学 有 若干 个 毕业 班 ,各 班 升 学 率 不 
同 . 其 总 升学 率 ,是 各 班 升学 率 的 加 权 平 均 ,其 权 与 各 班 学 生 数 成 
比例 .又 如 若干 工厂 生产 同一 产品 ,其 废品 率 各 各 不 同 . 若 将 各 厂 
产品 汇总 , 则 总 废品 率 为 各 厂 废品 率 之 加 权 平 均 , 其 权 与 各 厂 产量 
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成 比例 .再 举 一 个 例 . 
例 3.7 设 一 个 家 庭 有 & 个 小 孩 的 概率 为 大 ,天 三 0,1 2，…， 

又 设 各 小 孩 的 性 别 独立 . 且 生 男女 孩 的 概率 各 为 1/2. 试 求 事件 

A=| 家庭 中 所 有 小 孩 为 同一 性 别 } 的 概率 . 

引进 事件 B = | 家庭 中 有 & 个 小 孩 | , 则 Bo。, Bi ,构成 完备 

事件 群 ,P(Bk )= 户 , 现 考虑 P(A1B4). 约 定 当 &=0 时 其 值 为 1. 

若 & 之 1, 则 上 个 小 孩 性 别 全 同 有 两 种 可 能 :全 为 男孩 ,概率 

(1) 3; 全 为 女孩 ,概率 也 是 (1/2). 因 

P(A1B)=2012) = 1241 之 1 

由 此 ,用 全 概率 公式 ,得 出 

P(A) = 加 + > 页 
贝 叶 斯 公 坟 
在 全 概率 公式 的 假定 之 下 ,有 

P(BIA) =P(AB,)MP(A) 

=P(B)P(AIB)X2P(B)P(AIB) (3.19) 

这 个 公式 就 叫做 贝 叶 斯 公式 ,是 概率 论 中 的 -一 个 著名 的 公式 . 这 个 
公式 首先 出 现在 英国 学 者 T. 贝 叶 斯 (1702 一 1761) 去 世 后 的 1763 

年 的 一 项 著作 中 . 

从 形式 推导 上 看 ,这 个 公式 平淡 无 奇 , 它 不 过 是 条 件 概率 定义 
与 全 概率 公式 的 简单 推论 .其 所 以 著名 ,在 其 现实 以 至 哲理 意义 的 

解释 上 : 先 看 P(Bi),P(B2),…, 它 是 在 没有 进一步 的 信息 (不 知 

事件 4 是 否 发 生 ) 的 情况 下 ,人 们 对 诸 事件 旭 ,B,，…… 发 生 可 能 性 

大 小 的 认识 .现在 有 了 新 的 信息 (知道 A 发 生 ), 人 们 对 Bi ,B，,…. 
发 生 可 能 性 大 小 有 了 新 的 估价 .这 种 情况 在 日 常生 活 中 也 是 屡 见 
不 鲜 的 : 原 以 为 不 甚 可 能 的 一 种 情况 ,可 以 因 某 种 事件 的 发 生 而 变 
得 其 为 可 能 ,或 者 相反 . 贝 叶 斯 公式 从 数量 上 刻画 了 这 种 变化 . 

如 果 我 们 把 事件 A 看 成 “结果 ”, 把 诸 事 件 B,,B,,… 和 看 成 导 
致 这 结果 的 可 能 的 “原因 ”, 则 可 以 形象 地 把 全 概率 公式 看 作成 为 
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“由 原因 推 结 果 ” ;而 贝 叶 斯 公式 则 恰好 相反 ,其 作用 在 于 "由 结果 

推 原因 ”: 现 在 有 一 个 “结果 "A 已 发 生 了 ,在 众多 可 能 的 “原因 ” 

中 ,到底 是 哪 一 个 导致 了 这 结果 ? 这 是 一 个 在 日 常生 活 和 科学 技 

术 中 常 要 问 到 的 问题 . 贝 叶 斯 公式 说 ,各 原因 可 能 性 大 小 与 P(B 

1A) 成 比例 .例如 , 某 地 区 发 生 了 一 起 刑事 案件 , 按 平 日 掌握 的 资 

料 ,嫌疑 人 有 张 三 . 李 四 …… 等 人 ,在 不 知道 案情 细节 (事件 4 ) 之 

前 ,人 们 对 上 述 诸 人 作案 的 可 能 性 有 个 估计 (相当 于 P(Bi)， 
P(B:)…), 那 是 基于 他 们 过 去 在 局 子 里 的 记录 .但 在 知道 案情 细 

节 以 后 ,这 个 估计 就 有 了 变化 ,比方 说 ,原来 以 为 不 其 可 能 的 张 三 ， 
现在 成 了 重点 嫌疑 人 . 

由 以 上 的 讨论 也 不 难看 出 此 公式 在 统计 上 的 作用 .在 统计 学 

中 ,是 依靠 收集 的 数据 (相当 于 此 处 的 事件 A) 去 寻找 所 感 兴趣 的 
问题 的 答案 .这 是 一 个 “由 结果 找 原 因 ” 性 质 的 过 程 , 故 而 贝 叶 斯 公 
式 有 用 武之 地 .事实 上 ,依据 这 个 公式 的 思想 发 展 了 一 整套 统计 推 
断 方法 ,叫做 “ 贝 叶 斯 统计 ”. 在 本 书后 面 的 章节 中 将 论 及 贝 叶 斯 统 

计 中 的 某 些 方法 ， 

下 述 人 简单 例子 可 能 有 助 于 理解 上 述 论 点 . 

例 3.8 有 三 个 盒子 Cl,C2> ,C3 ,各 有 100 个 球 ,其 中 Ci 盒 含 
日 球 80 个 , 红 球 10 个 , 黑 球 10 个 ;C， 为 白 10 . 红 80. 黑 10; C; 为 

白 10, 红 10, 黑 80. 现 从 这 三 盒 中 随机 地 抽出 一 个 (每 盒 被 抽 的 概 
率 为 173) ,然后 从 所 抽出 的 盒 中 随机 抽出 一 个 球 ( 每 球 被 抽 的 概 
率 为 0.01) ,结果 抽出 者 为 白 球 . 问 “ 该 白 球 是 从 C; 盒 中 抽出 ”的 
可 能 性 有 多 大 ? ;=1,2,3. 

记 B; = ;抽出 的 为 C; 盒 | =1,2,3;A= | 抽出 白 球 上 ,要 求 
的 是 条 件 概率 P(B;|A). 按 假定 有 

P(BI) = P(B) = P(B3) =143 

P(4IB) =0.8,P(4IB;) =0.1,P(4A|B;) = 0.1 

代 和 (3.18) ,算出 . 
P(Bil4) =0.8,P(B;|A) =0.1,P(B;1A) = 0.1 
因为 Cl 盒 所 含 白 球 最 多 , 故 在 已 知 抽出 白 球 的 情况 下 ,该 球 
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系 来 自 Ci 盒 的 可 能 性 也 最 大 ,理所当然 . 可 能 仍 有 读者 不 完全 了 

然 于 心 , 则 可 以 设想 这 么 一 个 试验 :准备 两 张 纸 , 把 例 中 的 试验 一 

次 又 一 次 的 做 下 去 :每 抽出 一 个 盒 ,在 左边 的 纸 上 记 下 其 为 Cl 或 

C2 或 C3( 不 管 从 该 盒 中 抽出 的 球 如 何 ) ,而 只 有 在 抽出 的 球 为 日 

球 时 , 才 在 右边 纸 上 记 下 该 盒 为 Ci 或 C; .C3. 在 进行 了 极 大 量 次 

数 试验 后 ,会 发 现 左边 纸 上 Ci; 的 比例 很 接近 1/3 , 而 在 右边 纸 上 

Ci 的 比例 则 很 接近 0.8. 

例 3.9 设 某 种 病菌 在 人 口中 的 带菌 率 为 0.03. 当 检 查 时 ,由 

于 技术 及 操作 之 不 完善 以 及 种 种 特殊 原因 ,使 带菌 者 未 必 检 出 阳 

性 反应 而 不 带菌 者 也 可 能 呈 阳 性 反应 .假定 

忆 ( 阳 性 | 带菌 ) = 0.99,P( 阳 性 | 带菌 ) = 0.01 

P( 阳 性 | 不 带菌 ) = 0.05, 忆 (阴性 | 不 带菌 ) = 0.95 

现 设 某 人 检 出 阳性 , 问 “ 他 带菌 "的 概率 是 多 少 ? 

此 问题 相当 于 P(Bi)=0.03,P(B,)=0.97, 且 

P(AIB) =0.99,P(A1B，,) = 0.05 

所 求 的 概率 为 P(Bi|4A). 按 公式 (3.18) 算 出 

(0.03)(0.99)/(0.03)(0.99) + (0.97)(0.05$)] = 0.380 

就 是 说 ,即使 你 检 出 阳性 , 尚 可 不 必 过 早 下 结论 你 一 定 带菌 了 , 实 

际 上 这 种 可 能 性 尚 不 到 百 分 之 四 十 . 

这 个 例子 很 值得 玩味 , 且 对 其 "思维 定 势 " 中 无 概率 成 分 的 人 

来 说 ,简直 有 点 难以 置信 .说 穿 了 ,理由 简单 之 极 . 由 于 带菌 率 极 

低 , 在 全 人 口中 绝 大 部 分 不 带菌 . 由 于 检验 方法 之 不 完善 ,在 这 大 

批 人 中 会 检 出 许多 呈 阳 性 者 . 另 一 方面 ,带菌 者 在 全 人 口中 很 少 ， 
即使 全 检 出 呈 阳 性 ,在 这 两 部 分 呈 阳 性 者 的 总 和 中 也 只 占 相 对 较 
小 的 一 部 分 , 而 大 部 分 属于 “虚报 "性质 . 这 个 例子 说 明 ,提高 精确 
度 在 这 类 检验 中 极为 重要 

一 个 不 懂 概 率 的 人 可 能 会 这 样 推理 :由 于 不 带菌 时 检 出 阳性 

的 机 会 才 0.05 .我 现在 呈 阳 性 ,说明 我 有 1-0.05=0.95S 的 机 会 

带菌 .实际 不 然 . 大 而 言 之 ,概率 思维 是 人 们 正确 观察 事物 而 必 备 

的 文化 修养 ,这 样 说 也 许 并 不 过 分 ! 
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