
  

第 二 章 “” 随机 变量 及 概率 分 布 

2.1 一 维 随机 变量 

2.1.1 随机 变量 的 概念 

顾名思义 ,随机 变量 就 是 “其 值 随 机 会 而 定 ” 的 变量 ,正如 随机 
事件 是 “其 发 生 与 否 随 机 会 而 定 ” 的 事件 . 机 会 表现 为 试验 结果 ,一 
个 随机 试验 有 许多 可 能 的 结果 ,到 底 出 现 哪 一 个 要 看 机 会 , 即 有 -- 
定 的 概率 .最 简单 的 例子 黄 如 掷 仍 子 , 掷 出 的 点 数 X 是 一 个 随机 
变量 , 它 可 以 取 1,…,6 等 6 个 值 .到 底 是 娜 一 个 ,要 等 括 了 虎 子 以 
后 才 知 道 .因此 又 可 以 说 ,随机 变量 就 是 试验 结果 的 函数 .从 这 一 
点 看 , 它 与 通常 的 函数 概念 又 没有 什么 不 同 . 把 握 这 个 概念 的 关键 
之 点 在 于 试验 前 后 之 分 :在 试验 前 ,我 们 不 能 预知 它 将 取 何 值 , 这 
要 凭 机 会 ,随机 ”的 意思 就 在 这 里 ,一 旦 试验 后 , 取 值 就 确定 了 . 比 
如 你 在 3 月 31 日 买 了 一 张 奖 券 , 到 6 月 30 开奖 . 当 你 买 下 这 张 奖 
券 的 后 我 就 对 你 说 :你 中 奖 的 金额 X 是 一 个 随机 变量 ,其 值 要 到 6 

月 30 日 “抽奖 试验 ”做 过 以 后 才能 知道 . 
明白 了 这 一 点 就 不 难 举 出 一 大 堆 随 机 变量 的 例子 .比如 ,你 在 

某 厂 大 批 产 品 中 随机 地 抽出 100 个 ,其 中 所 含 废品 数 X; 一 月 内 某 
交通 路 口 的 事故 数 X; 用 和 天平 征 量 某 物 体 的 重量 的 误差 X; 随 意 

在 市 场 上 买 来 一 架 电 视 机 ,其 使 用 寿命 X 等 等 ,都 是 随机 变量 . 
随机 变量 的 反面 是 所 谓 “ 确 定性 变量 ”, 即 其 取 值 遵 循 某 种 严 

格 的 规律 的 变量 . 例如 你 以 每 小 时 wa 公里 的 匀速 从 某 处 向 东 行 ， 
则 经 上 小 时 后 ,你 距 该 处 st 公里 .这 一 点 我 不 待 你 做 完 这 个 试验 
( 即 走 了 上 小 时 后 ) 就 能 准确 预知 .在 这 种 理想 的 条 件 下 ,你 与 该 处 
的 距离 X 并 非 随机 变量 . 然而 ,你 的 速度 必然 会 受到 许多 因素 , 包 
括 随机 性 因素 的 影响 ,而 成 为 不 能 预知 的 ,这 使 你 在 : 时 间 内 行走 
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的 距离 X 成 为 随机 变量 .从 绝对 的 意义 讲 , 许 多 通常 视 为 确定 性 

变量 的 量 , 本 质 上 都 有 随 柄 性 ,只 是 由 于 随机 性 干扰 不 大 , 以 至 在 

所 要 求 的 精度 之 内 ,不妨 把 它 作为 确定 性 变量 来 处 理 . 

再 考虑 一 个 打靶 的 试验 .在 靶 面 上 取 定 一 个 直角 坐标 系 

Ozy, 则 命中 的 位 置 由 其 坐标 (X, Y) 来 刻画 ,X,Y 都 是 随机 恋 

量 , 而 (X,Y) 则 称 为 一 个 二 维 随 机 向 量 或 二 维 随 机 变量 ,多 维 随 

机 向 量 (Xi,…，,X,) 的 意义 据 此 推广 .前 面 几 个 例子 中 的 X 都 是 

一 维 随 机 变量 ,通常 就 简称 随机 变量 . 

关于 随机 变量 (及 向 量 ) 的 研究 ,是 概率 论 的 中 心 内 容 . 这 是 因 

为 ,对 于 一 个 随机 试验 ,我 们 所 关心 的 往往 是 与 所 研究 的 特定 问题 

有 关 的 某 个 或 某 些 量 , 而 这 些 量 就 是 随机 变量 . 当然 ,有 时 我 们 所 

关心 的 是 某 个 或 某 些 特定 的 随机 事件 . 例如 ,在 特定 一 群 人 中 ,年 

收入 十 万 元 以 上 的 高 收入 者 ,及 年 收入 在 8000 元 以 下 的 低 收 入 

者 ,各 自 的 比率 如 何 , 这 看 上 去 像 是 两 个 孤立 的 事件 .可 是 , 若 我 们 

引进 一 个 随机 变量 的 X: 

，X = 随机 抽出 一 个 人 其 年 收入 

则 X 是 我 们 关心 的 随机 变量 . 上述 两 个 事件 可 分 别 表 为 {X > 

10000} 和 1X<30001 .这 就 看 出 :随机 事件 这 个 概念 实际 上 是 包容 
在 随机 变量 这 个 更 广 的 概念 之 内 .也 可 以 说 :随机 事件 是 从 静态 的 
观点 来 研究 随机 现象 ,而 随机 变量 则 是 一 种 动态 的 观点 ,一 如 数学 

分 析 中 的 常量 与 变量 的 区 分 那样 .变量 概念 是 高 等 数学 有 别 于 初 

等 数学 的 基础 概念 . 同样 ,概率 论 能 从 计算 一 些 孤 立 事件 的 概念 发 
展 为 一 个 更 高 的 理论 体系 ,其 基础 概念 是 随机 变量 . 

随机 变量 按 其 可 能 取 的 值 的 全 体 的 性 质 , 区 分 为 两 大 类 . 

一 类 叫 离散 型 随机 变量 .其 特征 是 只 能 取 有 限 个 值 , 或 虽 则 在 
理论 上 讲 能 取 无 限 个 值 ,但 这 些 值 可 以 毫 无 遗漏 地 一 个 接 一 个 排 
列 出 来 .前 者 的 例子 如 掷 仍 子 的 点 数 X(6 个 可 能 值 ) ,从 大 批 产 品 

中 抽出 100 个 其 中 的 废品 数 X(101 个 可 能 值 ); 后 者 的 例子 如 一 

月 内 某 交 通路 口 的 车 祸 数 , 它 理 论 上 讲 可 以 取 0,1,2,… 等 任 一 非 
负 整 数 为 值 .从 实用 的 观点 说 ,这 变量 也 只 能 取 有 限 个 值 .例如 ,可 
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肯定 它 不 会 超过 102 .但 由 于 不 像 前 两 例 那 样 有 一 个 明确 的 界线 ， 

不 如 把 它 视 为 能 取 无 穷 个 值 ,理论 上 倒 反 简 便 些 ， 

另 一 类 叫 连续 型 随机 变量 . 这 种 变量 的 全 部 可 能 取 值 不 仅 是 

无 穷 多 的 ,并 且 还 不 能 无 遗漏 地 逐一 排列 ,而 是 充满 一 个 区 间 . 例 

如 秤 量 一 物体 重量 的 误差 ,由 于 我 们 难于 明确 指出 误差 的 可 能 范 

围 ,不 妨 就 把 它 取 为 ( - co ,ce ) 更 方便 .又 如 电视 机 的 寿命 ,其 范围 

可 取 为 (0,co ), 也 是 一 种 抽象 . 

说 到 底 ， 连 续 型 变量 这 个 概念 只 是 一 个 数学 上 的 抽象 .任何 

量 都 有 一 定单 位 ,都 只 能 在 该 单位 下 量 到 一 定 的 精度 , 故 必 然 为 离 

散 的 .但 是 当 单 位 极 小 时 ,其 可 能 值 在 一 范围 内 会 很 密集 ,不 如 视 

为 连续 量 在 数学 上 更 易 处 理 .其 次 ,关于 连续 型 随机 变量 这 个 概念 
还 需 补 充 其 一 个 重要 方面 ,这 留 到 本 节 2.1.3 段 再 谈 ， 

2.1.2 离散 型 随机 变量 的 分 布 及 重要 例子 

全 究 一 个 随机 变量 ,不 只 是 要 看 它 能 取 哪 些 值 ,更 重要 的 是 它 
取 各 种 值 的 概率 如 何 . 例 如 从 一 大 批 产 品 中 随机 抽出 100 个 其 中 
所 含 废 品 数 X. 当 废 品 率 小 时 ,X 取 0,1,… 等 小 值 的 概率 大 . 反 
之 , 若 废品 率 很 高 , 则 X 取 大 值 的 概率 就 上 升 . 

定义 1.1 设 X 为 离散 型 随机 变量 ,其 全 部 可 能 值 为 {ai， 
a2…. 则 

六 = P(OX=a),i=1,2,… (1.1) 

称 为 X 的 概率 函数 

显然 有 

记 之 0,bpi+ 思 + = 1 (1.2) 

后 一 式 是 根据 加 法 定理 ,因为 事件 |1X= ai, 或 ca,… 为 必然 事 
件 , 而 又 可 表 为 一 些 互 斥 事件 |1X= cai,1X= ao … 之 和 . 

因此 ,概率 函数 (1.1) 给 出 了 :全 部 概率 工 是 如 何在 其 可 能 值 
之 加 分 配 的 .或 者 说 , 它 指出 了 概率 1 在 其 可 能 值 集 ai ,ca，，…| 
上 的 分 布 情况 .有 鉴于 此 , 常 把 (1.1) 称 为 随机 变量 X 的 “概率 分 

布 . 它 可 以 列表 的 形式 给 出 : 
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可 能 值 

概 率 pl pp 六 

有 时 也 把 (1.3) 称 为 X 的 分 布 表 . 它 也 可 以 形象 地 用 图 2.1 表 出 . 

图 中 横 轴 上 标 出 可 能 值 之 坐标 ai , 而 在 w 处 的 紧 线 之 长 则 表示 事 

件 ;X =acif 的 概率 . 

C1 C2 人 

(1.3)   

书 

  

1     
Qi 

钢 2.1 

例如 , 掷 两 粒 均匀 盟 子 ,以 X 记 出 现 点数 之 和 , 则 X 取 2， 
3,…，,12 等 共 11 个 可 能 值 .要 确定 其 概率 分 布 ,只 好 对 上 述 每 个 ; 

去 计算 P(X=i) ,例如 z=6. 投 两 个 仍 子 可 出 现 36 种 不 同 的 但 等 
可 能 的 组 合 , 其 中 有 利于 事件 1X = 6 的 组 合 有 SS 种 , 即 (1,S)， 
(535,1),(2,4),(4,2),(3,3). 故 pg=PCOX=6)=S436. 类 似 地 算出 

其 他 思 .X 的 分 布 表 为 

可 能 值 2?2345678910 0 
  

  

1 2 31414939 6 5 4 3 72 ] 

概 率 |36 关 363 亲 3633 亲 订 基 

(1.4) 

对 离散 型 变量 ,用 概率 函数 去 表达 其 概率 分 布 是 最 方便 的 .也 
可 以 用 正面 定义 的 分 布 函数 : 

定义 1.2 设 X 为 一 随机 变量 , 则 函数 

P(X 委 zz)= 下 (rz), -coe<xz<oco (1.5) 

称 为 X 的 分 布 函数 .注意 这 里 并 未 限定 X 为 离散 型 的 : 它 对 于 任 

何 随机 变量 都 有 定义 . 对 离散 型 随机 变量 而 言 ,概率 函数 与 分 布 函 
数 在 下 述 意义 上 是 等 价 的 , 即 知道 其 一 即 可 决定 另 一 个 .事实 上 ， 
大 知 道 概率 函数 (1.1), 则 
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F(z) = P(X 生 xz) = 2oiiho<al 让 

这 个 和 号 的 意思 ,是 指 求 和 只 对 满足 条 件 w 委 z 的 那些 ; 去 进行 . 

如 对 上 例 而 言 ,由 分 布 表 (1.4) 算 出 

F(-1) = 0,F(2.$) = 1736， 

F($) = (1+2+3+4)7[36 = 5718 

等 等 . 反 过 来 ,由 分 布 函数 也 易 决 定 分 布 表 . 仍 以 此 例 来 说 ,如 知道 

了 X 的 分 布 函数 FGCz), 则 为 算 名 =PGX=i) =2,3,…，,11, 只 

IX 云 = |IX 二 -+1IX= 

且 右 边 两 事件 互 斥 . 于 是 

F(G) =P(X 雪 i)= P(X 去 1-1)+POX=Di 
= 下 (一 1)+POX= 7) 

因而 户 =P(X-i)=FGD) 一 下 GE 一 1). 

对 任何 随机 变量 X ,其 分 布 函数 F(z) 具 有 下 面 的 一 般 性 质 : 

1 下 ( 并 ) 是 单调 非 降 的 : 当 (zxziKxz>) 时 ,有 F(Czi)SF(Cz2)， 

这 是 因为 当 zl<xz 时 ,事件 1X 委 zii} 列 含 事件 上 1X 雪 zx , 因 

而 前 者 的 概率 不 能 超过 后 者 的 概率 . 

2” 当 z 一 co 时 ,F(Cz) 一 1 当 z 一 -oo 时 ,下 (z) 一 0. 

这 是 因为 , 当 zco 时 ,|X 委 z} 愈 来 愈 接近 于 必然 事件 , 故 其 

概率 , 即 下 (z) ,应 趋 于 必然 事件 的 概率 , 即 1. 类 似 地 得 出 后 一 论 
新 . 

下 面 来 讨论 几 个 在 应 用 上 常见 的 离散 型 随机 变量 的 例子 . 

例 1.1 设 某 事件 A 在 一 次 试验 中 发 生 的 概率 为 训 . 现 把 这 

试验 独立 地 重复 2 次 ,以 X 记 A 在 这 ”次 试验 中 发 生 的 次 数 . 则 
X 可取 0,1,……?2 等 值 .为 确定 其 概率 分 布 ,考虑 事件 |X= ij. 要 
这 个 事件 发 生 ,必须 在 这 ?7” 次 试验 的 原始 记录 

A4A44.…A44A 

中 ,有 ii 个 Am -ii 个 A. 每 个 4A 有 概率 户 而 每 个 有 概率 1 - ). 

又 “7 次 试验 独立 "表示 在 每 次 中 A 出 现 与 和 否 与 其 他 次 试验 的 结 
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果 独 立 . 因 此 概率 乘法 定理 给 出 :每 个 这 样 的 原始 结果 序列 发 生 的 

概率 ,为 大 (1 一 户 ) 天 .又 因为 在 2 个 位 置 中 A 可 以 占据 任何 :个 

位 置 , 故 共有 上 种 可 能 .由 此 得 出 

六 -003 = 人 jz Dr 0,1 (1.6) 
了 

X 所 遵从 的 概率 分 布 (1.6) 称 为 二 项 分 布 , 并 常 记 为 

B(2 ,pp). 以 后 , 当 随 机 变量 X 服从 基 种 分 布下 时 ,我 们 用 X 一 开 

来 表达 这 一 点 .例如 ,X 服从 二 项 分 布 就 记 为 X 一 B(m, 力 ). 

二 项 分 布 是 最 重要 的 离散 型 概率 分 布 之 一 . 上面 已 指出 :变量 

X 服从 这 个 分 布 有 两 个 重要 条 件 : 一 是 各 次 试验 的 条 件 是 稳定 

的 ,这 保证 了 事件 A 的 概率 训 在 各 次 试验 中 保持 不 变 ; 二 是 各 次 

试验 的 独立 性 .现实 生活 中 有 许多 现象 程度 不 同 地 符合 这 些 条 件 ， 

而 不 一 定 分 厘 不 差 .例如 , 某 三 每 天 生产 ”个 产品 , 若 原 材料 质 

量 .机 器 设备 、. 工 人 操作 水 平等 在 一 段 时 期 内 大 体 保 持 稳定 , 且 每 

件 产 品 之 合格 与 否 与 其 他 产品 合格 与 否 并 无 显著 关联 , 则 每 日 的 

废品 数 X 大 体 上 服从 二 项 分 布 . 又 如 一 大 批 产 品 N 个 ,其 废品 率 

为 户 .从 其 中 逐一 抽取 产品 检验 其 是 否 废品 , 共 抽 ? 个 . 若 每 次 抽 

出 检验 后 又 放 回 且 保 证 了 每 次 抽取 时 ,每 个 产品 有 同等 的 1ZN 的 

机 会 被 抽出 , 则 这 ”个 产品 中 所 含 废 品 数 X 就 相当 理想 地 遵从 二 

项 分 布 B(z,p) 了 .反之 ,如 果 每 抽出 一 个 检验 后 即 不 放 回 去 , 则 

下 一 次 抽取 时 ,废品 率 已 起 了 变化 ,这 时 X 就 不 再 服从 二 项 分 布 
了 .但 是 , 知 六 远大 于 ?, 则 即使 不 放 回 ,对 废品 率 影 响 也 极 小 .这 

时 ,X 仍 可 近似 地 作为 二 项 分 布 来 处 理 . 

例 1.2 波 蛙 松 分 布 . 若 随机 变量 X 的 可 能 取 值 为 0,1， 
2,…, 且 概率 分 布 为 

P(X= 7) =e ijil (1.7) 

则 称 X 服从 波 哇 松 分 布 , 常 记 为 X 一 P(1). 此 处 人 >0 是 某 一 常 

数 . (1.7) 右 边 对 ;=0,1,… 求 和 的 结果 为 1, 可 以 从 熟知 的 公式 ex 
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= >Vaajil 得 出 . 
1 =0 

这 个 分 布 也 是 最 重要 的 离散 型 分 布 之 一 , 它 多 是 出 现在 当 X 

表示 在 一 定 的 时 间或 空间 内 出 现 的 事件 个 数 这 种 场合 .前 面 提 到 

的 在 一 定时 间 内 某 交 通路 口 所 发 生 的 事故 个 数 ,是 一 个 典型 的 例 

子 . 这 分 布 产生 的 机 制 也 可 以 通过 这 个 例子 来 解释 .为 方便 计 , 设 

所 观察 的 这 段 时 间 为 [0,1). 取 一 个 很 大 的 自然 数 ，, 把 时 间 段 

10 ,1) 分 为 等 长 的 7 段 : 

1 2 一 1 > Te 
了 

上 0 一 ).2=| 7 

三 于 ,1 

作 几 个 假定 : 

| 

1" 在 每 段 / 内 , 恰 发 生 一 个 事故 的 概率 ,近似 地 与 这 段 时 

间 之 长 二 成 正比 , 即 可 取 为 ) 和 .又 假定 在 交 很 大 因而 1 很 小 
时 ,在 /; 这 么 短暂 的 一 段 时 间 内 ,要 发 生 两 次 或 更 多 的 事故 是 不 
可 能 的 .因此 ,在 / 时 段 内 不 发 生 事故 的 概率 为 1-17n 

2”。 /1,…, 1 各 段 是 否 发 生 事故 是 独立 的 ， 
把 在 [0,1) 时 段 内 发 生 的 事故 数 X 视 作 在 呈 个 小 时 段 1 

/, 内 有 事故 的 时 段 数 , 则 按 上 述 1*,2" 两 条 假定 ,和 应 服从 二 项 分 
布 刀 (2 ,xz ). 于 是 

P(X = i= 六 (1.8) 
?7 7 了 

严格 讲 ,(1.8) 只 是 近似 成 立 而 非 严 格 等 式 .因为 在 假定 工 中 ,在 
每 时 段 内 发 生 一 次 事故 的 概率 只 是 近似 地 为 za. 当 zce 取 极 
限时 ,就 得 到 确切 的 答案 .注意 当 一 co 时 

站 庆 =2 人 全) 一 e 
了 

得 知 (1.8) 式 右边 以 e 人 “AI 为 极限 .由 此 得 出 (1.7). 
从 上 述 推 寻 看 出 : 波 哇 松 分 布 可 作为 二 项 分 布 的 极限 而 得 到 
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一 般 地 说 , 若 X 一 B(2, 记 ), 其 中 很 大 ,加 很 小 而 zzp=A 不 太 大 

时 , 则 X 的 分 布 接近 于 波 哇 松 分 布 P(4). 这 个 事实 在 所 述 条 件 下 

可 将 较 难 计算 的 二 项 分 布 转化 为 波 哇 松 分 布 去 计算 ,看 一 个 例子 . 

例 1.3 现在 需要 100 个 符合 规格 的 元 件 . 从 市 场 上 买 的 该 

元 件 有 废品 率 0.01. 故 如 只 买 100 个 , 则 它们 全 都 符合 规格 的 机 

会 慌 怕 不 大 ,为 此 ,我 们 买 100+a 个 .ea 这 样 取 , 以 使 “在 这 100+ 

a 个 元 件 中 至 少 有 t00 个 符合 规格 "这 事件 A 的 概率 不 小 于 
0.95. 问 wa 至 少 要 多 大 ? 

在 此 ,我 们 自然 假定 各 元 件 是 否 合 格 是 独立 的 .以 X 记 在 这 

100+ a 个 元 件 中 所 含 废 品 数 , 则 X 有 二 项 分 布 妃 (100 + a， 

0.01). 事 件 A 即 事件 {1X 委 ci ,于 是 A 的 概率 为 

P(A) = > P(Gx = i) = > ( 0.0D (0.9)me 

(1.9) 
为 确定 最 小 的 a 使 P(A)0.95 ,我 们 得 从 ae =0 开 始 , 对 a=0， 

1,2,… 依 次 计算 (1.9) 式 右边 之 值 , 直 到 算出 0.95 的 结果 为 止 . 

这 很 麻烦 ， 

由 于 100+ a 这 个 数 较 大 而 0.01 很 小 ,(100+ a)(0.01) = 

1+at(0.01) 大 小 中 ,可 近似 地 用 波 哇 松 分 布 计 算 .由 于 平均 在 100 

个 中 只 有 一 个 废品 ,a 谅 必 相当 小 . 故 可 以 用 1 近似 地 取代 1+a 

《0.01). 由 此 ,X 近似 地 服从 让 哇 松 分 布 P(1) ,因而 

P(X 扫 au) >yerljil 
TI 一 们 

计算 出 当 a =0,1,2,3 时 ,上 式 右边 分 别 为 0.368,0.736,0.920 

和 10.981. 故 取 a<=3 已 够 了 . 

除了 二 项 和 波 哇 松 这 两 个 最 重要 的 离散 型 分 布 外 ,还 有 几 个 

离散 型 分 布 ,其 重要 性 略 次 一 些 , 但 也 很 常用 .其 中 有 超 几 何 分 布 
与 负 二 项 分 布 . 

例 1.4 考虑 第 一 章 的 例 2.1, 以 X 记 从 个 产品 中 随机 抽 

出 ?2 个 里 面 含 废品 数 . 按 该 例 的 计算 ,X 的 分 布 为 (第 一 章 (2.7) 
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式 ): 

P(X = mm) = (人 (1.10) 
7I2 1 一 77 

至 于 zz 的 取 值 范围 ,必须 0 志和 2 委 M 及 7 一 帮 迄 和 -AM 例如 ,入 

=500,z2=50,M=25, 则 mm 的 范围 为 0 委 委 25.(1.10) 称 为 超 

几何 分 布 ,是 因为 其 形式 与 “ 超 几何 函数 "的 级 数 展 式 的 系数 有 关 . 

这 个 分 布 在 涉及 抽样 的 问题 中 常用 ,特别 当 N 不 大 时 .因为 

通常 在 抽样 时 ,多 是 像 在 本 例 中 这 样 “ 无 放 回 的 ”, 即 已 抽出 的 个 体 

不 再 有 放 回 去 以 供 再 次 抽出 的 机 会 ,这 就 与 把 ”个 同时 抽出 的 效 

果 一 样 . 如 果 一 个 一 个 地 抽 而 抽出 过 的 仍 放 回 , 则 如 在 例 1.1 中 已 

指出 的 ,结果 是 二 项 分 布 .在 例 1.1 中 也 曾 指出 :车 zZN 很 小 , 则 

放 回 与 不 放 回 差别 不 大 .由 此 可 见 , 在 这 种 情况 下 超 几 何 分 布 应 与 
二 项 分 布 很 接近 .确切 地 说 , 若 X 服从 超 几 何 分 布 (1.10), 则 当 7 

固定 , MLN = 关 固 定 ,N 一 co 时 ,X 近 似 地 服从 二 项 分 布 

BC, 轧 ). 

例 1.5 为 了 检查 某 厂 产品 的 废品 率 上 大 小 ,有 两 个 试验 方 
案 可 采取 :一 是 从 该 三 产品 中 抽出 若干 个 ,检查 其 中 的 废品 数 X， 

这 一 方案 导致 二 项 分 布 ,已 于 前 述 . 另 一 个 方案 是 先 指定 -一 个 自然 

数 .一 个 一 个 地 从 该 厂 产品 中 抽样 检查 ,直到 发 现 第 > 个 废品 为 
止 .以 X 记 到 当时 为 止 已 检 出 的 合格 品 个 数 . 显然 , 若 废 品 率 户 
小 , 则 . X 倾向 于 取 较 大 之 值 ,反之 当 户 大 时 , 则 X 倾向 于 取 小 值 . 
故 X 可 用 于 考究 户 的 目的 . 

为 计算 X 的 分 布 ,假定 各 次 抽取 的 结果 (是 废品 或 否 ) 是 独立 
的 , 且 每 次 抽 得 废品 的 概率 ,保持 固定 为 训 . 考察 |1X = 站 这 个 事 
件 ,为 使 这 个 事件 发 生 ,需要 以 下 两 个 事件 同时 发 生 :@ 在 前 ;+ 

r~ 一 1 次 抽取 中 , 恰 有 > 一 工 个 废品 .@ 第 ;+y 次 抽出 废品 . 按 所 作 
假定 ,这 两 事件 的 概率 分 别 为 be(r-1;i+r-1,b) 和 旋 . 再 由 独 
立 性 , 即 得 

P(X=zi)=pr-13+r 一 1 力 ) 旋



  

-| 了 jxa 玫 )， (1.11) 
六 一 1 

(=0,1;,2,…) 

这 个 分 布 称 为 负 二 项 分 布 . 这 名 称 的 来 由 ,一 则 由 于 ”“ 负 指数 二 项 

展开 式 - 

2 、/ 一 . 2 AT+7r 一 TY Ga 1 7 F 
z=0 了 i =0 ? 

2 | 
二 人 并 

zi 一 0 六 一 工 

中 令 x=1- 妨 并 两 边 乘 以 妇 ,得 

沁 的 出 
1= 六 [1-( 人 1 六)] = 之/ jza- 人 7 

(这 验证 了 分 布 (1.11) 确 满足 (1.2)). 另 一 则 由 于 例 中 所 描述 的 试 

验方 式 , 它 与 二 项 分 布 比 是 “ 反 其 道 而 行 之 ” :二 项 分 布 是 定 下 总 抽 

样 个 数 ”而 把 废品 个 数 X 作为 变量 ; 负 二 项 分 布 则 相反 , 它 定 下 

废品 个 数 > 而 把 总 抽样 次 数 减 去 > 作为 变量 . 

_ 个 重要 的 特例 是 ， -= 1. 这 时 , 注意 到 中): 1 之 约定 ， 
(1.11) 成 为 

P(X=1i)=D 户 (1-Db)i =0,1,2,… (1.12) 

概率 六 , 思 (1- 访 ),(1 一 已) … 呈 公 比 作为 1- 户 的 几何 级 数 , 故 
分 布 (1.12) 又 常 称 为 几何 分 布 . 

2.1.3 连续 型 随机 变量 的 分 布 及 重要 例子 

连续 型 随机 变量 的 意义 已 在 2.1.1 段 中 解释 过 . 对 这 种 变量 

的 概率 分 布 ,不 能 用 像 离散 型 变量 那 种 方法 去 描述 . 原因 在 于 ,这 
种 变量 的 取 值 充满 一 个 区 间 ,无 法 一 一 排出 .着 指定 一 个 值 < , 则 
变量 X 恰好 是 a 一 丝 不 差 , 事 实 上 不 可 能 .如 在 秤 量 误 差 的 例 中 ， 
如 末 你 认定 天 平 上 的 读数 (刻度 ) 是 “无 限 精 细 ”, 则 “误差 正好 为 
r-3 虽 原 则 上 不 能 排除 ,但 可 能 性 也 极 微 以 至 只 能 取 为 0. 如 在 
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刘 面 上 指定 一 个 几何 意义 下 的 点 ( 即 只 有 位 置 而 无 任何 向 度 ), 则 

“射击 时 正好 命中 该 点 ”的 概率 ,也 只 能 取 为 0. 

刻画 连续 型 随机 变量 的 概率 分 布 的 一 个 方法 ,是 使 用 (1.5) 式 

所 定义 的 概率 分 布 呆 数 .但 是 ,在 理论 和 实用 上 更 方便 因而 更 常用 

的 方法 ,是 使 用 所 谓 “ 概 率 密度 函数 "或 简称 密度 函数 . 

定义 1.3 设 连 续 性 随机 变量 X 有 概率 分 布 图 数 F(Cz ), 则 

FFCZz) 的 导数 FAz)= 下 (z), 称 为 X 的 概率 密度 函数 ， 

“密度 函数 "这 名 词 的 来 由 可 解释 如 下 . 取 定 一 个 点 工 , 则 按 分 

布 函 数 的 定义 ,事件 |z<Xs 委 z+Ai 的 概率 (>0 为 常数 ) ,应 为 

FCz+A)-EFz). 所 以 ,比值 LEFGz+AP)- 下 (zxz)AA 可 以 解释 为 
在 z 点 附近 六 这 么 长 的 区 间 (z,z+) 内 ,单位 长 所 占有 的 概率 . 

令 A->0, 则 这 个 比 的 极限 , 即 F(z)= FCz), 也 就 是 在 z 点 处 (无 

穷 小 区 段 内 ) 单 位 长 的 概率 ,或 者 说 , 它 反 映 了 概率 在 zx 点 处 的 

密集 程度 ` .你 可 以 设想 一 条 极 细 的 无 穷 长 的 金属 杆 , 总 质量 为 
1 ,概率 密度 相当 于 杆 上 各 点 的 质量 密度 . 

连续 型 随机 变量 X 的 密度 函数 ALz) 都 具有 以 下 三 条 基本 性 
质 : 

] (zxz)>0 

2 | FAz)dz 一] 

3"。 对 任何 常数 上 < 有 * 
P(e<X 挟 0)= FLO) - Fa) = | Cr)dz (1.13) 

1 显然 .2 是 说 全 部 概率 为 1 .3" 是 微 积分 的 基本 定理 ( 定 积 分 与 
导数 的 关系 ) 的 直接 应 用 .实际 上 ,2" 是 3" 当 a= -co 和 80=oco 的 
特例 . 

图 2.2(a),(b) 分 别 表示 某 一 连续 型 变量 X 的 分 布 函数 下 和 
    

* 由 于 连续 型 变量 到 一 个 点 的 概率 为 0, 故 区 间 的 端点 是 否 包括 在 内 无 影响 ,也 就 
是 说 ,jes 入 oae<X<pbtla<X 委 和 和 fa<X<b+ 这 四 个 事件 都 有 同 - -的 概率 
(1.13)， 

*， 97 。



密度 函数 太 从 密度 函数 的 图 上 可 以 明显 看 出 该 分 布 的 一 些 特点 . 

例如 概率 最 大 的 集中 区 在 w 点 附近 ,而 在 这 点 的 两 边 呈 对 称 性 的 
衰减 .图 中 斜 线 标 出 部 分 的 面积 表示 变量 X 落 在 <,2 之 间 的 概 
率 . 这 些 特点 从 分 布 函数 的 图 上 就 不 那么 容易 看 出 来 . 

.or) 

  3 
壮 OO LO 蕊 

(b) 

  

图 2.2 

下 面 举 一 些 重要 的 连续 型 分 布 的 例子 
例 1.6 正 态 分 布 . 

如 果 一 个 随机 变量 具有 概率 密度 函数 
Hz) = (V27ro)rierer 2 -oo<r<oo (114) 

则 称 X 为 正 态 随机 变量 并 记 为 X~ N(w,c2). 这 里 N 为 “Nor- 
mal 一 词 的 首 字 母 .wk 和 都 是 常数 ,w 可 以 取 任 何 实数 值 而 0< 

co2< co .它们 称 为 这 个 分 布 的 “参数 ", 其 概率 意义 将 在 第 三 音 说 
明 . 

需要 证 明 A(z) 确 可 以 作为 一 个 概率 密度 .为 此 须 验 证 F(z) 

>>0,| (zjdz = 1. 前 者 显然 .为 证 后 者 , 作 变 数 代 换 上 (7 - 
AA)《a ,转化 为 证 明 

7 = | se2d = 2r (1.15) 

为 证 此 式 ,考虑 

六 一 | sd ce 一 seeoaazdz 

转化 成 极 坐 标 上 = rcosb,x = rsing ,上 式 转化 为 

和 43 e



27 co 

产 = | dg| ce- 2rdr 一 2 

即 (1.15). 
冰 数 (1.14) 的 图 形 约 如 图 2.2b. 它 关于 /w 点 对 称 , 而 后 往 两 

个 方向 衰减 ,属于 “两头 低 , 中 间 高 "这 种 正常 状况 下 一 般 事物 下 所 

处 的 状态 .例如 一 群 人 的 身高 或 体重 ,特大 和 特 小 的 居 少 而 中 间 状 

态 的 居多 .举凡 人 的 收入 ,大批 制造 的 同一 产品 的 某 一 指标 等 ,都 

在 不 同 程度 上 符合 这 一 分 布 .这 不 但 说 明了 - 正 态 "这 名 字 的 来 由 ， 

也 说 明了 这 种 分 布 的 重要 性 . 正 态 分 布 还 有 理论 上 的 解释 ,这 一 点 

留待 下 一 章 3.4 节 再 谈 . 

当 w=l,c2=1 时 ,(1.14) 成 为 

Fz) = err27V (1.16) 
它 是 正 态 分 布 N(0,1) 的 密度 栅 数 . N(0,1) 称 为 “标准 正 态 分 

布 .在 概率 论著 作 中 ,其 密度 函数 和 分 布 函 数 常 分别 记 为 p(z) 

和 有 (z), 并 造 有 很 仔细 的 表 . 本 书 也 附 有 一 个 简单 的 @(z) 的 

表 . 标 准 正 态 分 布 之 所 以 重要 ,一 个 原因 在 于 :任意 的 正 态 分 布 

N(5w,o”) 的 计算 很 容易 转化 为 标准 正 态 分 布 N(0,1). 事 实 上 , 容 
易 证 明 : 

若 X 一 No), 则 Y=(X-p)M~ NO0,1)(1.17) 

事实 上 
P(Y 委 z)=P(X-ApM 委 z)= P(X 扫 0+ozr) 

天 十 GZ 2 ，? 
一 (V | ep) 2o dt 

=(V 歼 ) 寺 ea2dz 

其 导数 , 即 Y 的 密度 函数 , 正 是 (V28)-Le-*2. 这 证 明了 

Ne 忆 (-1 委 X 委 2), 则 因 (X 一 
1.5) 人 ~ 一 N(0,1), 故 

P(_1 二 往 二 2) =-P{: 1 515< 了 5 
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= P(-1.25 过 (X-1.$) 人 过 0.25) 

= @(0.2$) - 蕙 (- 1.25) (1.18) 

然后 查 标准 正 态 分 布 下 的 表 . 表 上 只 有 @B(z) 当 人 0 之 值 .对 

Z<0, 可 利用 公式 

各 (zz)=1-(-- 工 ) (1.19) 

而 转化 为 x >0 的 情况 . (1.19) 的 证 明 很 简单 

gB(z)= (VD)-| ec2di = (V 了 于) ee22d 

=- (V 于 )-| er72dt -(CV 玩 )| cad 
=1-G6(->) 

用 (1.19), 由 (1.18) 式 得 

P(-1 迄 X 委 2) = G6(0.25) + 功 (1.2$) -1 

查 @G(z) 的 表 , 得 画 (0.2$) =0.$987,G(1.25) =0.8944 ,于 是 得 
到 P(-1 委 X 委 2)=0.4931. 

例 1.7 指数 分 布 . 

若 随机 变量 X 有 概率 密度 函数 

Me 和 习 , 当 工 >0 
和 zxz) = 0 当 ， <<0 (1.20) 

则 称 X 服从 指数 分 布 .其 中 1 >0 为 参数 " ,其 意义 将 在 后 面 痢 
明 . 

由 于 F(z)=0 当 z 委 0, 表 示 随 机 变量 取 负 值 的 概率 为 0:X 

只 取 正 值 . F(z) 在 zz=0 处 之 值 和 >0, 故 密度 函数 F(z) 在 过 =0 

处 不 连续 .图 2.3 中 摘出 了 这 函数 当 =1( 虚 线 ) 和)=2( 实 线 ) 
时 的 图 形 . 

变量 X 的 分 布 函数 易 求 得 为 

当 工 迄 0 工 0， 
FOOD -roa -1 (1.21 ) 

* 因为 和 >0,z>0,(1,2) 式 ex 之 指数 -)z 总 取 负 值 .由 于 这 个 原因 ,也 有 把 
《1.20) 称 为 负 指数 分 布 的 ， 
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指数 分 布 最 常见 的 一 个 场合 是 寿 

命 分 布 . 设想 一 种 大 批 生 产 的 电子 元 

件 ,其 寿命 X 是 随机 变量 .以 下 (z) 记 

X 的 分 布 函数 .我 们 来 证 明 : 在 一 定 的 

条 件 下 ,F(Cz) 就 是 (1.21). 

我 们 要 作 的 假定 ,从 技术 上 说 就 是 

“无 老化 就 是 说 : "元件 在 时 刻 z 尚 

图 2.3 能 正常 工作 的 条 件 下 ,其 失效 率 总 保持 

为 某 个 常数 1 >0, 与 过 无 关 ”. 失 效率 

就 是 单位 长 度 时 间 内 失效 的 概率 .用 条 件 概率 的 形式 ,上述 假定 可 

表 为 

  

  

P(z 挟 X 坟 zz+AIX>z)A 几 = 1, 关 ->0 

此 式 解释 如 下 :元 件 在 时 刻 z 时 尚 正常 工作 ,表示 其 寿命 大 于 z， 
即 X>z. 在 工 处 ,长 为 疡 的 时 间 段 内 失效 , 即 zx 委 X 委 过 + 万. 把 

这 个 条 件 概率 除 以 时 间 段 之 长 疡 , 即 得 在 zx 时 刻 的 平均 失效 率 . 
再 令 记 一 0, 得 瞬时 失效 率 , 按 假定 , 它 应 为 常数 1. 

按 条 件 概率 定义 ,注意 到 P(X>z)=1- 下 (z)，, 又 

1 >xiiz 生 X 过 zz+h= zc<X 扫 工 十 户 

有 

P(Uz 委 X 扫 过 + 户 | 生 >) 
=Prz<X 和 rz+A)A 人 AI- 下 (zhy)) 

= [TCFCz + 万 ) 一 下 (z))A]AML- 下 (z)) 
一 下 (z)A1L -FFOz))= 

这 个 微分 方程 的 通 解 为 FE(z)=1- Ce 和 ( 当 z>0.z 生 0 时 
F(z) 为 0). 贡 数 C 可 用 初始 条 件 下 (0) =0( 因 为 F(0)= POCOX 云 
0) ,而 寿命 和 过 0 的 概率 为 0) 定 出 为 1, 这样 就 得 到 (1.21) 式 . 

从 这 个 推导 也 可 以 完 见 参数 1 的 意义 .1 为 失效 率 . 失效 率 愈 
高 ,平均 寿命 就 愈 小 .下 一 章 ( 见 第 三 章 例 1.3) 将 证 明 :1-1 就 是 平 
均 寿 命 . 

由 本 例 可 见 : 指 数 分 布 描述 了 无 老化 时 的 寿命 分 布 ,但 “无 老 
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化 "是 不 可 能 的 ,因而 只 是 一 种 近似 . 对 一 些 寿 命 长 的 元 件 ,在 初期 

阶段 老化 现象 很 小 .在 这 一 阶段 ,指数 分 布 比较 确切 地 描述 了 其 寿 

命 分 布 情况 .又 如 人 的 寿命 ,一 般 , 在 50 岁 或 60 岁 以 前 ,由 于 生理 

上 老化 而 死亡 的 因素 是 次 要 的 .大 排除 那些 意外 情况 ,人 的 寿命 分 

布 在 这 个 阶段 也 应 接近 指数 分 布 . 

例 1.8 威 布 尔 分布 . 

若 考虑 老化 , 则 应 取 失 效率 随时 间 而 上 升 , 不 能 为 常数 ,而 应 

取 为 一 个 z 的 增 图 数 ,例如 4z ,对 某 个 常数 和 >0,m >0. 在 这 个 

条 件 下 , 按 上 例 的 推理 ,将 得 出 :寿命 分 布 下 (z) 满 足 微 分 方程 

FF (zj 人 人 1-FGz)]j=Az” ,此 与 初始 条 件 F(0)=0 结 合 , 得 出 

FF(z) = 工 一 erO0otDT 
取 a= 思 +1L1Ca>1), 并 把 六 XMLCm +1) 记 为 和 ,得 出 

F(z)=1-err>0 (1.22) 

而 F(z)=0 当 z 委 0. 此 分 布 之 密度 函数 为 

al1wMr 
F(z) -| 科 e 7Z>0 (1.23) 

0， Z< 10 

《1.22) 和 (1.23) 分 别称 为 威 布 尔 分 布 函 数 和 威 布 尔 密度 函数 . 它 

与 指数 分 布 一 样 ,在 可 靠 性 统计 分 析 中 占 重要 的 地 位 .实际 上 指数 

分 布 是 威 布尔 分 布 当 < =1 时 的 特例 . 

例 1.9 均匀 分 布 . 

设 随 机 变量 X 有 概率 密度 函数 

1[(0-a), 当 wa 委 工 委 8 
大 (xz) = 0 其 他 (1.24) 

则 称 X 服从 区 间 [a ,6 上 的 均匀 分 布 ,并 常 记 为 X 一 R(c,p). 这 
里 a ,b 都 是 常数 ,- co<a<2p8< eco. 均匀 分 布 这 个 名 称 的 来 由 很 
明显 :因为 密度 消 数 和 在 区 间 [a ,] 上 为 常数 , 故 在 这 区 间 上 , 概 
率 在 各 处 的 密集 程度 一 样 .或 者 说 ,概率 均匀 地 分 布 在 这 区 间 上 . 

均匀 分 布 Ra ,6) 的 分 布 机 数 是 
四 S7 se



0 ， 过 妇 na 

-ea -osa< (1.25) 

] ， 工 之 咏 

乒 和 下 的 图 形 分 别 如 图 2.4a,b 所 示 . 

7 0 Flz) 

OO aa 万 

图 2.4 

在 计算 时 因 “ 四 舍 五 人 ”而 产生 的 误差 , 若 以 被 含 人 的 那 一 位 

的 前 一 位 为 单位 , 则 可 认为 这 个 舍 人 误差 服从 均匀 分 布 尺 ( 一 1Z2， 
1L2) .均匀 分 布 的 一 个 好 处 是 :借助 于 它 容易 实现 对 分 布 的 模拟 . 
首先 , 若 以 某 种 方法 产生 “随机 数 ”( 即 像 0,1,…,9 这 十 个 数字 出 
现 的 概率 都 是 1Z10 的 那 种 数字 , 它 可 以 用 “ 摸 球 ”等 方式 来 实现 . 
实用 上 用 计算 机 程序 可 在 短 时 间 内 产生 大 量 随机 数 一 -- 严 格 地 
说 ,计算 机 中 产生 的 并 非 完 全 随机 ,但 很 接近 , 故 有 时 称 为 伪 随 机 
数 ) , 则 如 取 z 足够 大 ,而 独立 地 产生 ”个 随机 数字 al,……,a， 时 ， 

则 X=0'aiaz…a 就 很 接近 于 [0,1] 均 匀 分 布 尺 (0,1). 对 一 般 分 
布 浮 数 F(z), 若 下 (z) 处 处 连续 且 严 格 上 升 , 则 其 反 函 数 G 存 
在 ,这 时 易 见 , 若 X~R(0,1), 则 G(X) 一 下 .事实 上 ,1G(OX) 云 

zi 这 个 事件 ,就 是 IF(G(X)) 委 FFCz) 即 1X 雪 FE(z)} 因而 ( 注 
意 到 R(0,1) 的 分 布 函数 为 F(z)= 工 当 0<z<1l) 

PIG(X) 委 z) = POX 二 Frz)) = FFCz) 
这 证 明了 G(X)~. 这 样 ,用 上 述 模拟 方法 产生 X 的 模拟 值 后 ， 
代入 G 中 即 得 分 布 忆 的 模拟 值 . 这 个 方法 在 模拟 研究 中 常用 ,而 
显示 了 均匀 分 布 的 重要 性 .均匀 分 布 还 有 其 他 重要 的 理论 性 质 , 不 
能 在 此 细 论 了 . 
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还 有 几 个 在 统计 应 用 上 很 重要 的 连续 型 分 布 ,这 留待 本 章 

2.4 节 去 讨论 . 

2.2 ”多维 随 机 变量 (随机 辐 量 ) 

2.2.1 离散 型 随机 向 量 的 分 布 

随机 向 量 的 概念 在 2.1 节 2.1.1 段 中 已 提 及 过 了 .一 般 , 设 X 

=(Xi,X?，…X,) 为 一 7 维 向 量 , 其 每 个 分 量 , 即 XI，…X，，, 都 

是 一 维 随机 变量 , 则 称 X 是 一 个 2” 维 随 机 向 量 或 ” 维 随机 变量 . 

与 随机 变量 一 样 ,随机 向 量 也 有 离散 型 和 连续 型 之 分 .本 段 先 

考虑 前 者 ,一 个 随机 向 量 X= (Xi，……,X。), 如 果 其 每 一 个 分 量 X; 
都 是 一 维 离散 型 随机 变量 , 则 称 X 为 离散 型 的 . 

定义 2.1 以 laiapz，… 小 记 X; 的 全 部 可 能 值 ,;=1,2， 

则 事件 | Xi 一 ab ，X2 一 2 ，Xn 一 an | 的 概率 

轧 Uji7j27jo) 二 已 XI QU)X2 一 02Xn 二 Qi 

一 一 1,2,… “ ,7 一 一 1,2，……， 7 一 1 2,…: (2.1) 

隐 为 随机 向量 X OCX .，X,) 的 概率 函数 或 概率 分 布 ,概率 函 

数 应 满足 条 件 : 

户 (7J1712 7 ) 之 0， 2 2 (01117127 ) 一 工 

2 )2 万 

(2.2) 

例 2.1 图 2.S 所 示 的 二 维 离散 型 随机 向 量 X= (Xi,X2) 的 

概率 分 布 为 

P(XI = 2,X,， = 1) = 

P(XI =2,X, =2.$) = 144 

P(XI = S$,X; = 3) = S712 

从 图 上 看 出 ,Xi 的 可 能 值 为 2 和 5$,X2; 的 可 能 值 为 1,2.$S 和 3. 故 

形式 上 看 ,X= (Xi,X2) 应 有 6 组 可 能 值 , 即 (2,1),(2,2.5)， 

(2,3),($,1),($,2.$),($,3).X 的 概率 分 布告 诉 我 们 ,实际 上 只 
。 S9 ，




