
  

  

万 (zi) = CV5jeDrem| - 0 

这 正 是 N(a ,ci) 的 概率 密度 冰 数 . 

从 这 个 例子 看 出 一 个 有 趣 的 事实 : 虽 则 一 个 随机 辐 量 X= 

(Xi…X,) 的 分 布下 足以 决定 其 任 一 分 量 X,; 的 (边缘 ) 分 布 玉 ,， 

但 反 过 来 不 对 :即使 知道 了 所 有 Xi; 的 边缘 分 布 玉 ,=1, ,7 也 

不 足以 决定 X 的 分 布 玉 .例如 ,考虑 两 个 二 维 正 态 分 布 

NI(0,0,1,1,1[3) 和 N(0,0,1,1,2743) 

它们 的 任 一 边缘 分 布 都 是 标准 正 态 分 布 N(0,1), 但 这 两 个 二 维 

分 布 是 不 同 的 分 布 , 因 为 p 的 数值 不 相同 . 这 个 现象 的 解释 是 : 边 

缘分 布 只 分 别 考虑 了 单个 变量 X; 的 情况 , 而 未 涉及 它们 之 间 的 

关系 ,而 这 个 信息 却 是 包含 在 (Xi，…X。) 的 分 布 之 内 的 .如 就 本 

例 来 说 ,在 下 一 章 ( 见 第 三 章 3.3 节 ) 将 指出 :o 这 个 参数 正好 刻画 

了 两 分 量 XI 和 X。, 之 间 的 关系 . 

在 结束 这 一 市 之 前 ,我 们 再 强调 指出 :” 边缘 "分布 就 是 通常 的 

分 布 ,并 无 任何 特殊 的 含义 . 如 果 说 有 什么 意思 的 话 , 它 不 过 是 强 

调 了 :这 个 分 布 是 由 于 X; 作为 随机 向 量 (X,…，,X,) 之 一 分 量 ， 

从 后 者 的 分 布 中 派生 出 的 分 布 而 已 , 别 无 其 他 .至 于 “边缘 ”一 词 的 

由 来 ,已 在 例 2.6 中 解释 过 了 . 

与 此 相应 ,为 了 强调 (Xi，，…,X, ) 的 分 布 是 把 X1，…,X,， 作为 

一 个 有 联系 的 整体 来 考虑 ,有 时 把 它 称 为 Xi，……,X, 的 “联合 分 
布 * 

(2.12) 

尺 外 ,边缘 分 布 也 可 以 不 只 是 单个 的 .例如 X = (Xi,X2，Xs) 
它 的 分 布 也 决定 了 其 任 一 部 分 ,例如 (Xi,X3s) 的 二 维 分 布 , 这 也 称 
为 边缘 分 布 .有 关公 式 也 不 难 导 出 ,此 处 不 细 讲 了 . 

2.3 条 件 概率 分 布 与 随机 变量 的 独立 性 

2.3.1 条 件 概率 分 布 的 概念 

一 个 随机 变量 或 向 量 X 的 条 件 概率 分 布 ,就 是 在 某 种 给 定 的 
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条 件 之 下 ,X 的 概率 分 布 .一 如 以 前 我 们 在 讨论 条 件 概 率 时 所 指 

出 的 ,任何 事件 的 概率 都 是 有 条 件 的 , 即 与 这 事件 联系 者 的 试验 

的 条 件 ,如 货 子 是 均匀 的 立方 体 且 抛 掷 的 高 度 是 足够 大 之 类 . 以 

此 ,任何 随机 变量 或 向 量 的 分 布 ,也 无 不 是 在 一 定 条 件 下 .但 此 处 

所 谈 的 条 件 分 布 ,是 在 试验 中 所 规定 的 “基本 "条 件 之 外 再 附加 的 

条 件 . 它 一 般 采 取 如 下 的 形式 : 设 有 两 个 随机 变量 或 向 量 X, Y, 在 
给 定 了 Y 取 某 个 或 某 些 值 的 条 件 下 ,去 求 X 的 条 件 分 布 . 

例如 ,考虑 一 大 群 人 ,从 其 中 随机 抽取 一 个 ,分 别 以 Xi 和 X。 
记 其 体重 和 身高 , 则 Xi,X2 都 是 随机 变量 ,它们 都 有 一 定 的 概率 
分 布 .现在 如 恨 制 1.7 委 X2 委 1.8( 米 ), 在 这 个 条 件 下 去 求 XI 的 

条 件 分 布 , 这 就 意味 着 要 从 这 一 大 群 人 中 把 其 身高 在 1.7 米 和 
1.8 米 的 那些 人 都 挑 出 来 ,然后 在 挑 出 的 人 群 中 求 其 体重 的 分 布 . 

容 匈 想 像 ,这 个 分 布 与 不 设 这 个 条 件 的 分 布 (无 条 件 分 布 ) 会 很 不 
一 样 .例如 ,在 条 件 分 布 中 体重 取 大 值 的 概率 会 显著 增加 . 

从 这 个 例子 也 看 出 条 件 分 布 这 个 概念 的 重要 性 .在 本 例 中 , 午 
清 了 Xi 的 条 件 分 布 随 X; 之 值 而 变化 的 情况 ,就 能 了 解 身 高 对 体 
重 的 影响 在 数量 上 的 表述 .由 于 在 许多 问题 中 有 关 的 变量 往往 是 
彼此 有 影响 的 ,这 使 条 件 分 布 成 为 研究 变量 之 间 的 相依 关系 的 一 
个 有 力 工 具 . 这 一 点 以 后 在 第 六 章 中 还 要 作 更 深入 的 发 挥 . 

2.3.2 离散 型 随机 变量 的 条 件 概率 分 布 

这 个 情况 比较 简单 ,实际 上 无 非 是 第 一 章 讲 过 的 条 件 概 率 概 
念 在 另 一 种 形式 下 的 重复 . 设 (Xi, X2) 为 一 个 二 维 离散 型 随机 向 
量 ,Xi 的 全 部 可 能 值 为 al az,…;Xs， 的 全 部 可 能 值 为 ,pb ，……， 

而 (Xi,X2) 的 联合 概率 分 布 为 

困 = PXI = aiX2 = b)ij = 1,2,… 

现 考虑 Xi 在 给 定 X2z= 2 的 条 件 下 的 条 件 分 布 , 那 无 非 是 要 找 条 
件 概率 P(Xi= alX2= 妃 ). 依 条 件 概 率 的 定义 ,有 
P(X =w1Xa = 方 )= PXI= wo = 已)MP(X = 已 ) 

=iAPCX2 = ) 
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再 据 公 式 (2.8)(>”=2 的 情况 ), 有 P(X: = 与 ) = > 四: 于 是 

P(CX， 一 ai|X， 一 D) 一 3 一 1 2 (3.1) 

类 似 地 有 

PCX， 一 pi Xi 王 ai) 四 3 一 1 2 ,… (3.2) 

例 3.1 再 考虑 例 2.6. 据 公式 (3.1) 和 (3.2) ,不 难 算出 在 给 

定 Xz 时 Xi 的 条 件 分 布 ,与 给 定 Xi 时 X: 的 条 件 分 布 .例如 ,在 

给 定 Xz =0 时 有 

PXI =3|X: = 0) =0.28m0.33 = 287/33 

例 3.2 设 (Xi,X>,…，,，X) 服 从 多 项 分 布 MLCNi3bI，…， 

z). 试 求 在 给 定 X: = 的 条 件 下 , Xi 的 条 件 分 布 . 

先 计算 概 率 PLXi=A2,X2=A). 这 里 假定 A,A， 都 是 非 负 

整数 , 且 RN-). 按 (2.3) 式 ,有 

一 一 二 AN 和 AR 3 。。。 /大 P(XI = Al Xa 人 有 TIT 加 多 巍 … 的 

这 里 2 表示 求 和 的 范围 为 As ,有 都 是 非 负 整数 ,上 且 有 +… 
ka 

十 及， 一 N- (REI+A2). 令 力 = 访 [1L-z 加 -六 2), 人 23, 有 
Ni 

TI 一 人 
-四 2 罗 (1 -pi -za)NT5C 

其 中 

| CN-RA -Re ， 
CT 

由 于 如 3 +…+zpz=1, 考 虑 到 上 式 求 和 的 范围 及 多 项 展开 式 

(2.4), 即 知 C=1, 因 此 

PLXI = Al,X2 = &2) 

一 人 1 。 了 大， 天 入 一 & 一 

UNKN 一 二 友 外 让 人 1 和 一 加 ) 
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再 根据 例 2.7,Xs。* 的 分 布 就 是 二 项 分 布 23(N， 2) .因此 

P(XI = 有 司 |X2? = 2>) 

= 已 (X1 = 二 玉 1， 及) 二 一 &2)AP(X2， 一 友 2> ) 

  

Nl 网 
”Ri1R2ICN 一 一 本 三 2(1 一 力 一 力 ) 和 

NI1 NT 1 VN- 
/ ETCN 二 KJT22t1 访 2)、 

CN 一 AR2)1 户 : ) 4 如 ) 
”RiIICN 一 AI 一 AAA) -加 1 一 轧 ) 

=DCRININ -ADCL- 加 ))) 大 三 0 1 N 一 人 R; 

由 此 可 知 : 在 给 定 X; = &> 的 条 件 下 , Xi 的 条 件 分 布 就 是 分 布 

B(N-A2 ,biLL1- za)). 

2.3.3 连续 型 随机 变量 的 条 件 分 布 

设 二 维 随 机 向 量 X=(Xi,XxX:) 有 概率 密度 函数 Frzl, zz ). 

我 们 先 来 考虑 在 限定 ee 委 z 委 6 的 条 件 下 ,Xi 的 条 件 分 布 . 有 

P(XI 委 za 和 Xi 委 0) 

=PIXI 委 za 委 X 二 bp)APae 乏 X 雪 0) 

X。， 的 边缘 分 布 的 密度 果 数 户 由 (2.10) 给 出 .有 

PXI 和 zi 二 X 雪 0 
立 1 了 

一 扫 aa| Ara ,3 ) dz 

P(ae 反 和 姑 扩 习 = | Pa)da 

由 此 得 到 

P(XI 委 zla 迄 X 雪 0) 

三 妆 上 j renepdaj Pte)aa 

这 是 Xi 的 条 件 分 布 函数 .对 zl 求 导 数 , 得 到 条 件 密度 函数 为 

Pizlla 近 X 雪 5)= | zebedaj 咱 PPeaaaa (3.3) 
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更 有 兴趣 的 是 w=2 的 情况 , 即 在 X。, 给 定 等 于 一 个 值 之 下 ， 

X; 的 条 件 密 度 函 数 . 这 不 能 通过 直接 在 (3.3) 中 令 a =2 得 出 ,但 

可 用 极限 步 又， 

户 (zllzz) = 户 (zil X2 = Z2) 

=jianP(zllzz 委 Xa< 委 Zz2+ 六 ) 

= 疗 工 六” rzoe)dae/ 库 划 ”Pa)de 

=Jziz2)A 记 (za2) 《3.4) 

这 就 是 在 给 定 Xz = za 的 条 件 下 ,Xi 的 条 件 密度 函数 . 此 式 当 然 

只 有 在 PP(z?)>0 时 才 有 意义 .在 上 述 取 极限 的 过 程 中 ,还 得 假 

定 函 数 户 在 z; 点 连续 ,及 F(zl,t) 作 为 2 的 函数 ,在 纪 =z 处 

连续 .然而 ,用 高 等 概率 论 的 知识 ,可 以 在 没有 这 种 连续 的 假定 下 

证 明 (3.4). 

43.4) 式 可 改写 为 

zi,Z21) 一 亡 (zz) 广 (zi zz) (3.5) 

就 是 说 :两 个 随机 变量 Xi 和 X。* 联合 概率 密度 ,等 于 其 中 之 一 的 

概率 密度 乘 以 在 给 定 这 一 个 之 下 另 一 个 的 条 件 概率 密度 . 这 个 公 

式 相应 于 条 件 概率 的 公式 P(4B) = P(B)P(A|B). 除 (3.5) 外 ， 
当然 也 有 

ziz2) = 万 (zl)P(zz|zl) 《3.6) 

其 中 万 为 zi 的 边缘 密度 ,而 

PCzzl zl = Frzizz)L (zl) (3.7) 

则 是 在 给 定 Xi = zl 的 条 件 下 , X; 的 条 件 密度 . 这 些 公 式 反 映 的 
实质 可 推广 到 任意 多 个 变量 的 场合 : 设 有 ” 维 随机 向 量 (Xi，…， 
X，, ) ,其 概率 密度 函数 为 FCzl，…,zno). 则 

(zl ) 一 SCZ1 ED)ARCZET |) 

. (3.8) 

其 中 g 是 (Xi，…,Xx) 的 概率 密度 ,而 户 则 是 在 给 定 Xi = zl,…， 
Xik= xx 的 条 件 下 , Xi+l,…，,X， 的 条 件 概 率 密度 . (3.8) 可 视 为 
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(3.6) 的 直接 推广 ,又 可 视 为 Am zzzli zk) 的 定义 ， 

例 3.3 设 (Xi,X2) 服 从 二 维 正 态 分 布 Na ,bci,cs,o)， 

求 在 给 定 Xi = zi 的 条 件 下 ,X2: 的 条 件 密 度 函 数 户 (zzlzi)， 

利用 公式 (3.7) ,(2.7) 和 (2.12) ,经 过 简单 的 计算 ,得 出 
] 

7 
国 (> 一 (0 十 po2aTL(xz1 一 2 ] 

”exXxp 2(1 国 02)a3 
  

(3.9) 

这 正 是 正 态 分 布 NO+pozof (zl-a),ao(1-o-)) 的 概率 密度 
画 数 (注意 在 (3.9) 式 中 ,zl 当 常 数 看 ). 因 此 , 正 态 变 量 的 条 件 分 

布 仍 为 正 态 ,这 是 正 态 分 布 的 一 个 重要 性 质 . 

如 我 们 在 图 2.22 中 所 显示 的 , 正 态 分 布 NA,o) 关 于 Ap 点 - 

对 称 ,w 就 是 分 布 的 中 心 位 置 ,对 正 态 分 布 (3.9) ,这 个 中 心 位 置 在 

m(zZzt) 一 +poo(zt 一 a) (3.10) 

处 ,由 这 里 可 以 看 出 o 刻画 了 Xi, X; 之 间 的 相依 关系 .其 解释 如 

下 :者 o>0, 则 随 着 zi 的 增加 ,X2( 在 Xi = zl 之 下 ) 的 条 件 分 布 

的 中 心 点 2(zi) 随 zi 的 增加 而 增加 . 可 以 看 出 :这 意味 着 当 zi 

增加 时 ,X2> 取 大 值 的 可 能 性 增加 , 即 X, 有 随 着 Xi 的 增长 而 增长 

的 倾 癌 (如 体重 与 身高 的 关系 那样 ) .反之 , 若 po<0, 则 X;, 有 中 着 
Xi 增长 而 下 降 的 倾向 .由 于 这 个 原因 ,通常 把 o>0 的 情况 称 为 

正 相 关 ,而 o<0 的 情况 称 为 “ 负 相 关 ”. 这 一 点 在 下 一 章 中 还 要 

谈 到 . 

把 (3.S$) 两 边 对 z, 积分 ,得 

PCzl) = Aceznza)dza 二 | mdz | zz) PP(zz)dza? 

(3.11) 
这 个 公式 可 解释 为 :Xi 的 无 条 件 密度 站 (zi), 是 其 条 件 密度 方 

(zijzz) 对 "条件 “zy 的 平均 .更 确切 地 说 ,是 按 其 概率 大 小 为 权 的 

加 权 平 均 ,因为 , 户 (z?)dz， 正 是 X2> 在 z; 附近 dz 这 人 么 长 的 区 
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闻 内 的 概率 .从 直观 上 看 这 应 当 是 很 自然 的 .比如 说 ,(Xi,X2 ) 代 

表 一 大 群 人 中 随机 抽出 的 一 个 人 的 体重 和 身长 ,XI 体重 ) 有 其 

(无 条 件 ) 分 布 , 这 可 以 看 作为 各 种 不 同 的 身高 综合 之 后 所 呈现 的 

分 布 ,而 不 同 于 固定 身长 X; = z2 时 的 条 件 分 布 .但 把 各 种 身长 时 

体重 的 条 件 分 布 进行 平均 ,也 就 实现 了 上 述 综合 , 即 得 到 无 条 件 分 

布 .公式 (3.11) 正 好 从 数学 上 反 上 映 了 这 种 综合 (或 平均 ) 的 过 程 . 

还 要 注意 :公式 (3.11) 也 可 以 看 作 是 全 概率 公式 (第 一 章 ) 
43.17) 在 概率 密度 这 种 情况 下 的 表现 形式 .在 这 里 , Ai(zxi) 相 当 
于 全 概率 公式 中 的 P(4), 广 (zilz;) 相 当 于 条 件 概率 P(AiB;)， 
而 (3.11) 中 的 积分 ,正好 相当 于 (3.17) 式 中 的 以 P(B;) 为 权 的 加 
权 和 ， 

由 此 可 见 ,在 学 习 概 率 论 时 ,不 能 光 是 形式 地 看 待 -- 些 分 析 公 
式 ,更 重要 的 是 要 分 析 其 概率 意义 及 直观 意义 ,这 样 才能 加 深 理 
解 . 上述 对 公式 (3.11) 的 分 析 是 一 个 例子 .再 如 ,在 例 3.3 中 我 们 
用 形式 推导 很 容易 得 出 了 条 件 密 度 (3.9) 式 .只 看 这 形式 推导 ,你 
可 能 地 党 得 这 里 没有 什么 特别 值得 注意 的 地 方 .但 经 过 分 析 
《3.10) 式 中 po 的 作用 ,再 辅 之 以 体重 身高 这 个 实例 ,我 们 就 领悟 
到 了 2o 作为 刻画 二 者 的 相依 性 的 作用 ,理解 就 深 一 层 了 .在 下 一 
章 中 我 们 还 要 进一步 讨论 (3.9) 所 反映 出 的 其 他 概率 含义 . 

2.3.4 随机 变量 的 独立 性 

先 考虑 两 个 变量 Xi, X2 的 情况 ,并 设 (Xi,X;) 为 连续 型 . 如 
前 ,分 别 以 ziz2) 六 (zi),P(z),Pzilz), 户 (zlzi) 记 

联合 ,边缘 与 条 件 概 率 密度 . 

一 般 ,Azilzz) 是 随 zz 的 变化 而 变化 的 ,这 反映 了 Xi 与 
X2 在 概率 上 有 相依 关系 的 事实 , 即 Xi; 的 (条 件 ) 分 布 如 何 , 取决 

于 另 一 变量 之 值 . 

如 果 户 (zilzz) 不 依 顿 于 z, 因 而 只 是 fl 的 图 数 , 暂 记 为 
gzi), 则 表示 Xi 的 分 布 情况 与 X, 取 什 么 值 完 全 无 关 , 这 时 就 

称 Xi,X2 这 两 个 随机 变量 (在 概率 论 意义 上 ) 独 立 .这 概念 与 事件 
.76 .



独立 的 概念 完全 相似 ， 

把 站 (zilz?)=g(zi) 代 人 (3.11) ,得 

万 (zl) -| sg(zD) 记 (za)dz 

=-g(zi)| 户 (za)dzs 

=S(Z1) 

因此 ,Xi 的 无 条 件 密度 方 (zl) ,就 等 于 其 条 件 密 度 方 (zl|z2>)， 

这 也 可 取 为 独立 性 的 定义 . 

再 次 ,把 户 (zi) = APGzlilzz) 代 和 人 (3.5) ,得 

Fiztz2) = 万 (zi) 户 (za) (3.12) 

芭 (Xi,X2) 的 联合 密度 ,等 于 其 各 分 量 的 密度 之 积 .这 也 可 取 作 为 

Xi,X: 独立 的 定义 (此 式 相 应 于 第 一 章 (3.7) 式 ), 比 之 上 述 定义 ， 

它 有 其 优越 性 :一 是 其 形式 关于 两 个 变量 对 称 , 二 是 它 总 有 意义 ， 

而 在 用 条 件 密度 去 定义 时 ,可 能 碰 到 条 件 密度 在 个 别 点 无 法 定义 

(分 母 为 0) 的 情况 . 

这 个 形式 的 另 一 个 好 处 是 它 可 以 直接 推广 到 任意 多 个 变量 的 

情形 .我 们 就 把 它 取 为 一 般 情况 下 的 正式 定义 

定义 3.1 设 ” 维 随机 向 量 (Xi,…,X,) 的 联合 密度 函数 为 

zl Zr) 而 Xi 的 (边缘 ) 密 度 困 数 为 请 (zi) =1,…，,72 .如 

末 

zi Za) = 万 (ZD) 廊 (zn) (3.13) 

就 称 随 机 变量 Xi,，……,X, 相互 独立 或 简称 独立 . 

变量 独立 性 的 概念 还 可 以 从 另外 的 角度 去 考察 . 按 前 面 的 分 

析 , 它 含有 这 种 意思 :如 果 Xi，…,X, 独立 , 则 各 变量 取 值 的 概率 
如 何 , 毫 不 受 其 他 变量 之 影响 ,因此 , 若 考 察 ， 个 事件 

4 = la 和 XI 委 0 和 4 = ja 二 Xi 去 六 

(3.14) 

则 因 各 事件 只 涉及 一 个 变量 ,它们 应 当 是 相互 独立 的 事件 ,我 们 可 

以 把 这 个 要 求 取 为 变量 Xi ,…,X, 独立 的 定义 .下 面 的 定理 证 明 ， 
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这 与 定义 3.1 是 等 价 的 , 即 同一 件 事 的 两 种 不 同 的 说 法 ， 

定理 3.1 如 果 连 续 变量 Xi,…，,X, 独立 时 , 则 对 任何 wii < 

站 =1, ,7 由 (3.14) 定 义 的 2 个 事件 AAA， 也 独立 . 

反之 , 苦 对 任何 ci< bi=1,…,2 ,事件 Ai …,A, 独立 , 则 

变量 Xi，…,X, 也 独立 . 

证 先 设 Xi,……,X, 独立 ,因而 (3.13) 成 立 . 为 证 事件 Ai ， 

…,A, 独立 , 按 第 一 章 定 义 3.3, 必须 对 任何 站 ,zi(1 委 阅 < 

iD2<…<i 和 2) 去 证 明 

P(A AmAi ) 二 P(A; )PCA)…P(LA ) 

为 书写 简单 计 ,我 们 对 五 =1, 和 =2,……， 和 = 天 来 证 此 式 , 这 不 影 
响 普 遍 性 . 按 联合 分 布 密度 的 定义 (2.5) 式 ,有 

PCAIA2…An) 

= P(ai 委 Xi 过 ba < 委 X 委 0) 

一 Pal 委 XI 和 Da < 委 X 生 0， 

-co<XI<c… 一 co<X<oco) 

二 三 ez dz dr 
oa Ja 

== | ADCzodrrraz 

-| Panda PaGzdzsj mczodrr 

厂 

x | 太 Czo)dzn 

|Anez )dzi| (zs )dzm 

一 P(al 委 XI 和 过 0)……P(Ca， < X， <<5，) 

这 证 明了 所 要 的 结果 . 

另 一 方面 , 若 对 任何 we <bi=1,…,2,(3.14) 中 的 ”个 事 

件 独立 , 则 取 A;= | -co<X 委 zj=1，…,72 ,由 
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P(AIA>…A，) 一 P(ANDP(A)…P(A，) 

即 得 
民 民 2 | 

| 罗 | 上 City dd 

= | ”AP )dz| > 户 (a)dta| ”AiGa )dti 

上 式 两 边 依 次 对 zi,zz，……z， 取 偏 导数 ( 即 作 oa&ciar…… 民 ，)， 

即 得 (3.13) 式 ,因而 证 明了 Xi ,…,X,。 独立 . 

下 面 再 提出 两 个 有 关 独 立 性 的 有 用 的 结果 . 

定理 3.2 若 连 续 型 随机 向 量 (Xi,…,X,) 的 概率 密度 郴 数 

FFCzl no) 可 表 为 7 个 图 数 gl sg 之 积 , 其 中 太 只 依赖 于 

zi， 即 

ZrZo) = SICZI) SoCzn) (3.15) 

则 Xi ，……,X,， 相互 独立 , 且 X; 的 边缘 密度 函数 扩 (zi) 与 g(z) 只 

相差 一 个 常数 因子 . 

证 按 (2.11) 式 , 知 Xi 的 密度 函数 为 

门 (zl) =| | ra ,dd 

一 gi(z)| ea(za)dz| 有 (za)dm 一 Cixi(Czl) 

其 中 Ci 为 常数 . 同 法 证 明 X,; 的 密度 函数 Cig;(z;). 

因此 gi(zi)= CC(zi), 其 中 广 是 r; 的 密度 函数 . 以 此 代 

入 (3.15) , 知 F(ziz)=CTC CTLAGzD)… 户 (z). 由 

此 式 两 边 对 zl,……，,zn 的 积分 都 为 1, 知 CTrCz L…C7L=1, 因 而 

FUz Zn) 三 万 (zi 万 (zn). 按 定义 (3.1) , 知 XI，X， 独 
立 . 

定理 3.3 车 Xi,……X, 相互 独立 ,而 

YI = SI(XIXn) Ya = go2(Xnrl mm Xn) 

则 Y， 和 Y， 独立 ， 

这 个 定理 直观 上 的 意义 很 明白 :因为 Xi，……,X,, 相互 独立 ,把 
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它 分 成 两 部 分 Xi …,X， 及 Xi 1 X, 二 者 没有 关系 .因为 

Yi, Y 分 别 只 与 前 者 和 后 者 有 关 ,它们 之 间 也 不 应 有 相依 关系 . 

证 明细 节 也 不 难 写 出 ,在 此 从 略 了 . 

以 上 讨论 的 是 关于 连续 型 变量 的 独立 性 ,至 于 离散 型 则 更 为 

简单 . 

定义 3.2 设 Xi,…,X, 都 是 离散 型 随机 变量 . 若 对 任何 常 

数 al,…,a, ,都 有 

PXI = ai)X = ar)= POXI= ai)…P(X = av) 

则 称 X ，…,X,， 相互 独立 . 

所 有 关于 独立 性 的 定理 ,如 定理 3.1 一 3.3, 全 都 适用 于 离散 

型 .唯一 的 变动 是 :凡是 在 这 些 定 理 中 提 到 "密度 函数 "的 地 方 , 现 

在 要 改 为 “概率 冰 数 ”. 

例 3.4 设 (Xi,X2) 服 从 二 维 正 态 分 布 N(Ca ,bcai,oi,o). 

由 其 联合 密度 函数 FGzi,z?z) 的 形式 (2.7) 看 出 : 当 且 仅 当 o=0 

时 ,Azi,z2z) 才 可 以 表 为 两 个 边缘 密度 广 (zl) 和 户 (z?) 之 积 . 因 

此 , 当 且 仅 当 e=0 时 ,Xi 和 X; 独立 .这 进一步 反映 了 我 们 以 前 
提 及 的 一 点 事实 :po 这 个 参数 与 Xi ,X。, 的 相依 性 有 关 . 

例 3.5 考虑 例 2.4 的 随机 向 量 (Xi,X2). 据 例 2.9 的 结果 ， 
不 难 知道 :Xi ,X。, 不 为 独立 . 

与 事件 的 独立 性 一 样 ,在 实际 问题 中 ,变量 的 独立 性 往往 不 是 

从 其 数学 定义 去 验证 出 来 的 .相反 , 常 是 从 变量 产生 的 实际 背景 判 
断 它 们 独立 (或 者 其 相依 性 很 微弱 因而 可 近似 地 认为 是 独立 ) , 然 
后 再 使 用 独立 性 定义 中 所 赋予 的 性 质 和 独立 性 的 有 关 定 理 .例如 ， 
一 城市 中 两 个 相距 较 远 的 路 段 在 一 定时 间 内 各 自发 生 的 交通 事故 
数 ,一 个 人 的 姓氏 笔划 与 其 智商 .在 实际 中 ,7 个 变量 Xi，…，,X， 

的 独立 性 通常 是 这 样 产 生 的 :有 ?2 个 彼此 无 关联 的 试验 五 | ,…， 
兢 ， 而 Xi; 只 依赖 于 试验 五 ; 的 结果 .形式 上 我 们 可 以 构 作 一 个 复 

合 试验 瑟 = (FE …, 羽 ,), 以 把 这 ”个 变量 都 包容 在 这 个 试验 天 
之 下 .这 种 观点 在 讲 事件 独立 性 时 已 提 到 过 了 . 

然而 ,在 主要 是 理论 的 情况 下 ,需要 直接 借助 于 定义 来 验证 变 
。 80 @



量 的 独立 性 . 举 一 个 例子 . 

例 3.6 设 XI,X; 独立 ,都 服 

从 标准 正 态 分 布 N(0,1). 把 点 

(Xi,X2 ) 的 极 坐 标记 为 ( 尺 ,G9)， 

0 委 RR< co ,0 委 9<2r. 求 证 : 尺 和 

9 独立 (图 2.9). ~ 

取 定 ru>0,0< 9,<2r. 考 虑 \_| 1 
事件 B = 10 委 R 民 委 r0o,0 委 9 委 00|. 

由 于 Xi,X， 独立 且 各 目的 密度 函 

数 分 别 为 V 于 era2 和 VY 陆 

ea22, 由 独立 性 定义 3.1 知 

(Xi ,X2) 的 联合 密度 为 (2r) iexp{ - (zi + zx) ). 因此 , 按 密 
度 函 数 的 定义 (2.5) 式 ,有 

也 (号 ) = | cm-rem| - 方 (zi 十 z) |dzidzra 

化 为 极 坐标 ,得 

P(0 入 R 过 nm,0 过 9 过 0) = Czp)| | e7 2rdrd8 

    

  

  
图 2.9 

由 这 个 等 式 直接 看 出 :(R,@ ) 的 概率 密度 函数 就 是 (2r) -le- ”27 
( 当 0 委 r<co,0 委 9<2r, 其 他 处 为 0). 它 是 下 述 两 个 函数 的 乘 

积 : 
， 一 产 >ix ~ 之 空 _- 

广 (r) -1 广 村 矿 - 一 0 

0， 当 六 <0 

_ |142r:0SO<2r 

刀 (9) 10， 当 他 0 

按 定理 3.2, 即 得 知 尺 与 日 独立 , 且 尺 与 9 的 密度 函数 分 别 是 

Fr) 和 户 (2). 

离散 型 变量 独立 性 的 一 个 重要 例子 涉及 事件 独立 性 与 随机 变 
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量 独 立 性 之 间 的 关系 ， 

例 3.7 设 有 ?7 个 事件 Al,A，,…，,A,. 针 对 每 个 事件 Ai ,可 

定义 一 随机 变量 Xi; 如 下 : 

X; = 1, 当 事件 A 发 生 ;X =0, 当 A 不 发 生 (3.16) 

常 把 X; 称 为 事件 A 的 指示 变量 或 指示 困 数 、 示 性 函数 (indica- 

tor) ,意思 是 其 值 “ 指 示 " 了 4 是否 发 生 . 这 个 写法 表明 :事件 可 视 

作 随 机 变量 的 一 种 特例 . 

不 难 证 明 : 若 事件 4A;,……,A, 独立 , 则 其 指示 变量 Xi，…,X， 
独立 .反之 亦 成 立 .证 明 是 基于 第 一 章 的 系 3.3, 我 们 把 细节 留 给 

读者 自己 去 完成 . 

利用 指示 变量 的 概念 ,可 以 对 第 一 章 系 3.2 后 面 那 段 话 作出 

统一 而 简洁 的 论证 . 若 事件 4 ,…,A, 独立 ,而 事件 Bi 取决 于 
41,…,A,( 这 意思 是 说 :一 旦 知道 了 事件 4 ，……,A。， 中 每 一 个 发 

生 与 否 ,就 能 定 下 发生 与 否 ), 事 件 B，, 取决 于 AT，…，,A，， 

则 吾 ; 与 B; 独立 . 转 到 指示 变量 :分别 以 XI X,， 记 A，…,A， 

的 指示 变量 ,以 YV 和 Y; 分 别 记 Bl 和 也 ,的 指示 变量 . 按 假定 ， 
后 者 分 别 是 Xi ，…,X,， 与 Xi 1 ……，X, 的 函数 ， 

Yi = SIC(X1…，,Xn)，Y> = Sg2(Xr1 XXX，) 

由 4 …A4, 独立 知 随机 变量 Xi,…,X, 独立 .再 据 定理 3.3, 即 

知 Yi 与 Y> 独立 ,因而 事件 B 和 旨 ; 独立 . 
例 3.8 设 (Xi,…，,X,) 服 从 多 项 分 布 MU(Ni; Di ，…， 记 )， 

记 >0,i=1, ,12. 对 任何 wx 天 vv,X 和 X, 不 独立 . 

这 个 结论 从 直观 上 看 至 为 明显 : 按 多 项 分 布 的 定义 有 导 | 十 … 
+Xn = 六 若 ?>2, 则 虽然 X, 并 不 足以 唯一 决定 X ,但 二 者 有 
关 . 例 如 , 当 X. 取 很 大 的 值 时 , X, 取 大 值 的 可 能 性 就 降低 . 这 说 
明 :X, 在 给 定 X,. 之 下 的 条 件 分 布 ,取决 于 X. 的 给 定 值 ,因而 不 
符合 独立 性 的 要 求 .形式 的 证 明 也 不 难 作 出 , 留 给 读者 去 完成 . 

2.4 随机 变量 的 函数 的 概率 分 布 

在 理论 和 应 用 上 ,经 常 磁 到 这 种 情况 :已 知 某 个 或 某 些 随机 变 
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