
  

量 独 立 性 之 间 的 关系 ， 

例 3.7 设 有 ?7 个 事件 Al,A，,…，,A,. 针 对 每 个 事件 Ai ,可 

定义 一 随机 变量 Xi; 如 下 : 

X; = 1, 当 事件 A 发 生 ;X =0, 当 A 不 发 生 (3.16) 

常 把 X; 称 为 事件 A 的 指示 变量 或 指示 困 数 、 示 性 函数 (indica- 

tor) ,意思 是 其 值 “ 指 示 " 了 4 是否 发 生 . 这 个 写法 表明 :事件 可 视 

作 随 机 变量 的 一 种 特例 . 

不 难 证 明 : 若 事件 4A;,……,A, 独立 , 则 其 指示 变量 Xi，…,X， 
独立 .反之 亦 成 立 .证 明 是 基于 第 一 章 的 系 3.3, 我 们 把 细节 留 给 

读者 自己 去 完成 . 

利用 指示 变量 的 概念 ,可 以 对 第 一 章 系 3.2 后 面 那 段 话 作出 

统一 而 简洁 的 论证 . 若 事件 4 ,…,A, 独立 ,而 事件 Bi 取决 于 
41,…,A,( 这 意思 是 说 :一 旦 知道 了 事件 4 ，……,A。， 中 每 一 个 发 

生 与 否 ,就 能 定 下 发生 与 否 ), 事 件 B，, 取决 于 AT，…，,A，， 

则 吾 ; 与 B; 独立 . 转 到 指示 变量 :分别 以 XI X,， 记 A，…,A， 

的 指示 变量 ,以 YV 和 Y; 分 别 记 Bl 和 也 ,的 指示 变量 . 按 假定 ， 
后 者 分 别 是 Xi ，…,X,， 与 Xi 1 ……，X, 的 函数 ， 

Yi = SIC(X1…，,Xn)，Y> = Sg2(Xr1 XXX，) 

由 4 …A4, 独立 知 随机 变量 Xi,…,X, 独立 .再 据 定理 3.3, 即 

知 Yi 与 Y> 独立 ,因而 事件 B 和 旨 ; 独立 . 
例 3.8 设 (Xi,…，,X,) 服 从 多 项 分 布 MU(Ni; Di ，…， 记 )， 

记 >0,i=1, ,12. 对 任何 wx 天 vv,X 和 X, 不 独立 . 

这 个 结论 从 直观 上 看 至 为 明显 : 按 多 项 分 布 的 定义 有 导 | 十 … 
+Xn = 六 若 ?>2, 则 虽然 X, 并 不 足以 唯一 决定 X ,但 二 者 有 
关 . 例 如 , 当 X. 取 很 大 的 值 时 , X, 取 大 值 的 可 能 性 就 降低 . 这 说 
明 :X, 在 给 定 X,. 之 下 的 条 件 分 布 ,取决 于 X. 的 给 定 值 ,因而 不 
符合 独立 性 的 要 求 .形式 的 证 明 也 不 难 作 出 , 留 给 读者 去 完成 . 

2.4 随机 变量 的 函数 的 概率 分 布 

在 理论 和 应 用 上 ,经 常 磁 到 这 种 情况 :已 知 某 个 或 某 些 随机 变 
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量 X ,…,X, 的 分 布 , 现 另 有 一 些 随 机 变量 Yi,…, Y。 ,它们 都 是 

Xi，…,X， 的 函数 : 

Yi = 略 (XXX (4.1) 

要 求 (Yi，……,Y,) 的 概率 分 布 . 事 实 上 我 们 已 经 考虑 过 这 样 的 一 

个 例子 , 即 例 3.6. 

在 数理 统计 学 中 常 碰 到 这 个 问题 ,在 那里 ,Xi,……,X, 是 原始 

的 观察 或 试验 数据 , Yi ,…,Y，, 则 是 为 某 种 目的 将 这 些 数据 “加 

工 而 得 的 量 , 称 为 “统计 量 ” .例如 ,Xi,……,X, 可 能 是 对 某 个 未 知 

量 a 作 ?” 次 量 测 的 结果 , 量 测 有 误差 ,我 们 决定 用 Xi ,…,X, 的 算 

术 平 均值 X= (Xi+…+X,)Aa 去 估计 未 知 量 a .又 就 是 XI，…， 
X,， 的 函数 . 

2.4.1 离散 型 分 布 的 情况 

这 种 情况 比较 简单 , 故 只 须 稍 加 解释 .例如 ,变量 X 取 6 个 值 

-2,-1,0,1,2,3, 其 概率 分 别 为 1ZX12,37Z12,37Z12,2712,1712 和 
2/[2, 而 Y=X3. 则 Y 取 -8,-1,0,1,8,27 这 6 个 值 ,它们 没有 

相 重 的 , 故 取 这 些 值 的 概率 ,就 仍 如 上 述 . 

但 若 考 虑 Y= X“, 则 情况 有 所 不 同 .相应 于 X 的 6 个 值 的 Y 

值 分 别 为 4,1,0,1,4,9, 其 中 有 相 重 的 . 相 重 值 的 概率 需要 合并 起 

来 : 

P(Y=0)=PX=0)=3712 

P(Y=1)=PX=1l)+PX=-1=2/2+3/2= S/12 

P(Y=4)= PX=2)+PX=-2)=12+1/2 = 27Z12 

P(Y=9)=PX=3)=2712 

一 般 情况 在 原则 上 也 一 样 :把 Y=g(Xi,…,X,) 可 以 取 的 不 同 值 

找 出 来 ,把 与 某 个 值 相应 的 全 部 (Xi,…,X, ) 值 的 概率 加 起 来 , 即 
得 Y 取 这 个 值 的 概率 . 当然 ,在 实际 做 的 时 候 ,涉及 的 计算 也 可 能 
并 不 简单 . 

例 4.1 设 (Xi,X，…X,) 服 从 多 项 分 布 MI(Ni pi …， 
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思 ) ,7 3. 试 求 了 = XI+X> 的 分 布 . 

Y 取 值 为 0,1，…,N .指定 A, 有 

P(Y = R) = 了 之/ TD 多 让 牛 - -jwr 

这 里 >， 表示 求 和 的 范围 为 

R， 为 非 负 整 数 ,Ri 十 R， 一 R,R1 十 ”十 尺 ， 一 和 

=zb[1-z 力 加)=3， 0 则 z3 廿 二 pu=1. 将 上 式 

写 为 
NI 

PCY = 上 ) =RITN AI 力 一方 3)N 六 国 2 

人 (N 一 R)1 
3 R31 3 - 轧 各 

这 里 > 求 和 的 范围 为 :il,A2z 为 非 负 整 数 ,Al + tz = &. 之“ 求 
和 的 范围 为 ;&3,，…，,A，, 为 非 负 整数 ,&3 十 …+A&n = AN- 一 &. 由 于 

p3+…+ 力 = 由 (2.4) 式 知 >) 这 个 和 的 值 是 1. > 这 个 和 

的 值 为 ( 记 ii + 加 >) .于 是 得 到 

P(Y = 上) -RCIT(D 十 力 ))[1 一 ( 访 十 力 ))] 

一 O(RINDI + 旋 2) 
即 Y 服从 二 项 分 布 如 CN,pli+ zz). 

如 果 从 概率 意义 的 角度 去 考虑 ,这 个 结果 不 用 计算 就 可 以 知 

道 :在 定义 多 项 分 布 时 有 ?2 个 事件 Ai,A:，,A43，…，A4,. Xi,X2>， 

X3，……，,X,， 分 别 是 它们 在 N 次 试验 中 发 生 的 次 数 . 现 若 记 A = Ai 

+A>, 则 事件 A ,A3,……,A，, 仍 构 成 一 个 完备 事件 群 , 其 概率 分 别 

为 pi+ pp3pp2j 记 了 =XI+TX2 则 (了 ,X3,…,Xn) 构 成 多 

项 分 布 AN3 DT+ 访 2， 力 3，…， 力 。) ,而 六 成 为 这 个 多 项 分 布 的 一 

个 边缘 分 布 . 于 是 按 例 2.7 即 得 出 上 述 结论 . 

这 就 是 我 们 前 面 几 个 地 方 曾 提 及 的 概率 思维 .概率 论 中 有 不 

少 结果 可 以 用 纯 分 析 方 法 证 明 ,但 如 利用 概率 思维 ,有 时 证 明 可 以 

简化 ,学习 概 率 论 的 一 个 要 素 在 于 锻炼 这 种 概率 思维 . 
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例 4.2 设 Xi 和 X。; 独立 ,分 别 服从 二 项 分 布 再 (zi, 疡 ) 和 吾 

(2>, 访 )( 注 意 是 公共 的 ) , 求 了 =Xi+X， 的 分 布 . 

Y 之 可 能 值 为 0,1,…,7zl+n .固定 & 于 上 述 范围 内 ,由 独 

立 性 假定 ,有 

P(Y=A)= > PCOXI=A，X2= 台 2) 

一 >) 1 pi(1 一 旋 )7 一 和 722] pa(1 一 记 )m- 
Ri 忆 2> / 

加 -人 71 722 加 中 

2 (jwa 访 ) 

此 处 > 求 和 的 范围 为 :1 ,2 为 非 负 整数 ,Ri + kz = . 按 第 一 
7 7 7z1 十 7 

公式 0.3) 有 客人 2 -| 中 
1 21/ 

十 

P(Y= 有)= 忆 民 站 jn 722， 力 ) 

即 Y 服从 二 项 分 布 B(ni+ ?2,z). 这 个 结果 很 容易 推广 到 多 个 

的 情形 : 若 Xi 一 B(Omzp)=1 7 而 Xi)Xn 独立 , 则 Xi 

+…+X 一 BOzi+…+7) 力 ). 证 明 不 难 用 归纳 法 作出 ,细节 留 

给 读者 . 

上 述 结 论 如 用 "概率 思维 ”, 则 不 证 自明 : 按 二 项 分 布 的 定义 ， 

若 X~B(2,zb), 则 X 是 在 2 次 独立 试验 中 事件 4 出 现 的 次 数 ， 

而 在 每 次 试验 中 A 的 概率 保持 为 训 . 今 Xi 是 在 7 次 试验 中 A 出 

现 的 次 数 ,每 次 试验 A 出 现 的 概率 为 户 . 故 了 =Xi+…+Xn 是 

在 ?1+…+7， 次 独立 试验 中 ,A 出 现 的 次 数 ,而 在 每 次 试验 中 A 

出 现 的 概率 保持 为 加 . 故 按 定 义 即 得 Y 一 B(mi+…+7mn， 访 ). 

例 4.3 设 Xi,X:， 独立 ,分 别 服从 波 哇 松 分 布 已 (Ai) 和 

P(A>)( 见 例 1.2). 证 明 :Y= Xi+ X; 服从 波 哇 松 分 布 P(Ai + 

人 > ) . 

Y 的 可 能 值 仍 为 一 切 非 负 整数 .固定 这 样 一 个 玉 , 则 由 独立 性 

假定 及 波 哇 松 分 布 的 形式 (1.7) ,有 
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P(Y =&) = >) 了 (XI = Ai,X2 = A2) 

= >，P(Xi 一 ki )P(X， 一 太 > ) 

一 > ea 和 AR 。 e -2A 人 AR 1 

一 二 尺 1 

这 里 > 的 求 和 范围 与 上 例 相 同 ,因而 这 个 和 等 于 (Ai+ >). 故 
P(Y = 有) = eat+j2)(A 二 22) AR1 

因而 证 明了 所 要 的 结果 . 这 结果 也 自然 地 可 推广 到 多 个 的 情形 . 
在 例 1.2 后 面 我 们 对 波 哇 松 分 布 通过 二 项 分 布 而 产生 的 过 程 

作 了 一 个 解释 ,利用 这 个 解释 的 架构 ,不 须 计 算 即 可 容易 看 出 这 个 
结论 .我 们 留 给 读者 自己 去 完成 . 这 样 解释 的 目的 , 倒 不 在 于 为 了 
避免 计算 (就 本 例 而 言 , 计 算 很 简单 ,可 能 比 通过 上 述 解释 还 简便 
些 ) ,而 是 它 使 人 了 解 为 什么 会 有 这 个 结果 (前 面 几 个 例子 也 如 
此 ) .形式 的 计算 使 人 相信 结果 是 对 的 ,但 不 能 提供 直观 上 的 启发 
性 . 

2.4.2 连续 型 分 布 的 情况 :一般 讨论 

本 节 的 其 余部 分 将 讨论 更 有 兴趣 的 连续 型 情况 . 这 一 段 对 处 

理 这 种 问题 的 一 般 方法 作 些 介绍 ,然后 在 2.4.3,2.4.4 两 段 中 ,分 

别 对 两 个 在 数理 统计 学 上 重要 的 情况 专门 进行 讨论 ,并 由 此 引出 

在 数理 统计 学 芋 几 个 重要 的 概率 分 布 . 

先 考 虑 一 个 变量 的 情况 . 设 X 有 密度 函数 F(z). 设 了 = 

g(z),g 是 一 个 严格 上 升 的 函数 , 即 当 zij<z 时 , 必 有 g(zi)< 

g(z2) .又 设 g 的 导数 g 存在 .由 于 sg 的 严格 上 升 性 ,其 反 本 数 X 

=A(Y) 存 在 且 疡 的 导数 户 也 存在 . 

任 取 实 数 y. 因 g 严格 上 升 , 有 

P(Y 芝 y) = PECO) 二) = P(X 二 ACD) = Fodt 
Y 的 密度 盟 数 !(y), 即 是 这 个 表达 式 对 > 求 导 数 ( 见 定义 1.3). 
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有 

L(y) = FACy)D)R CCy) (4.2) 

如 果 Y=g(X) 而 g 是 严格 下 噬 , 则 }1g(X) 委 >y} 相当 于 

{XA(CY)} .于 是 

P(Y 运 ) = P(EOO) 入 y) = PCX>>hC)) = | CoDdt 
对 > 求 导 数 ,得 了 的 密度 曙 数 

L(y) = 一 CACy))AmCy) (4.3) 

因为 当 g 严格 下 降 时 ,其 反 本 数 六 也 严格 下 降 , 故 六 (>y)<0. 这 
样 5(y) 仍 为 非 负 的 .总 结 (4.2),(4.3) 两 式 ,得 知 在 g 严格 单调 

(上 升 下 降 都 可 以 ) 的 情况 下 ,总 有 g(X) 的 密度 函数 L(y ) 为 
(yy) = FPCy)) AD) (4.4) 

例 4.4 Y=aX+pb,a 天 0. 反 林 数 为 X=(Y-p5)Me .由 

(4.4) 得 出 :aX+p 的 密度 函数 为 

L(y) = CC -b)Me)L al (4.5) 

若 X 有 正 态 分 布 N(7p,o), 则 据 正 态 密度 函数 的 表达 式 (1.14) 和 

公式 (4.5S), 易 算出 cX+& 服从 正 态 分 布 N(cu +oa:o). 特 别 ， 

当 Y=(X-Ap)《M 时 ,有 Y 一 N(0,1). 这 一 点 在 例 1.6 中 已 指出 

过 了 . 

当 Y=g(X) 而 g 不 为 严格 单调 时 ,情况 复杂 一 些 , 但 并 无 原 

则 困难 .我 们 不 去 考虑 一 般 情况 ,而 只 注意 一 个 特例 Y= X2. 仍 以 

厂 记 X 的 概率 密度 . 因 Y 非 负 ,有 PP(Y 委 >y)=0 当 y 委 0. 若 y> 

0, 则 有 

P(Y 乏 y) =P(OX 坟 yy) = P(-vy 坪 X 云 Vy) 
VYy 

= 上 -7Codt 

对 > 求 导数 ,得 Y 的 密度 图 数 1(y ) 为 

上 (0y) = yiI2LAV3)+ 7-V3)], 当 >0 
而 当 y 委 0 时/!(y)=0. 下 面 的 特例 很 重要 . 
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例 4.5 若 X 一 N(0,1), 试 求 了 =X- 的 密度 函数 ， 

以 FLz)= (V 于 )-le-z2 代 人 上 式 ,得 
1(y) = (V2ry)-iey2, 当 ，>0.1(y>) =0 当 > 多 0 

(4.6) 

现在 考虑 多 个 变量 的 函数 的 情况 ,以 两 个 为 例 . 设 (Xi,X2>) 的 

密度 函数 为 大 (ziyz2)， 1 9 Y” 都 是 (Xi ,X2) 的 函数 : 

Yi = SI(XI,X2),Y2 = S2CX1,X2) 《4.7) 

要 求 (Yi,Y2) 的 概率 密度 函数 /(71,y). 在 此 ,我 们 要 假定 (4.7) 

是 (Xi,X2?) 到 (Yili,Y2) 的 一 一 对 应 变换 ,因而 有 逆 变 换 

XI = Pi(YiY),X = 关 (Yi Y2>) (4.8) 

又 假定 gl, g2 都 有 一 阶 连 续篇 导数 .这 时 , 逆 变 换 (4.8) 的 函数 

hi,Pz 也 有 一 阶 连 续 偏 导数 , 且 在 一 一 对 应 变换 的 假定 下 ,页 可 比 

行列 式 

Ali7《ayl 9A179y2 
J(yl1， = (22 3h2jay aha7]ay， (4.9) 

  

  

不 为 0. 

现在 我 们 在 (Yi, Y2z) 的 平面 上 任 取 一 个 区 域 A. 在 变换 

(4.8) 之 下 ,这 区 域 变 到 (Xi,X2z) 平 面 上 的 区 域 下 .就 是 说 ,事件 

{ 人 (YYz)EAI 等 于 事件 1(Xi,X2)E1. 考 虑 到 是 (Xi,X，) 

的 密度 函数 ,有 

P(UY ID)E A) = P(CXX)E B) = | /zza)dzidzs 
使 用 重 积分 变数 代 换 的 公式 ,在 变换 (4.8) 之 下 ,上 式 最 右 端 一 项 

的 重 积分 变换 为 

PCYiY:)EAI) = | Any it)) 

1 J(yiya)| dyidy? (4.10) 

此 式 对 (Yi, Y2>) 平 面 上 任何 区 域 4 都 成 立 . 于 是 , 按 定义 2.2( 见 

(2.3) 式 )), 即 得 (Yi,Y2z) 的 密度 函数 为 
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L(yiy) = FAiCyiya) ,pay1y2))17Cy1y2)| 

(4.11) 

一 个 重要 的 特例 是 线性 变换 

Yi = alXI + al2Xa ,Ya = a212Z1 + a2X 〈4.12) 

假定 变换 的 行列 式 aiie2 - aiza2i 天 0, 则 逆 变 换 (4.8) 存 在 且 仍 

为 线性 变换 : 

XI= 0OIYI 二 DY2,X 一 DoY1I + DY> (4.13) 

此 变换 的 贾 可 比 行列 式 为 常数 : 

J(yity) = = bb22 -Op021 = (alla22 -ata2l) 

按 (4.11) 式 ,得 出 (Yi,Y2) 的 密度 函数 为 

1(yiy) = Fonyt+ by ,pozyl+ b2y2)|00022 一 Di2021| 

(4.14) 

例 4.6 再 回 过 头 来 考虑 例 3.6. 为 与 此 处 记号 一 致 ,把 该 例 

中 的 尺 和 @ 分 别 记 为 Yi,Y>z, 这 时 逆 变 换 (4.8) 为 

Xi 三 YicosY2，,，X> 三 YIJsimnyY> 

足 可 比 行列 式 为 

JCYy1，y2) 二 

因为 (Xi,X2) 的 密度 函数 为 

F(zlza) = rexp| -六 (2+2)| 
而 z+ 好 = yicos2y + yisinz 和 = 好 ,由 公式 (4.11) ,得 (Yi ,Y，) 

的 概率 密度 函数 为 了 -e-w2y1. 变量 范围 为 0<w < co,0<y< 

2r. 在 这 个 范围 之 外 为 0. 这 与 例 3.6 中 求 出 的 一 致 . 

本 例 还 提 柄 了 我 们 一 点 :必须 注意 变换 以 后 变量 的 范围 . 光 从 

公式 (4.11) 上 有 时 并 不 能 看 清 这 一 点 .在 本 例 中 ,因为 (Yi,Y， ) 

是 点 的 极 坐标 ,其 范围 易于 判定 ,在 有 些 例子 中 , 则 需 经 过 一 定 的 

判断 .看 下 面 的 例子 . 

例 4.7 设 Xi,X; 独立 ,都 服从 指数 分 布 (1.20) ,其 中 =1. 
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而 设 闭 1 三 从 1 十 XXX, Y2 二 1 - X>, 求 (Yi,Y2) 的 密度 函数 . 

用 公式 (4.11) 不 难 算出 密度 机 数 为 !(yi,y:) = 十 e .问题 
在 于 :这 个 表达 式 只 在 一 定 范 围 B 内 有 效 ,在 已 外 为 0. 中 是 什 

么 ? 这 就 要 考虑 到 (Xi, X2) 只 在 第 一 象限 4 内 大 于 0.A 的 两 条 

边 , 即 两 轴 的 正 半 部 ,分别 相 应 于 (Yi,Y2) 平 面 上 的 直线 Yi = Y2 

和 了 = 一 Y( 见 图 2.10). 另 外 ,Yi =Xi+X; 必 大 于 0,Yi 必 大 

于 YY:. 故 (Yi,Y2z) 只 能 落 在 上 述 两 条 直线 所 来 出 的 包含 Yi 正 半 

轴 的 那 部 分 , 即 图 2.10 中 标示 的 虽 . 

  

图 2.10 

有 时 ,我 们 所 要 求 的 只 是 一 个 函数 
Yi = SICXI,X2) 

的 分 布 . 一 个 办 法 是 对 任何 y 找 出 | i 委 y|} 在 (Xi,X)) 平 面 上 对 
应 的 区 域 gl1(Xi X2) 委 yy 记 为 4,. 然 后 由 P(Y; 及 y) = 

上 roadrdm Yi 的 分 布 . 另 一 个 办 法 是 配 上 另 一 个 函 
数 Ya2= 8g2(CXi,X2) ,使 (Xi,X2) 到 (Yi,Y)) 成 一 一 对 应 变换 . 然 
后 按 (4.11) 找 出 (Y)， Y2) 的 联合 密度 函数 !(y ,yy ). 最 后 , Yi 的 

密度 函数 由 公式 | _L(yivya)dyz 给 出 ( 见 (2.9)). 后面 将 给 出 使 
用 这 个 方法 的 重要 例子 . 

以 上 所 说 可 完全 平行 地 推广 到 ”个 变量 的 情形 : 设 (X,…， 
X, ) 有 密度 函数 F(zl，……,z, ) ,而 
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YY = grCXI XI 二 1 7 

构成 (Xi …,Xo) 到 (Yi 了) 的 一 一 对 应 变换 ,其 道 变换 为 

Xi 一 PCYI YN) 一 11,7 

此 变换 的 页 可 比 行列 式 为 
90AhiMoyl … 9hl9y 

Jo = 

    

dghvM9y … 0jh7L[gy 

则 (YY YY) 的 密度 函数 为 

Lyn) 二 CR) jy yn)) 

Jo (4.15 ) 

2.4.3 随机 变量 和 的 密度 函数 

设 (Xi,X2) 的 联合 密度 图 数 为 F(Czl,zz), 要 求 

Y 二 Xi 十 式 ， 

的 密度 嚼 数 . 

一 个 办 法 是 考虑 事件 

上 IY 委 = { 人 XI+X 委 yy| 

它 所 对 应 的 (Xil,X2) 坐 标 平面 上 的 集合 

刀 ,就 是 图 2.11 中 所 示 的 直线 zl1+ zz=y 

的 下 方 那 部 分 . 按 密度 函数 的 定义 有 

P(Y 生 >y)= PXI+X 二 >) 

二 | Proza)dridzs 图 2.11 

吾 

将 重 积分 化 为 累积 分 , 先 固定 zl 对 z， 积分 ,积分 范围 为 -~ co 到 
y-1, 如 图 所 示 . 然 后 再 对 zi 从 - co 到 ce 积分 .结果 得 

PLY 委 y) = | (Arnza)drzjdai 

对 y 求 导数 , 即 得 Y 的 密度 函数 为 

1() = (zy -xz0dzi 

 



-| zy 一 并)dz (4.16) 

作 变 数 代 换 上 = y 开 (注意 > 是 国定 的 ) ,再 把 积分 变量 上 换 回 到 

并 ,也 得 到 

上 7) = Fo -rz)dz (4.17) 
如 果 Xi,X;， 独立 , 则 帮 zz)= 说 zi)P 记 (z) 这 时 (4.16) 和 

(4.17) 有 形式 

人 (y) =| Ad(z)Poy 一 工 )dz 

=| Ah-z)P(z)dz (4.18) 
这 个 方法 在 数学 上 一 点 不 足 的 地 方 是 要 通过 在 积分 号 下 求 导 

数 .这 在 理论 上 是 有 条 件 的 . 另 一 个 做 法 是 配 上 另 一 个 函数 ,例如 

2 =Xi. 则 

了 一 XI+TX，Z = 和 XI 

构成 (Xi ,X2z) 到 (Y,Z) 的 一 一 对 应 变换 . 逆 变 换 为 
Xi = ZX 一 立 -Z 

贯 可 比 行列 式 为 -1 ,绝对 值 为 1. 按 公式 (4.11) ,得 (了 ,Z) 的 联合 

密度 困 数 为 F(z,y - <). 再 依 公 式 (2.9), 求 得 Y 的 密度 函数 

/(y) 仍 为 (4.16) 式 . 

例 4.8 设 Xi,X: 独立 ,分 别 服从 正 态 分 布 N(miy ci) 和 

Na3). 求 了 =XI+X， 的 密度 函数 . 

由 假定 ,利用 (4.18) 的 第 一 式 , 有 

1 fe* 1fCz 一 Am 放 (y 一 工 一 Ap /(y) = 二 | eep| - 5 | 如 十 本 )j 

(4.19) 

  
  

经 过 一 些 初等 代数 的 运算 ,不 难得 到 

(z -AMot+(y 一 工 一 ja)[a3 
= (ai+o) yy 一 AM 一 pa)+(ar 一 六) 
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其 中 

a = 三 GilaoAAN GaT 十 Gy 

G1G 人 _ = 一 (pic +(y -和 )o2) 
V of 二 ca 

代 人 (4.19) ,得 

- (y -Ap 一 po 六 1fe Lo 

0 = Coree|- 5 光 和 e 才 d 
注意 < ,6 都 与 无 关 , 作 变 数 代 换 ! = ar+6, 并 利用 | e- 2dt 
= V2xr( 见 (1.15) 式 ) , 即 得 

L(y) =(V27r(og+o)  x 

exp| -了 (一 和 一 pa)2Moi+ oa)| (4.20) 
这 正 是 正 态 分 布 NOCpi + pa yci+o) 的 密度 函数 .由 此 可 见 , 两 个 

独立 的 正 态 变量 的 和 仍 服 从 正 态 分 布 , 且 有 关 的 参数 相 加 

有 趣 的 是 ,这 个 事实 的 逆 命 题 也 成 立 :如 果 Y 服从 正 态 分 布 ， 

而 Y 表 成 两 个 独立 随机 变量 Xi,X, 之 和 , 则 Xi,X， 必 都 服从 正 

态 分 布 .这 个 事实 称 为 正 态 分布 的 "再 生性 ” :一 条 是 坚 砍 成 两 段 ， 

仍 各 成 一 条 是 虹 ,这 称 为 是 归 的 再 生性 ;此 处 亦 然 :一 个 正 态 变量 

Y 克成 独立 的 两 段 Xi,X(Y=XI+X2), 各 段 Xi,X， 仍 不 失 其 

正 态 性 . 这 个 深刻 命题 的 证 明 超 出 了 本 书 的 范围 

不 难 证 明 : 即 使 Xi,X。* 不 独立 ,只 要 其 联合 分 布 为 二 维 正 态 

NI(pipayafosp), 则 工 =Xi+X2: 仍 为 正 态 :Y 一 N(Cpl +Aa2， 

of+oi+2ooloz). 证 明 与 本 例 相 仿 ,细节 留 给 读者 . 

本 例 直接 推广 到 ?个 变量 的 情形 : 若 Xi,…,X, 相互 独立 ， 

分 别 服从 正 态 分 布 NCA ,ac?) ,NO ca), 则 XI+…+X, 服 

从 正 态 分 布 N(AT+ ……+ ya 十 十 0 )， 

证 明 很 容易 .以 三 个 变量 的 情形 为 例 . 记 

Y=Xi+X+XI -2Z+X3 ZXI+X， 
人 3 ae



按 本 例 结 果 有 QZ 一 N(pl + pa ,al+a) .又 按 定 下 3.3, 知 Z 与 X3 

独立 .对 Z 和 Xs3 应 用 本 例 , 即 得 

Y=Z+Xs 一 NO +Ha+H3saoi+ oa 十 03) 

在 介绍 下 面 这 个 重要 例子 之 前 ,我 们 先 要 引进 两 个 重要 的 特 

殊 函 数 : 

有 卫 函 数 ( 读 作 Gamma 困 数 ) 有 (xz): 通 过 积分 

P(z) = | etdtsz >0 (4.21) 

来 定义 .此 积分 在 工 >0 时 有 意义 ， 

8 郴 数 ( 读 作 Beta 函数 )8(z ,y): 通 过 积分 

BCzy,y) = | -zt)>7 idtz>0y>0 (4.22) 

来 定义 .此 积分 在 过 >0,y>0 时 有 意义 . 

直接 算出 PC1) = | erdx = 1 而 在 作 变 数 代 换 ! = v2 后 ， 
算出 

PC1A2) =| e tidz 一 | st2vdz) 
0 0 

-2 edu 一 | edu 

令 x=uw2 ,并 利用 (1.15) 式 ,得 

-了 工 | ee22ly = 工 元 一 VT 及 (12) 情 d 万 Y2a VT 

了 函数 有 重要 的 递 推 公式 : 

有 Prz+l)= xzP(z) (4.23) 

事实 上 ，P(z + 1D) = | eardz. 作 分 部 积分 ,有 

| eerdt =-| ace) = 一 大 e | 久 了 | ed 

=ZP(Z) 

由 算出 的 (1) 和 了 (1/2), 可 得 出 当 ”为 正 整数 时 , 玉 (z) 和 
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P(a 2) 之 值 ( 后 者 当 ? 为 奇数 时 ,否则 ?02 为 整数 ): 

Pi =( -1)1POz2)=1.3.5…(72 一 2)2-42 一 1 人 V 

(4.24) 

例如 
FP(4) =PG3+1)=3pP)=3:.2P02)=3:.2.1FG0) 

=3.2.1=3! 

P(72) = 了 SAT1) = (SA 和 2)PSAD) 

=($ 和 )(3) 有 3] ) 

=($ 和 2)(32)(12J)PGI2) =1.3.5.23Vrx 

及 函数 与 8 函数 之 间 有 重要 的 关系 式 : 

Brzyy) = 了 有 GOz)PGCy)APGCz +y) (4.25) 

这 个 公式 的 证 明 见 本 章 附 录 4. 

由 一 函数 的 定义 易 知 : 若 交 >0, 则 函数 

] ez2zr0cr22 当 过 之 0 

ez) = 41P( 生 )222 (4.26) 
0， 当 工 委 0 

是 概率 密度 函数 实际 上 ,由 Au(Zz) 的 定义 知 它 非 负 . 又 ( 作 变 数 代 

换 工 三 27 ) 

| ez27rt02-2) 人 2 区 一 2 co-2) 人 47 一 2"2r( 生 】 

0 

玫 知 | A(z)dz = 上访 (z)dz = 因而 证 明了 它 是 密度 函 
数 .这 个 密度 函数 在 统计 学 上 很 重要 且 很 有 名 , 它 称 为 "有 目 由 度 7 

的 皮尔 逊 卡 方 密度 “相应 的 分 布 则 称 为 卡 方 分 布 ), 常 记 为 Xi. 

K. 皮 尔 进 是 英国 统计 学 家 ,现代 统计 学 的 葛 基 人 之 一 .在 本 书 第 
五 章 中 将 涉及 他 的 工作 . 
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例 4.9 若 Xi,…，,X, 相互 独立 ,都 服从 正 态 分 布 N(0,1) ， 

则 Y= Xi+…+X2 服从 自由 度 ” 的 卡 方 分 布 X， 

从 例 4.5, 并 注意 P(1/2) = VX, 看 出 本 例 的 结果 当 = 1 时 
成 立 . 于 是 可 用 归纳 法 , 设 此 结果 当 ” 改 为 -1 时 成 立 . 表 Y 为 
Z+22 ,其 中 Z=Xi+…+X2_ 则 由 归纳 假设 , 知 Z 有 密度 函 
数 &_1i(z). 由 例 4.5 知 X 有 密度 函数 AI(z) .再 由 定理 3.3, 知 

2 与 X7 独立 .于 是 按 公 式 (4.18)( 用 前 一 式 ) , 知 Y 的 密度 函数 为 

人 (y) 一 | 和 zkaty 一 工 )d 一 上 和 zaa(y- 并 )dz 

后 一 式 是 因为 ,Ri1(CL) 和 RiCt) 都 只 在 上 之 0 时 才 不 为 0, 故 有 效 

的 积分 区 间 为 0 委 z 委 yy. 以 (4.26) 中 的 表达 式 (2 分 别 改 为 -1 

和 1) 代 和 人 上 式 , 得 
1 

ID) = 人 P( 瑟 42 二) 人) 

。 站 2 __ 过 )-L2dr (4.27) 

在 积分 中 作 变 数 代 换 z = 光 , 得 
了 
站 ze-a20 六 )-12dr 

-0 co-a201 _ z) 一 12dz 

一 《7-2)73 2 一 了 末 
y 8 7 7 

ae 人 (全 了 2 2 2 

以 此 代入 (4.27) , 即 得 !(y) = As(y). 从 而 证 明了 本 例 结 果 对 7 

也 成 立 ,这 完成 了 归纳 证 明 . 

  

  

  

* 常 把 这 说 成 Xi … AS 独立 周 分 布 并 缩 记 为 iid. (independentiy identically dis- 

tributed) ,并 说 Xi An 有 公共 分 布 N(0,1). 注 意 不 要 混 清 “公共 ”分 布 和 "联合 ”分 

布 .整个 这 假定 可 简 记 为 :Xi，…, Xiid, 一 N(O,1). 
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本 例 也 解释 了 在 定义 卡 方 分 布 时 提 到 的 目 由 度 2 这 个 名 

词 .因为 Y 表 为 ?个 独立 变量 Xi,…,X, 的 平方 和 ,每 个 变量 X， 
都 能 随意 变化 ,可 以 说 它 有 一 个 自由 度 , 共 有 2 个 变量 ,因此 有 ?> 

个 目 由 度 . 当然 这 个 解释 只 在 ;为 正 整 数 时 才 有 效 (注意 &,(z) 

的 定义 中 并 不 必须 限制 ”为 正 整 数 ,只 要 >0 就 行 ). 实 际 上 , 自 

由 度 这 个 名 词 通常 也 只 用 在 ”为 整数 时 . 

卡 方 分 布 有 如 下 的 重要 性 质 : 
1. 设 Xi,X2 独立 ,Xi 一 XXX2 一 和 5 则 Xi+X2 一 X24n 

证 明 可 以 直接 利用 和 的 密度 公式 (4.18) 得 到 .更 简便 的 是 从 
卡 方 变 量 的 表达 式 出 发 , 设 Zi …， YY 独立 且 都 有 分 布 

N(0,1). 令 XI=YI+ TY =Y21+…+Y2，， 按 本 

例 ,有 

1 一 X7，X2 一 和 

而 

XI X2 一 YT+ 十 Yin 

为 只 二 元 个 标准 正 态 变 量 的 平方 和 . 按 本 例 其 分 布 为 y2 +。 明 所 

2. 各 XI，…,X, 独立 , 且 都 服从 指数 分 布 (1.20) , 则 

X=2A(XI+…+X) 一 7X3 

首先 ,由 X; 的 密度 函数 为 (1.20) , 知 2AX 的 密度 函数 为 广 e -2 

( 当 z>0.z 和 0 时 为 0). 但 在 (4.26) 中 令 ) =2, 可 知 这 正好 是 y3 
的 密度 函数 ,因此 2AX: 一 好 .再 因 Xi ，…,X, 独立 ,利用 刚才 证 明 
的 性 质 , 即 得 所 要 的 结果 . 

2.4.4 随机 变量 商 的 密度 函数 

设 (Xi,X2) 有 密度 函数 F(zlza),Y= X7AXI .要 求 Y 的 密 
度 函 数 . 为 简单 计 ,限制 Xi 只 取 正 值 的 情况 . 

事件 1Y 委 > = 1X27[XI 委 | 可 写 为 1X 雪 Xiyl ,因为 XI > 
0. 这 相应 于 图 2.12 中 所 标 出 的 区 域 B .通过 化 重 积分 为 累积 分 ， 

@ OO7 ae



  

得 到 

P(Y 委 yy) = | Ar(zuza)dridza 

-| 7Gzovza)dzajdzi 

对 y 求 导 , 得 Y 的 密度 师 数 为 

/(y) 一 | zznzay)dz 

图 2.12 《4.28) 

知 Xi 有 独立 , 则 FFCziz2)= 万 (zi)， 

  

六 (za) ,而 上 式 成 为 

L(y) 一 | rzDP(zt)dai (4.29) 

《4.28) 式 也 可 以 通过 添加 一 个 变换 Z = Xi ,再 运用 公式 44.11) 和 

(2.9) 得 到 ,建议 读者 自己 去 完成 .这 个 做 法 不 须 在 积分 号 下 求 导 
数 . 

下 面 考 察 两 个 在 统计 学 上 十 分 重要 的 例子 . 
例 4.10 设 Xi,Xs; 独立 ,Xi 一 Xz 独立 ,X2 一 N(0,1), 而 了 

= X2? 人 人 /XIA . 求 Y 的 密度 本 数 . 

记 2Z=VAXi. 先 要 求 出 2 的 密度 函数 g(z). 有 

P(Z 迄 zx)=POVXI < 委 >z)= PCOXI 扫 ?xz2) 

-| 有 (位 )d 

两 边 对 Z 求 导 , 得 2 的 密度 冰 数 为 

gz) 三 27z 交 (7z2) 

其 次 ,以 万 (zi) 三 22zi& (zazi) 和 户 (z)=V 阮 -ea22 应 用 公 

式 (4.29) ,得 Y 的 密度 函数 , 记 之 为 如 (y) ,等 于 

to(y) =-v 歼 (22ra2)， 27zzie-m2(zaz? 和 (20 
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， erCra) dz 

=Vv27 (222P(7 [2)) 12722 

-| iexp| -Caz + zy2) |dzi (4.30) 
0 

作 变 数 代 换 zi =V2/(2+ 交 )Vt, 上面 的 积分 变 为 

( 2 ) ”三 seroad 

2 7 十 0 

= 寺 人 2 5 人 十 1 

2 7 十 yy 2 

以 此 代入 (4.30) ,并 略 加 整理 , 即 得 了 Y= XXX/ 的 密度 呆 数 

为 

  

  
  

所 十 ] 

__ PP((2 二 1)A2) 人 2 
ty ) 7 (1 十 亲 (4.31 ) 

这 个 密度 函数 称 为 "自由 度 ”的 上 分布" 的 密度 函数 , 常 简 记 

为 了 一 妨 : 这 个 分 布 是 英国 统计 学 家 双 . 哥 色 特 在 1908 年 以 "stu- 

dent 的 笔名 首次 发 表 的 . 它 是 数理 统计 学 中 最 重要 的 分 布 之 一 ， 

今后 我 们 将 见 到 这 个 分 布 在 统计 学 上 的 许多 应 用 . 

这 个 密度 函数 关于 原点 对 称 , 其 图 形 与 正 态 N(0,1) 的 密度 

函数 的 图 形 相 似 , 以 后 我 们 将 见 到 ( 兄 第 三 章 3.4 节 ), 当 自由 度 7 

很 大 时 ,* 分 布 确实 接近 于 标准 正 态 分 布 . 

例 4.11 设 Xi,X， 独立 , Xi 一 X,，X2 一 Xma， 面 Y=7 一 1 

X2[m Xi. 求 了 的 密度 函数 ， 

因为 Xi,X， 独立 , 故 ?7LXI 和 产 -1X,， 也 独立 .由 XI 一 MX 

和 X2 一 X 易 求 出 7 1X1 利 MX， 的 密度 函数 分 别 为 ) 疏 ， 

(azi) 和 mazR (azo). 以 此 代 人 (4.29) ,得 Y 的 密度 函数 , 记 之 为 

万 (yy) 人 注意 m2 在 前 ,mm 是 分 子 X; 的 自由 度 ) ,等 于 

三 (y) = zz ZI1R (1T)R 71IY)dzi 

-re 人 
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CO 

。 | zle zz 人 1721) 1e mc (7TYy)22 Idzi 

0 

一 主 
一 2622m( 至 jn( 到) 171zP 人 jz yl 

2 2 

。 | ee 中 21 人 1(m+z)M2 -1d71 

作 变 数 代 换 上 = (my+72)zli/2, 上 式 的 积分 化 为 

242+7)02(72y 十 也 ) 人 etdt 

一 24m+z)02( zzy 十 mo2r( 王 二) 

2 

以 此 代入 上 式 , 得 

PP 2 十 了 

万 y) 三 117 王 [272204 站 及 人 (zy 十 17 ) (mt+n)《2 ， 

( 品 )( 公 ) 
>0 (4.32) 

当 ys<0 时 请 ,(y)=0, 因 为 Y 只 取 正 值 . 

这 个 分 布 称 为 "自由 度 mm ,7 的 下 分 布 "( 注 意 分 子 的 自由 度 

在 前 ). 它 也 是 数理 统计 学 上 的 一 个 重要 分 布 ,有 很 多 应 用 , 常 记 为 

一 

人 们 有 时 把 米 ,z 和 下 这 三 个 分 布 合 称 为 “统计 上 的 三 大 分 

布 ,就 是 因为 它们 在 统计 学 中 有 广泛 的 应 用 . 这些 应 用 的 相当 大 

一 部 分 根 由 ,在 于 以 下 的 几 条 重要 性 质 .它们 的 证 明 可 参见 本 章 附 
录 口 ， 

] 设 Xi,…,X 独立 同 分 布 , 有 公共 的 正 态 分 布 

Nupo2)， 记 X 一 (Xi 十 …， 十 ) AS? 一 > ，(X， 一 X)2A(7 一 

i=1 

1). 见 Y， 雯 ) . 则 (1)S?[o2 = > (入 -X)2[o2 一 X2  (4.33) 守 

2” 设 Xi ……,X, 的 假定 同 1 二, 则 

Va(X-A)XS 一 二 1 (4.34) 
e 100 。



3” 设 XXX Yi Yw 独立 ,Xi 各 有 分 布 N(piyo?)， 

让 各 有 分 布 N(pa ci), 则 

as [ (Yam-D)] /Xe -D)] 
(4.35) 一 一 

认 一 上 ,7 一 

b . 若 ao1 = o5, 则 

\/ Pa 二 到 一 全 [( 双 -了 ) - (pi - A2) ] 

/[(x 一 又 )2 + > (y 一 平 ) 和 一 (4.36) 

附 录 

A. 公式 (4.25) 的 证 明 

由 等 式 

上 xz+y -1zzrle-xl+odw 一 co (zu)z -lexxal dm 
0 0 

出 发 , 作 变 数 代 换 w = va , 知 右边 的 积分 等 于 | rie-“dw 即 
有 PCz) .于 是 

erodo = eerir(z) 
两 边 对 wx 从 0 到 积分 ,得 

PCz)PCOD) = [eeeodu]ead 
对 里 面 的 积分 作 变 数 代 换 := w(1+ w), 有 

| DZ+?-1e-x(li+o)d 

0 

= (1 + -ct es-ld 
1 

=(1+ mo)-zrDP(z+y) 

代入 上 式 得 

- 101 .




