
3” 设 XXX Yi Yw 独立 ,Xi 各 有 分 布 N(piyo?)， 

让 各 有 分 布 N(pa ci), 则 

as [ (Yam-D)] /Xe -D)] 
(4.35) 一 一 

认 一 上 ,7 一 

b . 若 ao1 = o5, 则 

\/ Pa 二 到 一 全 [( 双 -了 ) - (pi - A2) ] 

/[(x 一 又 )2 + > (y 一 平 ) 和 一 (4.36) 

附 录 

A. 公式 (4.25) 的 证 明 

由 等 式 

上 xz+y -1zzrle-xl+odw 一 co (zu)z -lexxal dm 
0 0 

出 发 , 作 变 数 代 换 w = va , 知 右边 的 积分 等 于 | rie-“dw 即 
有 PCz) .于 是 

erodo = eerir(z) 
两 边 对 wx 从 0 到 积分 ,得 

PCz)PCOD) = [eeeodu]ead 
对 里 面 的 积分 作 变 数 代 换 := w(1+ w), 有 

| DZ+?-1e-x(li+o)d 

0 

= (1 + -ct es-ld 
1 

=(1+ mo)-zrDP(z+y) 

代入 上 式 得 
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P(z)P(O) = PCz+ | w+ arerodo (0 

作 变 数 代 换 := /AL1+zm). 当 立 由 0 变 到 ce 时 ,上 由 0 变 到 1. 又 

ozD(T TD)Czt+y) 

=(uw《A(1+ az))z-I(L+z)G+) 

一刀 (1 一 站 1 

因而 vv=zAL-i), 有 do=(1-- 划 dz. 故 

| 46 + vv)-(z+y)dm = | ea -ti)7 dr = B(zyy)(2) 
0 0 

由 (1),(2) 两 式 即 得 (4.25). 
B.(4.33) 一 (4.36) 的 证 明 

这 个 证 明和 要求 读者 对 正 交 方 阵 有 初步 知识 . 先 证 明 下 面 的 预 

备 事实 : 

引 理 设 Xi,X;，,…,X,iid, 一 NCpo2). 记 X = TVX 
1 一 

则 

a.V7za(X -An)vM 一 NO0,1)， 

pb (0X -2o2 一 认 -， 

<. 广 与 > (Xi - 叉 ) 独立 . 

证 找 一 个 ” 阶 正 交 方 阵 A ,其 第 一 行 各 元 都 是 1Mz2 . 作 正 

Y X%1 
: | 一 Al 

        

了 入 
也 

由 于 A 为 正 交 恋 换 ， 它 不 改变 平方 和 , 即 > - 六 于 又 因 

正 交 方 阵 的 行列 式 为 1, 根 据 公 式 (4.15 )， 注意 到 (X，，， …Xn) 的 
密度 函数 为 
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(V3xc)-"exp| 一 7 > (Zi; 一 | 

= (V37xo)-"exp| - 7 1 一 2 > zi 十 np2) | 
GI 5i=1 i=1 

以 及 >) r; = Vi (这 是 因为 A 的 第 一 行 各 元 都 是 1 ,因而 

Wi= (zi+…+ mn)AW 歼 ), 得 知 ( Yi，… 2) 的 密度 函数 为 
VEFojremp[- 识 ( 阅 时 -20Vtt na) 

2 2 2? 

= (V2xo)-ler0o0 yw 2 ，(V2rc) Tie 22o 
了 2 

。(V2ra)-le-y02a 

因此 ,(Y，…Y) 的 密度 可 分 解 为 ?个 函数 的 乘积 ,每 个 画 数 只 

依赖 一 个 变量 . 据 定 理 3.2, 即 知 Yi, Yaz，…,Y 独立 , 且 

Yi 一 NOVzapna2) ,Yi 一 NO0,c2)，; 一 了 之，……，372 (3 ) 

再 据 定 理 3.3, Y; 与 YI+…+Y2 独立 ,但 

于 -于 

-XI 
而 Yi=VnX. 这 证 明了 c.a 和 b 由 (3),(4) 及 卡 方 分 布 的 定义 立 

即 得 出 . 引 理 证 毕 . 

有 了 这 个 引 理 就 不 难得 出 (4.33) - (4.36). 事 实 上 ,(4.33) 就 

是 这 引 理 的 b. 为 证 (4.34) ,注意 Vz(X-Aw)vc 服从 正 态 分 布 

NT(0,1) ,由 引 理 的 b,Svc 的 分 布 与 V X2 1 一 1) 的 分 布 相同 . 

又 按 引 理 的 c,Vz(X- ww) 与 S 独立 .于 是 由 上 分 布 的 定义 即 得 

(4.34).(4.3S$) 由 引 理 的 b 及 开 分 布 的 定义 得 出 . 

(4.36) 的 证 明 略 复杂 一 些 . 暂 记 Z， = > (X, - 玛 ),Z, = 
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> (y - 立 )2. 据 引 理 的 <, 壹 与 2 独立 , 立 与 Z 独立 ,又 因 X ， 
i=1 

人 Yi 了 全 体 独 立 , 故 X,Y,Zi;,Z， 四 者 独立 . 因为 愉 全 

NOCUpiya2[a ) ,六 一 NA ya2LAoa ) ,Ga2 为 0 和 Ga 的 公共 值 , 据 例 

一 - 一 十 一 一 
4.8, 知 X-Y 一 Ni-Apayo2An + ) ,因而 2 到 二 [( 驻 

-了 ) - (Ai -pa)] 一 NGC0,1). 又 据 (4.33), 有 Zi《o 一 X5 -1， 

2Z2《[i 一 Xi, 因 AR 独立 , 按 卡 方 分 布 的 性 质 , 有 (21 十 2Z2)《 

0 一 Ya 因 X,Y,Z1,Z， 四 者 独立 , 按 第 二 章 定 理 3.3, 知 

Wi =\/ 三 二 本 二 [( 冯 - 立 )- (xl -pa)] 与 
1 站 本 人 总 (2 十 2Z2) | 二 者 独立 

(7 十 71 

按 上 分布 的 定义 知 , Wi7W2 一 已 + 这 就 证 明了 (4.36). 

可 以 注意 一 下 这 些 结果 中 的 自由 度数 目 .在 (4.33)， > (X - 
X) 为 元 个 量 的 平方 和 ,为 何 自由 度 只 有 )” - 1? 这 是 因为 ,Xi 一 
XXX 一文 这 ?个 量 并 不 能 自由 变化 ,而 是 受到 一 个 约束 , 即 

> (Xi - 又 ) = 0. 这 使 它 的 自由 度 少 了 一 个 .(4.36) 中 的 自由 度 
是 2+2-2 也 一 样 地 解释 :一 共有 7 + 产 个 量 X 一斑 (= 1 

2) 和 玉 -YY(G = 1 mm) 取 平方 和 . 它们 受到 两 个 结束 , 即 
(2 - 文 ) = 0, > ( 芭 -=- 立 ) = 0. 少 了 两 个 自由 度 , 故 自由 度 
不 为 由 +7a 而 为 丸 十 加 一 2. 

在 第 四 章 例 3.2 中 ,将 给 自由 度 这 个 概念 以 另 一 个 解释 . 不 言 
而 喻 ,不 同 的 解释 只 是 形式 上 的 差别 ,实质 并 无 不 同 . 

习 题 

1. 茶 事件 4 在 一 次 试验 中 发 生 的 概率 为 1/2. 将 试验 独立 地 重复 ”次 . 
证 明 : A 发 生 偶数 次 ”的 概率 为 12 ,不 论 ”如 何 (0 算 偶 数 )， 
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