
> (y - 立 )2. 据 引 理 的 <, 壹 与 2 独立 , 立 与 Z 独立 ,又 因 X ， 
i=1 

人 Yi 了 全 体 独 立 , 故 X,Y,Zi;,Z， 四 者 独立 . 因为 愉 全 

NOCUpiya2[a ) ,六 一 NA ya2LAoa ) ,Ga2 为 0 和 Ga 的 公共 值 , 据 例 

一 - 一 十 一 一 
4.8, 知 X-Y 一 Ni-Apayo2An + ) ,因而 2 到 二 [( 驻 

-了 ) - (Ai -pa)] 一 NGC0,1). 又 据 (4.33), 有 Zi《o 一 X5 -1， 

2Z2《[i 一 Xi, 因 AR 独立 , 按 卡 方 分 布 的 性 质 , 有 (21 十 2Z2)《 

0 一 Ya 因 X,Y,Z1,Z， 四 者 独立 , 按 第 二 章 定 理 3.3, 知 

Wi =\/ 三 二 本 二 [( 冯 - 立 )- (xl -pa)] 与 
1 站 本 人 总 (2 十 2Z2) | 二 者 独立 
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按 上 分布 的 定义 知 , Wi7W2 一 已 + 这 就 证 明了 (4.36). 

可 以 注意 一 下 这 些 结果 中 的 自由 度数 目 .在 (4.33)， > (X - 
X) 为 元 个 量 的 平方 和 ,为 何 自由 度 只 有 )” - 1? 这 是 因为 ,Xi 一 
XXX 一文 这 ?个 量 并 不 能 自由 变化 ,而 是 受到 一 个 约束 , 即 

> (Xi - 又 ) = 0. 这 使 它 的 自由 度 少 了 一 个 .(4.36) 中 的 自由 度 
是 2+2-2 也 一 样 地 解释 :一 共有 7 + 产 个 量 X 一斑 (= 1 

2) 和 玉 -YY(G = 1 mm) 取 平方 和 . 它们 受到 两 个 结束 , 即 
(2 - 文 ) = 0, > ( 芭 -=- 立 ) = 0. 少 了 两 个 自由 度 , 故 自由 度 
不 为 由 +7a 而 为 丸 十 加 一 2. 

在 第 四 章 例 3.2 中 ,将 给 自由 度 这 个 概念 以 另 一 个 解释 . 不 言 
而 喻 ,不 同 的 解释 只 是 形式 上 的 差别 ,实质 并 无 不 同 . 

习 题 

1. 茶 事件 4 在 一 次 试验 中 发 生 的 概率 为 1/2. 将 试验 独立 地 重复 ”次 . 
证 明 : A 发 生 偶数 次 ”的 概率 为 12 ,不 论 ”如 何 (0 算 偶 数 )， 
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2. 在 上 题 中 , 若 4 在 一 次 试验 中 发 生 的 概率 为 户 , 则 “A 发 生 偶 数 次 的 

概率 为 六 = 寺 [1 + (1 - 2 思 ) 中 .用 归纳 法 . 
3. 两 人 分 别 各 拿 一 个 均匀 侗 板 投掷 ” 次 (每 次 掷 出 正 、 反 面 的 概率 都 是 

1/), 间 :“ 两 个 掷 出 的 正面 数 相同 ”这 事件 的 概率 是 多 少 ? 
4. 甲乙 二 人 赌博 . 每 局 甲 胜 的 概率 为 刀 , 乙 胜 的 概率 为 g = 1- 户 . 约 

定 : 赌 到 有 人 胜 满 。 局 为 止 ,到 这 时 即 算 他 获胜 . (a) 求 甲 胜 的 概率 . (b) 若 
= 1/2, 用 (a) 的 结果 以 及 用 直接 推理 ,证 明 甲 胜 的 概率 为 1 /2. 

5. 以 bg(Ain yp) 记 二 项 分 布 概率 人 ju- mp" 证 明 :(a) 者 p<l7 
(za+1l), 则 当 太 增加 时 8(3zz 力 ) 非 增 .(b) 若 2P1-12+Tl), 则 当 有 增加 

时 5(Rizz,zb) 非 降 .(c) 若 1M2+1l)<b<l-lia+l), 则 当 增 加 时 ， 

(3 力 ) 先 增 后 降 . 求 使 5(R ;2 力 ) 达 到 最 大 的 开 ， 

6.10 个 球 随机 地 放 进 12 个 盒子 中 , 问 : 空 盒 (不 含 球 的 盒 ) 数 目 为 10” 

这 事件 的 概率 是 多 少 ? 

7. 设 随机 变量 X 服从 二 项 分 布 B(z,b),& 为 小 于 z 的 非 负 整 数 , 记 

(pb)= 了 PCOXst)， 

《a) 用 直观 说 理 的 方法 指明 : F(p) 随 请 增 加 而 下 降 . 

(b) 用 概率 方法 证 明 (a) 中 的 结果 . 

(c) 建立 恒等式 

太 访 ) = RE 砍 (1 -z)” 人 1dt 

从 而 用 分 析 方 法 证 明了 (a) 中 之 结论 . 

8. 设 随 机 变量 Xi ,X; 独立 同 分 布 ,而 Xi + X; 服从 二 项 分 布 B(2, 户 ). 

则 Xi1,X2z 都 服从 二 项 分 布 B(1,)( 即 P(XI=1)=z 力 (XI=0)=1--)， 

若 只 假定 Xi ,X2 独立 且 都 只 取 0,1 为 值 , 这 结论 也 对 . 

9. 在 超 几何 分 布 (1.10) 中 国定 ,mm , 令 N 一 co ,Moco 但 MLN-p,0 

委 魏 1. 证 明 :(1.10) 以 (ia 力 ) 为 极限 ， 

10. 设 随 机 变量 X 服从 波 哇 松 分 布 P(1).& 为 正 整数 

《a) 用 概率 方法 证 明 :P(X<&) 随 1 增加 而 下 降 . 

(b) 建立 恒等式 

了 P(X 委 有 ) = 二 | 帮 etdz 

从 而 用 分 析 方 法 证 明 (a) 中 之 结论 . 
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11. 记 忘 (R)=e 和 MRI 证明:(a) 若 人 和 1, 则 思 (E) 随 不 增加 而 非 增 . 

(b) 若 人 >1, 则 饭 (RE) 先 增 后 降 , 找 出 使 六 人) 达到 最 大 的 大 

12. 有 一 个 大 试验 由 两 个 独立 的 小 试验 构成 .在 第 一 个 小 试验 中 ,观察 

某 事件 A 是 否 发 生 ,A 发 生 的 概率 为 i; 在 第 二 个 小 试验 中 ,观察 某 事 件 如 

是 否 发 生 ,日 发生 的 概率 为 加 2. 故 这 个 大 试验 有 4 个 可 能 结果 :(A, 忆 )， 

(4,B),(4,B),(A,B). 把 这 大 试验 重复 N 次 . 记 

FEi =|(A,B),(4A,B) 总 共 发 生 7 次 | 

Ba =1(A,B) 发 生 玉 次 | 

计算 条 件 概率 P(Ez| 开 1) ,证 明 它 等 于 (Aiza yb), 其 中 心 = 记 ii(1- 思 2)《A[D 
(1 一 z)+(1-zi)pz], 并 用 直接 方法 (不 通过 按 条 件 概率 公式 计算 ) 证 明 这 
个 结果 . 

13. 设 Xi，…,Xr 独立 同 分 布 ,其 公共 分 布 为 几何 分 布 (1.12). 用 归纳 法 
证 明 :Xi+…+X; 服从 负 二 项 分 布 (1.11). 又 :对 这 个 结果 作 一 直观 上 的 解 
释 ,因而 得 出 一 简单 证 法 . 

14. 在 一 串 独 立 试验 中 观察 某 事件 A 是 否 发 生 , 每 次 A 发 生 的 概率 都 
是 疡 .有 以 下 两 个 概率 :(1) zi= 做 :+r 次 试验 ,4 出 现 r 次 的 概率 .(2) 2 = 
做 试验 直到 A 出 现 - 次 为 止 ,到 此 时 A 有 :; 次 不 出 现 的 概率 .二 者 都 是 做 ; 
+z 次 而 A 出 现 > 次 ,但 总 有 > 加 .证 明 这 一 事实 并 给 一 解释 . 

15. 先 观察 一 个 服从 波 畦 松 分 布 P(A) 的 随机 变量 之 值 X, 然 后 做 X 次 
独立 试验 ,在 每 次 试验 中 某 事件 A 发 生 的 概率 为 .以 立 记 在 这 X 次 试验 中 
4 发 生 的 次 数 ,证 明 : 服 从 波 哇 松 分 布 P(Ap ). 

16. 设 随机 变量 X,Y 独 立 ,X 有 概率 密度 F(z), 而 Y 为 离散 型 ,只 取 
两 个 值 ci: 和 az 概率 分 别 为 训 和 加 .证明 ;:X+ Y 有 概率 密度 六 (z): 

Ptz)= pz-ai)r+ztpFz-a?) 

把 这 个 结果 推广 到 了 取 任 意 有 限 个 值 以 至 无 限 个 值 (但 仍 为 离散 型 ) 的 情 
况 . 

17. 设 X,Y 独 立 , 各 有 概率 密度 冰 数 F(z) 和 g(y), 且 X 只 取 大 于 0 
的 值 .用 以 下 两 种 方法 计算 Z= XY 的 概率 密度 ,并 证 明 结果 一 致 ; 

(a) 利用 变换 Z= XY, 太 =X， 

(b) 把 XY 表 为 YAX-1, 先 算出 X 的 密度 , 再 用 商 的 密度 公式 
(4.29). 

18. 设 X, 了 独立 ,X 有 概率 密度 FLz),Y 为 离散 型 ,其 分 布 为 . 
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了 (X= ai) = 如 =12 思 人 0 二 2 

证 明 : 若 cl,az,… 都 不 为 0, 则 XY 有 密度 本 数 

有 ( 工 ) 一 之 / 妃 [azves) 

若 al ,a… 中 有 为 0 的 , 则 XY 没有 概率 密度 天 数 ， 

19. 设 袜 为 只 取 正 值 的 随机 变量 , 且 logY 服从 正 态 分 布 N(a,o). 求 
Y 的 密度 末 数 (Y 的 分 布 称 为 对 数 正 态 分 布 ). 

20. 设 X 服 从 自由 度 为 ”的 上 分 布 ,而 Y=X/V a+X?, 其 中 a>0 为 

常数 , 试 求 了 的 密度 函数 . 

21. 设 X~N(0,1),Y=cosX, 求 站 的 密度 函数 ， 

22. 设 XI，…X,。 独立 同 分 布 ,Xi 有 分 布 函 数 F(z) 和 密度 函数 /(z). 

记 

Y = max( XXX),Z = min( XI X，) 

证 明 :Y,2Z 分 别 有 概 率 密度 函数 aF" -ICz)Fz) 和 ml1-FOz)] 1 (zx)》. 

23. 续 上 题 , 若 F(X) 为 !0,9] 上 的 均匀 分 布 (9>0 为 常数 ). 用 上 题 结 果 

证 明 :2 -max(X1，…，Xo) 与 min(X1l1,…,Xn) 的 分 布 相同 ,并 从 对 称 的 观点 

对 这 个 结果 作 一 直观 的 解释 . 

24. 设 Xi,X; 独立 同 分 布 ,其 公共 密度 为 

erz>0 

人 rz 10， < 
记 呈 = min(Xi,X2)， Yi = max( Xi X2) 一 min(Xi,X2) .证明 :Yi 与 刀 独 

立 , 呈 的 分 布 与 Xi]2 的 分 布 同 , Y> 的 分 布 与 Xi 同 (直接 计算 概率 P(Y' 

<u < 委 5) ). 

25. 一 大 批 元 件 其 寿命 服从 指数 分 布 (1.21). 男 定 一 个 时 间 下 >0. 让 一 

个 元 件 从 时 刻 0 开始 工作 .每 当 这 元 件 坏 了 马上 用 一 个 新 的 替换 之 .以 X 记 
到 时 刻 工 为 止 的 替换 次 数 .证 明 :X 服从 波 哇 松 分布 P(AT), 即 已 (X=7)= 
e Ma (用 归纳 法 , 详 见 提示 ). 

26. 证 明 Rs(a)= 忆 ,nm(1L-a)0<a<1. 

27. 设 (X,Y) 服 从 二 维 正 态 分 布 Nac,b,ai,as,o). 证 明 : 必 存 在 常数 

,使 X+p8Y 与 X-6Y 独立 ， 

28. 设 (X,Y) 有 密度 函数 

世 

(zy) -| 
0， 当 z 刀 + 刀 >1 
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(a) 求 出 常数 c. (b) 算 出 X,Y 的 边缘 分 布 密度 ,并 证 明 X,Y 不 独立 . 

29. 证 明 : 对 任何 自然 数 &,2 及 0<a<1, 有 

PFCa) 之 Fa) 

《实际 成 立 严 格 不 等 号 ). 

30. 设 X,Y 独 立 , 都 服从 标准 正 态 分 布 N0,1) ,以 FGz,y) 记 (X,Y) 

的 歌 合 密度 函数 .证 明 :天 数 

人 KRKzy)+z[00， 当 疡 了 史 委 1 
8 一 zy)， 当 z2+ 闪 >1t 

是 二 维 概率 密度 函数 . 若 随机 向 量 (U, V) 有 密度 函数 g(z,y), 证 明 : LU,V 

都 服从 标准 正 态 分 布 N(0,1) ,但 (LU,V) 不 服从 二 维 正 态 分 布 : 

本 例 说 明 : 由 各 分 量 为 正 态 推 不 出 联合 分 布 为 正 态 . 
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