
  

第 三 章 随机 变量 的 数字 特征 

在 前 章 中 ,我 们 较 仔 细 地 讨论 了 随机 变量 的 概率 分 布 ,这 种 分 

布 是 随机 变量 的 概率 性 质 最 完整 的 刻画 . 而 随机 变量 的 数字 特征 ， 

则 是 某 些 由 随机 变量 的 分 布 所 决定 的 常数 , 它 刻画 了 随机 变量 (或 
者 说 ,刻画 了 其 分 布 ) 的 某 一 方面 的 性 质 . 

例如 ,考虑 某 种 大 批 生产 的 元 件 的 寿命 .如 果 知 道 了 它 的 概率 

分 布 ,就 可 以 知道 寿命 在 任 一 指定 界限 内 的 元 件 百分率 有 多 少 ,这 

对 该 种 元 件 寿命 状况 提供 了 一 幅 完整 的 图 最 .如 王 文 将 指出 的 , 根 

据 这 一 分 布 就 可 以 算出 元 件 的 平均 寿命 mm ,mm 这 个 数 虽 则 不 能 对 

寿命 状况 提供 一 个 完整 的 刻画 ,但 却 在 一 个 重要 方面 , 且 往 往 是 人 

们 最 为 关心 的 一 个 方面 ,刻画 了 元 件 寿命 的 状况 ,因而 在 应 用 上 有 

极 重 要 的 意义 .类 似 的 情况 很 多 ,比如 我 们 在 了 解 某 一 行业 工人 的 
经 济 状 况 时 ,首先 关心 的 芒 怕 会 是 其 平均 收入 ,这 给 了 我 们 一 个 总 

的 印象 .至 于 收入 的 分 布 状 况 ,除非 为 了 特殊 的 研究 目的 , 倒 反而 
不 一 定 是 最 重要 的 . 

另 一 类 重要 的 数字 特征 ,是 衡量 一 个 随机 变量 (或 其 分 布 ) 取 

值 的 散布 程度 . 例如 ,两 个 行业 工人 的 平均 收入 大 体 相 近 ,但 一 个 
行业 中 收入 分 配 较 平 均 : 大 多 数 人 的 收入 都 在 平均 值 上 下 不 远 处 ， 
其 散布 小 ; 另 一 个 行业 则 相反 :其 收入 远离 平均 值 者 甚 多 ,散布 

较 大 ,这 二 者 的 实际 意义 当然 很 不 同 .又 如 生产 同一 产品 的 两 个 工 

三 ,各 目的 产品 平均 说 来 都 能 达到 规格 要 求 , 但 一 个 厂 波动 小 , 较 
为 稳定 , 另 一 个 厂 则 波动 大 ,有 时 质量 超标 准 , 有 时 则 低 于 标准 不 
少 ,这 二 者 的 实际 后 果 当 然 也 不 同 . 

上 面 论 及 的 平均 值 和 散布 度 ,是 刻画 随机 变量 性 质 的 两 类 最 
重要 的 数字 特征 ,对 多 维 变量 而 言 , 则 还 有 一 类 刻画 各 分 量 之 间 的 
关系 的 数字 特征 ,在 本 章 中 ,我 们 将 就 以 上 各 类 数字 特征 中 , 举 其 
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最 重要 者 进行 讨论 ， 

3.1 数学 期 望 ( 均 值 ) 与 中 位 数 

要 说 明 这 个 名 称 的 来 由 ,让 我 们 回 到 第 一 章 的 例 1.1. 甲 乙 二 

人 赌 技 相 同 ,各 出 赌 金 100 元 ,约定 先 胜 三 局 者 为 胜 , 取 得 全 部 

200 元 .现在 甲 胜 2 局 乙 胜 1 局 的 情况 下 中 止 , 问 赌 本 该 如 何 分 ? 

在 那里 我 们 已 算出 ,如果 继 续 赌 下 去 而 不 中 止 , 则 甲 有 3[4 的 机 会 

(概率 ) 取 胜 ,而 乙 胜 的 机 会 为 14. 所 以 ,在 甲 胜 2 局 乙 胜 1 局 这 

个 情况 下 , 甲 能 “期 望 "得 到 的 数目 ,应 当 确 定 为 

200x 了 +0x 寺 = 150( 元 ) 

而 乙 能 "期望 " 得 到 的 数目 , 则 为 

200x 寺 +0x 立 =- 50( 元 ) 

如 果 引 进 一 个 随机 变量 X,X 等 于 在 上 述 局 面 ( 甲 2 胜 乙 工 胜 ) 之 

下 ,继续 赌 下 去 甲 的 最 终 所 得 , 则 X 有 两 个 可 能 值 :200 和 0, 其 概 

率 分 别 为 3[4 和 14. 而 甲 的 期 望 所 得 , 即 X 的 “期 望 ” 值 , 即 等 于 
X 的 可 能 值 与 其 概率 之 积 的 累加 

这 就 是 数学 期 望 〈 简 称 期 望 ) 这 个 名 词 的 由 来 .这 个 名 词 源 出 财 

博 , 听 起 来 不 大 通俗 化 或 形象 易 懂 ,本 不 是 一 个 很 怡 当 的 命名 ,但 

它 在 概率 论 中 已 源远流长 获得 大 家 公认 ,也 就 站 住 了 脚 根 . 另 一 个 
名 词 均值 形象 易 懂 ,也 很 常用 ,将 在 下 文 解释 . 

3.1.1 数学 期 望 的 定义 

先 考 虑 一 个 最 简单 的 情况 . 

定义 1.1 设 随 机 变量 X 只 取 有 限 个 可 能 值 c; ,……,c，. 其 概 
率 分 布 为 P(X=aw)= 疙 =1T,…,m7. 则 X 的 数学 期 望 , 记 为 

(X) 六 或 EX ,定义 为 

* 五 是 期 望 Expectation 的 缩写 . 
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下 (X) = ap1 + a2 力 ? 十 …aamzm (1.1) 

名 词 的 来 由 已 如 前 述 .数学 期 望 也 常 称 为 均值, 即 “随机 变 

量 取 值 的 平均 值 "之 意 , 当然 这 个 平均 ,是 指 以 概率 为 权 的 加 权 平 

均 . 

利用 概率 的 统计 定义 ,容易 给 均值 这 个 名 词 一 个 自然 的 解释 ， 

假定 把 试验 重复 N 次 ,每 次 把 X 取 的 值 记 下 来 , 设 在 这 六 次 中 ， 

有 Ni 次 取 al,N; 次 取 az,……,N， 次 取 c，. 则 这 N 次 试验 中 X 

总 共 取 值 为 alNi +a”N +…+anN，, 而 平均 每 次 试验 中 X 取 

值 , 记 为 文 ,等 于 

和 = (alNi+aN + …+TaN DJZN 

= alNILN) +azCNz[N) +…+an(CNnAN) 

NiLN 是 事件 |1X= oj 在 这 ”次 试验 中 的 频率 . 按 概率 的 统计 定 

义 ( 见 第 一 章 ,1.1 节 ), 当 N 很 大 时 ,NiZN 应 很 接近 户 . 因 此 , 芝 
应 接近 于 (1.1) 式 右边 的 量 , 就 是 说 ,X 的 数学 期 望 忆 (X) 不 是 别 

的 , 正 是 在 大 量 次 数 试验 之 下 ,X 在 各 次 试验 中 取 值 的 平均 ， 

很 自然 地 ,如 果 X 为 离散 型 变量 , 取 无 穷 个 值 cl, ay,…, 而 

概率 分 布 为 P(X=ai)= 记 =1,2,…, 则 我 们 仿照 (1.1) ,而 把 
X 的 数学 期 望 下 (X) 定 义 为 级 数 之 和 : 

到 (X) = 2 at (1.2) 

但 当然 ,必须 级 数 收敛 才 行 ,实际 上 我 们 要 求 更 多 ,要 求 这 个 级 数 
绝对 收敛 

定义 1.2 如 果 

2 |ai| 记 < co (1.3) 

则 称 (1.2) 式 右边 的 级 数 之 和 为 X 的 数学 期 望 
为 什么 不 就 要 求 (1.2) 右 边 收敛 而 必须 要 求 (1.3)? 这 就 涉及 
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级 数理 论 中 的 一 个 现象 ;如果 某 个 级 数 ,例如 >\ap， ,只 是 收 伍 
;=1! 

( 称 为 条 件 收敛 ) ,而 其 绝对 值 构成 的 级 数 >, | a;| 思 ,并 不 收敛 ， 
二 1 

则 将 这 级 数 各 项 次 序 改 排 以 后 ,可 以 使 它 变 得 不 收敛 ,或 者 使 它 收 

敛 而 其 和 等 于 事先 任意 指定 之 值 .这 就 意味 着 (1.2) 右 边 的 和 存在 

与 否 , 等 于 多 少 ,与 随机 变量 X 所 取 之 值 的 排列 次 序 有 关 , 而 

巨 (X) 作 为 刻画 X 的 某 种 特性 的 数值 ,有 其 客观 意义 ,不 应 与 其 值 

的 人 为 排列 次 序 有 关 . 

在 连续 型 随机 变量 的 情况 ,以 积分 代替 求 和 , 而 得 到 数学 期 望 

的 定义 : 

定义 1.3 设 X 有 概率 密度 困 数 ALz). 如 果 

| zlrz)az< ma (1.4) 
则 称 

E(X) = | _zr(z)dz (1.5) 
为 X 的 数学 期 望 

这 个 定义 可 以 用 离散 化 的 方式 
Jo 来 加 以 解释 .如 图 3.1, 在 zx 轴 上 用 

密集 的 点 列 {z;} 把 z 轴 分 成 很 多 小 

区 间 ,长 为 xi- =Azr. 当 X 取 

5 zxr yy 值 于 区 间 [zi,z:i) 内 时 ,可 近似 地 
认为 其 值 就 是 zi: 按 密 度 函 数 的 定 

图 3.1 义 ,X 取 上 述 区 间 内 之 值 的 概率 , 即 

图 中 斜 线 标 出 部 分 的 面积 ,近似 地 为 

Aczi)Azi .用 这 个 方式 ,我 们 把 原来 的 连续 型 随机 变量 X 近似 地 

离散 化 为 一 个 取 无 穷 个 值 {zi} 的 离散 型 变量 X“ , X“ 的 分 布 为 
P(X = zi)zF(zi)Azri. 按 定义 1.2, 有 

E(X ) 2Uzif(z)Ar， 

  

”112



随 着 区 间 Az; 愈 分 愈 小 , X 愈 来 愈 接近 X, 而 上 式 右 端 之 和 也 愈 

来 愈 接近 于 (1.5) 式 右边 的 积分 ,这 样 就 得 出 定义 1.3. 至 于 要 求 

积分 绝对 收敛 即 (1.4) 式 ,其 原因 与 定义 1.2 的 情况 有 所 不 同 ,在 

此 不 能 细 论 了 . 

例 1.1 和 - 训 例 工 2) , 则 

FE(X)= 2 - = ec 1 人- 

一 Meray， 思 = Mere = 入 (1.6) 
i=0 7。 

这 解释 了 波 哇 松 分 布 P(X) 中 参数 1 的 意义 , 拿 第 二 章 例 1.2 的 

情况 来 说 ,》 就 是 在 所 指定 的 时 间 段 中 发 生 事故 的 平均 次 数 . 

例 1.2 设 X 服从 负 二 项 分 布 ( 见 第 二 章 例 1.5 的 (1.11) 

式 ) , 则 

十 7 一 1 EOO = 广 2i a- 人 7) 
为 求 这 个 和 ,我 们 要 用 到 在 第 二 章 例 1.5 中 指出 过 的 负 指 数 二 项 

展开 式 

(ar- fj 

:=0\V 7 一 | 

两 边 对 工 求 导 ,得 

r(1 一 工 ) -六 = 2 有 
i=0 六 一 荆 

在 上 式 中 令 z=1- zt, 然 后 两 边 同 乘 1- 得 到 

2 十 和 一 | -图 )= rp 力 ) 
fi=0 r 一 工 

而 

E(X) = 六 mp-zD)=r1-zp) 人 Mb (1.8) 
户 愈 小 , 则 此 值 愈 大 ,这 是 自然 的 : 若 事件 4 的 概率 户 很 小 , 则 等 

待 它 出 现 > 次 的 平均 时 间 也 就 愈 长 , 当 -=T1 时 ,得 到 几何 分 布 

(第 二 章 (2.12) 式 ) 的 期 望 为 (1-- 户 )/. 
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例 1.3 若 X 服 从 [a,oj 区 间 的 均匀 分 布 (第 二 章 例 1.9), 则 

EC = 让 | zxdz = 二 (co+ 间 (1.9) 
即 期 望 为 区 间 中 点 ,这 在 直观 上 很 显然 . 

例 1.4 若 X 服 从 指数 分 布 ( 第 二 章 例 1.7,(1.20) 式 ), 则 

五 (X) 一 让 ze 和 民 dz 一 | Ze zdz = -IIRO2) = 017 

  

  

  

  

  

(1.10) 
这 个 结果 的 直观 解释 曾 在 第 二 章 例 1.7 中 指出 过 . 

例 1.5 设 X 服 从 正 态 分 布 NCp,a) , 则 
1 fo -人 

玖 (X) = 六 | rem 2 dd 和 

作 变 数 代 换 zx=A+co ,化 为 

1 |> iD 
EOO= - 疡 | w+eos dt 

| 22 1 |”，-e22 -zx 疡 | di+o | te dt 

上 和 式 右 边 第 一 项 为 凡 ,第 二 项 为 0. 因此 

巨 (X) = (1.11) 
这 样 ,我 们 得 到 了 正 态 分 布 N(w,c-) 中 两 个 参数 之 一 的 wp 的 解 

释 :A 就 是 均值 ,这 一 点 从 直观 上 看 很 清楚 ,因为 N(wp,c2) 的 密度 
男 数 关于 wp 点 对 称 ( 兄 第 二 章 图 2.2b) ,其 均值 自 应 在 这 个 点 . 

因为 数学 期 望 是 由 随机 变量 的 分 布 完 全 决定 的 ,故我 们 可 以 
而 且 常 常 说 某 分 布 已 的 期 望 是 多 少 , 某 密度 太 的 期 望 是 多 少 等 . 
期 望 是 通过 概率 分 布 而 决定 这 个 事实 ,可 能 会 被 理解 为 :在 任何 应 
用 的 场合 , 当 谈 到 某 变 量 X 的 期 望 时 ,必须 知道 其 分 布 , 这 话 不 完 
全 确切 .在 有 些 应 用 问题 中 ,人 们 难于 决定 有 关 变量 的 分 布 如 何 ， 
甚至 也 难于 对 之 提出 某 种 合理 的 假定 ,但 有 相当 的 根据 (经 验 的 或 
理论 的 ) 对 期 望 值 提 出 一 些 假定 甚至 有 不 少 了 解 .例如 ,我 们 可 能 
比较 确切 地 知道 某 行业 工人 的 平均 工资 ,而 对 工资 的 分 布 情况 并 
不 很 清楚 .另外 , 当 需 要 通过 观察 或 试验 取得 数据 以 进行 估计 时 ， 
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去 估计 一 变量 的 期 望 ,要 比 去 佑 计 其 分 布 容易 且 更 确切 ,因为 期 户 

只 是 一 个 数 而 分 布 (或 密度 ) 是 一 个 画 数 .以 上 所 说 对 其 他 的 数字 

特征 也 成 立 . 在 本 书后 面 讲 到 数理 统计 学 时 将 更 明白 这 一 点 . 

3.1.2 数学 期 望 的 性 质 

数学 期 望 之 所 以 在 理论 和 应 用 上 都 极为 重要 ,除了 它 本 身 的 

含义 (作为 变量 平均 取 值 之 刻画 ) 外 ,还 有 一 个 原因 , 即 它 具有 一 些 

良好 的 性 质 , 这 些 性 质 使 得 它 在 数学 上 很 方便 .本 段 就 是 讨论 这 个 

问题 . 

定理 1.1 关 干 个 随机 变量 之 和 的 期 望 , 等 于 各 变量 的 期 望 

之 和 , 即 

已 (XI+TX2+ 二 Xno) 三 开 (XI)+ 巨 (X2) 十 十 厂 (X) 

(1.12) 
当然 ,这 里 要 假定 各 变量 X; 的 期 望都 存在 . 

证 先 就 2=2 的 情况 来 证 , 若 Xi,X2 为 离散 型 ,分别 以 al， 
a2,… 和 bb，… 记 Xi 和 X; 的 一 切 可 能 值 ,而 记 其 分 布 为 

PP(X1 = ai,X， 一 站) = 略 11 =1)2,… (1.13) 

当 XI=a,X2= 包 时 ,有 Xi +X2=a+b: 故 

下 (Xi + X2?) = > (ai + Di) Di 一 > vaip 十 之 00 

(1.14) 

先 看 第 一 项 , 据 第 二 章 (2.8) 式 ,有 

P(CXI = wi) = 之 /区 

所 以 , 按 定 义 1.2, 有 

之 /ai 二 2 vai 2 区 三 ZaiP(Xi = ai) = 下 (Xi) 

同 理 ,(1.14) 右 边 第 二 项 为 瓦 (X;?). 这 证 明了 所 要 结果 . 

行 (Xi ,X2) 为 连续 型 ,以 F(zi,z?) 记 其 联合 密度 , 按 第 二 章 

(4.16) 式 , 知 Xi + X2 的 密度 函数 为 (>) = | ”zy 一 z)dz 
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故 按 定义 1.3, 有 

EC + X)= | yw)day=| | rriy-z)drdy 

= | (| rezy 一 z)dy jaz 

在 里 面 那个 积分 作 变 数 代 换 y= +t, 得 

下 (XI1 二 X> ) = | | cz +t)FCzst)dzdt 
一 Oo 一 Oo 

三 | | arzsoazd 十 | | rzsodzd 
一 co 一 Co 一 Do 一 co 

(1.15) 

按 第 二 章 (2.9) 式 , 知 | ”7(z,z)dt 就 是 Xi 的 密度 函数 , 所以， 
(1.15) 右 边 第 一 个 积分 等 于 

全 z(|Az,odz]az 一 | zmn(z)dz = 下 (XI1) 

同 理 证 明 第 二 个 积分 为 五 (X2?) ,于 是 证 得 了 所 要 的 结果 . 

一 般 情 况 可 用 归纳 的 方式 得 到 .例如 , 记 Y= XIi+X2, 有 

尼 (XI +TX2+X3)= 万 (了 +TX3) 三 瑟 ( 了 )+ 瑟 (X3) 

= 下 (XI1) + 下 (X2) + 巨 (X3) 

等 等 .定理 1.1 证 毕 . 

定理 1.2 若干 个 独立 随机 变量 之 积 的 期 望 ,等 于 各 变量 的 

期 望 之 积 : 

开 (XIX2…Xn) = 下 (XI) 开 (X2)…(X。) 

当然 ,这 里 也 要 假定 各 变量 X; 的 期 望都 存在 . 

证 与 定理 1.1 相似 ,只 须 对 ?=2 的 情况 证 明 即 可 . 先 设 
Xi1,X2 都 为 离散 型 ,其 分 布 为 (1.13). 由 独立 性 假定 知 刀 = 

P(XI=a)P(OX2= 训 )， 

因为 当 Xi = ai ,X2= 电 时 有 XIX;= ab;, 故 
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天 (XI1X2?) 三 之 /aibjt 一 >aibiP(XI 一 ai)P(X> 一 Di ) 

= 2aP(X = ai) OP(X2 = 
= 玖 (XI1) 瑟 (X2) 

如 所 和 欲 证 . 若 (Xi,X2) 为 连续 型 , 则 因 独 立 性 ,其 联合 密度 FCzl， 

2Z2) 等 于 各 分 量 密度 PCzi) 与 (zz) 之 积 , 故 

Co 

天 (XI1X，) 一 | mazaraa ,2)dzidz> 

一 Co 

= 开 (X1)(X2) 

细心 的 读者 可 能 会 注意 到 ,在 后 一 段 证 明 中 我 们 是 从 公式 

一 | rankzodz| maPCza)dzs 

匡 (XI1X2> ) 一 | zizzrGznza)dzidza (1.16) 

出 发 ,而 这 公式 并 非 直接 从 期 望 的 定义 而 来 , 它 也 需要 证 明 . 因此 ， 
更 严格 的 证 法 应 如 定理 1.1 那样 , 先 推导 出 X)X。, 的 密度 = ,计算 

| xieCz)dz 再 通过 积分 变数 代 换 .这 不 难 做 到 ,我 们 把 它 放 在 
习题 里 留 给 读者 去 完成 (习题 21). 

读者 也 许 还 会 问 :在 以 上 两 个 定理 中 ,如果 一 部 分 变量 为 离散 

型 ,一 部 分 为 连续 型 ,结果 如 何 ? 答案 是 结论 仍 成 立 . 对 乘积 的 情 
况 , 由 于 有 独立 假定 ,证 明 不 难 .对 和 的 情况 则 要 用 到 高 等 概率 论 ， 
这 些 都 不 在 此 细 讲 了 . 

要 注意 到 定理 1.2 和 1.1 之 间 的 区 别 :后 者 不 要 求 变 量 有 独 
立 性 .读者 也 可 以 思考 一 下 这 个 问题 :如 果 说 ,事件 积 的 概率 的 定 
理 (第 一 章 定理 3.3) 与 此 处 定理 1.2 完全 对 应 ,那么 ,为 什么 事件 
和 概率 的 定理 (第 一 章 定理 3.1) 与 此 处 的 定理 1.1 并 不 完全 对 应 

《概率 加 法 定理 中 有 互 斥 要 求 而 定理 1.1 无 任何 要 求 ) ,道理 何在 ? 

定理 1.3( 随 机 变量 函数 的 期 望 ) 设 随 机 变量 X 为 离散 型 ， 

"17 。



  

有 分 布 PCX=a ) 二 户 ,=1,2,…, 或 者 为 连续 型 ,有 概率 密度 函 
数 FLz). 则 

天 (Cg(X)) = >.g(ai) 加 ( 当 >， |g(ai)|Pi < oo 时 ) 

(1.17) 

或 

ECECOO) = | sCz)7z)dz( 洁 eg(z)l7Cz)dz < 时] 
(1.18) 

这 个 定理 的 实质 在 于 :为 了 计算 X 的 某 一 函数 g(X) 的 期 望 ， 

并 不 需要 先 算 出 g(X) 的 密度 图 数 ,而 可 以 就 从 X 的 分 布 出 发 ， 

这 当然 大 大 方便 了 计算 ,因为 在 g 较为 复杂 时 ,g(X) 的 密度 很 难 

求 . 

证 ”离散 型 情况 (1.17) 好 证 ,因为 P(X=ai)= 记 ,有 P(Cg 

(X)=g(ai))=pb (gai),g(a),… 中 可 以 有 相 重 的 ,但 这 并 

不 影响 下 面 的 证 明 ). 由 此 立即 得 出 (1.17). 

连续 型 情况 较 复杂 ,我 们 只 能 就 g 为 严格 上 升 并 可 导 的 情况 

给 出 证 明 . 按 第 二 章 (4.2) 式 ,这 时 Y=g(X) 的 密度 函数 为 F 庆 

《y))A(y) ,其 中 疡 为 g 的 反 困 数 , 即 Ag(z))= 并 .此 式 两 边 对 

工 求 导 , 得 P (yy)1 -os Cz)=1 即 六 (Cg(z))=1《g(z). 因 此 

ECE(X)) = | CCy))2Cy)ay 
作 积分 变数 代 换 y= g(z) ,注意 到 Fr(P(g(z)))= F(z),P(g 

(z))=1/g (z) 及 dy=g(z)dz ,得 

E(g(X)) = | sg(z)7(z)dz 
即 (1.18) .一 般 情 况 (g 非 单调 ) 的 证 明 超 出 本 书 范围 之 外 ,但 对 有 
些 简 单 情 况 ,g(X) 昌 非 单调 ,但 g(X) 的 密度 不 难 求 得 ,这 时 

《1.18) 也 不 难 证 .有 凡 种 这 样 的 情况 作为 习题 留 给 读者 . 

本 定理 的 一 个 重要 特例 是 

系 1.1 若 <c 为 常数 , 则 
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开 (cX) = cE(OX) (1.19) 

证 明 由 取 g(z)=cz 得 出 .当然 ,直接 证 明 也 很 容易 . 

这 几 个 定理 无 论 在 理论 上 和 实用 上 都 有 重大 意义 ,这 里 我 们 

举 几 个 例子 说 明 其 应 用 . 

例 1.6 设 X 服从 二 项 分 布 B(2,z), 求 下 (X). 
此 例 不 难 由 定义 1.1 直接 计算 ,但 如 下 考虑 更 简单 : 因 X 为 z 

次 独立 试验 中 某 事 件 A 发 生 的 次 数 , 且 在 每 次 试验 中 A 发 生 的 

概率 为 力 . 故 如 引进 随机 变量 Xi ,… ，,X。 ,其 中 

X - 1， 若 在 第 ; 次 试验 时 事件 A 发 生 

”10， 若 在 第 :次 试验 时 事件 A 不 发 生 

则 Xi,…,X, 独立 , 且 

和 = XI+T…+X (1.21) 

按 定 理 1.1 有 , 开 (X)= 开 (Xi)+…+ 巨 (X). 为 计算 下 (X), 注 

意 按 定 义 (1.20) ,X; 只 取 两 个 值 1 和 0, 其 取 1 的 概率 为 p, 取 0 

的 概率 为 1 一 户 . 因 而 下 (X)=1xp+0x(1-z)= 轧 .由 此 得 到 

巨 (X) = 7 (1.22) 

这 上 比 直 接 计算 要 简单 些 ,又 注意 :在 上 述 论 证 中 并 未 用 到 Xi ,…， 
X, 独立 这 一 事实 . 

例 1.7 再 考虑 第 一 章 例 2.2 那个 “” 双 鞋 随机 地 分 成 堆 ” 

的 试验 ,以 X 记 ”恰好 成 一 双 " 的 那 种 堆 的 数目 , 求 下 (X). 

此 题 若 要 直接 用 定义 1.1, 就 须 计 算 P(X=i), 即 “恰好 有 ; 

个 堆 各 自 成 一 双 ” 的 概率 .这 个 概率 计算 不 易 ,但 使 用 上 例 的 方法 

不 难 求解 :引进 随机 变量 XI, …,X，, ,其 中 

1， 若 第 ; 堆 的 两 只 恰 成 一 双 

0， 知 第 ; 堆 的 两 只 不 成 一 双 

则 仍 有 X=Xi+…+X, 且 下 (Xi)=POX=1)= 己 (第 ; 堆 恰 成 

一 双 ). 为 算 这 个 概率 ,我 们 取 如 下 的 分 堆 方法 : 先 把 2” 只 鞋 随机 

地 目 左 至 右 排 成 一 列 ,然后 让 排 在 1,2 位 置 的 成 一 堆 ,3,4 位 置 的 

为 第 二 堆 , 等 等 .总 的 排列 方法 有 (22z)! 种 .有 利于 事件 { 第 ; 堆 

恰 成 一 双 } 的 排 法 可 计算 如 下 :第 ; 堆 占 据 排 列 中 的 第 (2; - 1) 和 
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第 2; 号 位 置 .第 (2; - 1) 号 位 置 可 以 从 2” 只 鞋 中 任 取 一 只 ,有 
27” 种 取 法 .这 只 定 了 以 后 ,为 使 恰 成 一 双 , 第 2; 号 位 置 就 只 有 一 

种 取 法 . 取 好 后 , 剩 下 的 22 -2 只 则 可 任意 排 , 有 (22z -2)! 种 排 
法 .因此 ,有 利于 上 述 事 件 的 总 排列 数 为 22 .1.(22 -2)1, 而 所 求 

的 概率 为 

2z2(272 一 2)1《(2m)1 = 1[22 -1 了) 
此 即 为 忆 (Xi), 而 瓦 (X)= 瑟 (Xi)+…+ 下 (X)=7mA22 一 1 

例 1.8 试 计 算 “ 统 计 三 大 分 布 ?的 期 望 值 . 
对 自由 度 ”的 卡 方 分 布 ,直接 用 其 密度 函数 的 形式 (第 二 章 

(4.26)), 函数 的 公式 (第 二 章 (4.23)) 及 数学 期 望 的 定义 1.3， 
不 难 算 出 其 期 望 为 2. 略 简单 一 些 是 用 第 二 章 例 4.9, 把 X 表 为 
X1+ … 十 X2 XI，X。 独立 且 各 服从 标准 正 态 分 布 N(0,1). 按 

定理 1.3, 有 

尼 (X#) = 一 方 | z2erz 2d7 = 记 | er-z 27r2dx 

把 e-z 2z2dz 写 为 ~-zd(e-=2), 用 分 部 积分 ,得 到 
| 2z2dz 一 | 2dz 三 卫 | er-z 2dz = V2r/2 

10 0 2 一 co 

后 一 式 用 第 二 章 (1.15). 于 是 得 到 已 (X?) =1, 而 天 (X)=(X3) 
二 十 五 (X2 一 7]7. 

对 上 自由 度 ”的 上 分 布 ,由 于 其 密度 函数 (第 二 章 (4.31) 式 ) 关 
于 0 对 称 , 易 见 其 期 望 为 0. 但 是 有 一 个 条 件 ,就 是 自由 度 ”必须 
大 于 1. 这 是 因为 

2 了 +1 
| zlG + zzmm) 2dz=oo 当 7 =1It 

因而 条 件 (1.4) 不 适合 , 当 >1 时 上 式 的 积分 有 限 . 
对 目 由 度 为 mm ,7 的 下 分布 , 写 

1 1 _ X = 二 xxX， = 7 1L72X2/X1 

其 中 Xi,X2 独立 ,分 别 服 从 分 布 X” 和 X ,由 于 Xi ,X 独立 , 按 
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第 二 章 定 理 3.3, 知 XTL 和 X; 也 独立 , 故 按 定理 1.2, 有 

忆 (X) = ml172E(X)) 巨 (XTL) = 7 -17277 开 (XITL) = ME(XTL) 

(1.23) 

于 是 问题 归结 为 计算 下 (XT1). 按 定理 1.3, 有 

下 (XT1) = [222 县) ) 了 ZLe zzP 1Ldz 

_ (22r(3)) | oz (nr-2)02-19 7 

_ [22r( 呈 | ) 2o22r 人 (人 _ 1] 

-人 
-人 人 -人 
= 1/[(z -2) 

由 此 及 (1.23) , 知 

FE(X)= ma -2) (X 一 下 ，) (1.24) 

此 式 只 在 2 >2 时 才 有 效 . 当 z=1,2 时 ,F。, 的 期 望 不 存在 . 

3.1.3 条 件数 学 期 望 ( 条 件 均 值 ) 

与 条 件 分 布 的 定义 相似 ,随机 变量 Y 的 条 件数 学 期 望 , 就 是 

它 在 给 定 的 某 种 附加 条 件 之 下 的 数学 期 望 . 对 统计 学 来 说 ,最 重要 

的 情况 是 :在 给 定 了 某 些 其 他 随机 变量 X ,Z ,… 等 的 值 zx ,z ,… 等 

的 条 件 之 下 ,Y 的 条 件 期 望 , 记 为 ECYIX=z,Z=>z，…). 以 只 有 

一 个 变量 X 为 例 ,就 是 忆 (YjlX=z). 在 X 已 明确 而 不 致 引起 误 
解 的 情况 下 ,也 可 简 记 为 下 (Y|z). 

如 果 知 道 了 (X,Y) 的 联合 密度 , 则 瑟 (YY|z) 的 定义 就 可 以 具 

体 化 为 : 先 定 出 在 给 定 X= z 之 下 ,Y 的 条 件 密 度 函 数 F(y|z)， 

然后 按 定 义 1.3 算出 

E(Ylz) = | ywr(ylz)dy (1.25) 
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如 果 说 ,条 件 分 布 是 变量 X 与 了 的 相依 关系 在 概率 上 的 完全 

刻画 ,那么 ,条件 期 望 则 在 一 个 很 重要 的 方面 刻画 了 二 者 的 关系 ， 

它 反 映 了 随 着 X 取 值 zx 的 变化 , Y 的 平均 变化 的 情况 如 何 , 而 这 

常常 是 研究 者 所 关心 的 主要 内 容 . 例 如 , 随 着 人 的 身高 工 的 变化 ， 

具 身 高 z 的 那些 人 的 平均 体重 的 变化 情况 如 何 ; 随 着 其 受 教 育 年 

数 z 的 变化 ,其 平均 收入 的 变化 如 何等 等 .在 统计 学 上 , 常 把 条 件 

期 望 下 (YIz) 作 为 z 的 函数 称 为 了 对 X 的 “回归 函数 ”( 回 归 这 

个 名 词 将 在 第 六 章 中 解释 ) ,而 “回归 分 析 ", 即 关于 回归 函数 的 统 

计 人 研究 ,构成 统计 学 的 一 个 重要 分 支 . 

例 1.9 条 件 期 望 的 一 个 最 重要 的 例子 是 (X,Y) 服 从 二 维 正 

态 分 布 Na ,bp ,ci,ct,po). 根 据 第 二 章 例 3.3, 在 给 定 X=>z 时 

的 条 件 分 布 为 正 态 分 布 NC8+ puzofrl(z-a),os(1-po2)). 因 为 

正 态 分 布 N(w ,co ) 的 期 望 就 是 w;, 故 有 

ECOYlz)=b+ooocilz 一 a) (1.26) 

它 是 z 的 线性 函数 .如 果 p>0, 则 (Ylz) 随 增加 而 增加 , 即 
Y 平均 说 来 "有 随 X 的 增长 而 增长 的 趋势 ,这 就 是 我 们 以 前 提 到 

的 正 相 关 的 解释 . 若 o<0, 则 为 负 相 关 , 当 po=0 时 ,X 与 Y 独 

立 , 下 ( 冯 |z) 当 然 与 z 无 关 . 

从 条 件数 学 期 望 的 概念 ,可 得 出 求 通常 的 (无 条 件 的 ) 数 学 期 
望 的 一 个 重要 公式 .这 个 公式 与 计算 概率 的 全 概率 公式 相当 . 回想 

全 概率 公式 P(A) = 2 ,P(Bi)P(A1Bi). 它 可 以 理解 为 通过 事 
件 4 的 条 件 概率 P(A |Bi;) 去 计算 其 (无 条 件 ) 概 率 P(A). 更 确定 
地 说 ,P(A) 就 是 条 件 概 率 P(A |B;) 的 某 种 加 权 平均 , 权 即 为 事件 
下 ; 的 概率 . 以 此 类 推 , 变 量 Y 的 (无 条 件 ) 期 望 , 应 等 于 其 条 件 期 

望 正 (Yi|z) 对 = 取 加 权 平 均 ,z 的 权 与 变量 X 在 xz 点 的 概率 密度 
六 (zz) 成 比例 , 即 

E(Y) = | Elz)P(z)dz (1.27) 
此 式 很 容易 证 明 : 以 Fz,y) 记 (X,Y) 的 联合 密度 函数 , 则 X,Y 
的 (边缘 ) 密 度 函 数 分 别 为 
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P 

万 (z) = | Alz,y)ay 和 户 (y) = | (zsy)dz 

按 定义 , E(Y) = | yz(y)dy, 可 写 为 

FE(Y) 二 | | xz ,y)dzdy 

六 [rzsy)ay]a
z 

由 于 天 (YYlz) = | rzsy)dyn(z)， 有 | yz,y)dy = 

EC(Ylz) 方 (z), 而 上 式 转化 为 (1.27). 

公式 (1.27) 可 给 以 另 一 种 写法 , 记 g(z)= 下 (Ylz), 它 是 工 

的 函数 , 则 (1.27) 成 为 

ECY) = | _s(z)7i(z)dz (1.28) 
但 据 (1.18), 上 式 右 边 就 是 EUg(X)). 从 gz) 的 定义 ,g(X) 是 

E(Y|z)| -vv, 可 简写 为 下 (Y|X). 于 是 由 (1.28) 得 

EC(Y) = 五 [ 瓦 ( 立 |X) ] (1.29) 

这 个 公式 可 以 形象 地 叙述 为 :一 个 变量 Y 的 期 望 ,等 于 其 条 件 期 

望 的 期 望 .下 (Y|X) 这 个 符号 的 意义 ,从 上 面 的 叙述 中 已 明确 交代 

了 ,只 须 记 住 :在 求 下 (Y|X) 时 , 先 设 定 X 等 于 一 固定 值 z,z 无 

随机 性 ,这 样 可 算出 EC(Y|z), 其 表达 式 含 zx, 再 把 zx 换 成 X 即 

得 . 

公式 (1.29) 虽 可 算是 概率 论 中 一 个 比较 高 深 的 公式 , 它 的 实 

际 含义 其 实 很 简单 : 它 可 理解 为 一 个 “分 两 步 走 ”去 计算 期 望 的 方 

法 .因为 在 不 少 情况 下 , 运 直 计算 玉 (Y) 较 难 , 而 在 限定 某 变 量 X 

之 值 后 ,计算 条 件 期 望 天 (了 jz) 则 较 容 易 . 因 此 我 们 分 两 步 走 :第 

一 步 算 出 如 (Y|z) ,再 借助 X 的 概率 分 布 , 通 过 巨 (Y|z) 算 出 

忆 (Y). 更 直观 一 些 , 你 可 以 把 求 下 (Y) 看 成 为 在 一 个 很 大 的 范围 

求 平均 .限定 X 之 值 从 这 个 很 大 的 范围 内 界定 了 一 个 较 小 的 部 

分 . 先 对 这 较 小 的 部 分 求 平均 ,然后 再 对 后 者 求 平 均 . 比如 要 求全 
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校 学 生 的 平均 身高 ,你 可 以 先 求 出 每 个 班 的 学 生 的 平均 号 高 ,然后 

再 对 各 班 的 平均 值 求 一 次 平均 .自然 ,在 作 后 一 平均 时 ,要 考虑 到 

各 班 人 数 的 不 同 ,是 以 各 班 人 数 为 权 的 加 权 平 均 . 这 个 权 的 作用 相 

当 于 公式 (1.27) 中 的 亡 (z). 

公式 (1.29) 虽 来 自 (1.27), 但 因为 其 形式 并 不 要 求 对 X,Y 

有 特殊 的 假设 , 故 可 适用 于 更 为 一 般 的 情形 . 例如 ,X 不 必 是 一 维 

的 ,如 采 X 为 2” 维 随机 向 量 (Xi,…，,X,), 有 概率 密度 FCzl,…， 
Zn), 则 公式 (1.29) 有 形式 

ED) = | ECrlzpeyamaJA(zbeaa)dzreda 
(1.30) 

这 里 下 (Yizi za) 就 是 在 Xi = zi X， = zu 的 条 件 下 ,Y 
的 条 件 期 望 ,又 X,Y 都 可 以 是 离散 型 的 .例如 , 设 X 为 一 维 离散 
型 变量 ,有 分 布 

PIX=ah)= 思 =12,… 

则 公式 (1.29) 有 形式 

下 (Y) = 志 亡 E(Y|ai) (1.31) 

3.1.4 中 位 数 

刻画 一 个 随机 变量 X 的 平均 取 值 的 数学 特征 ,除了 数学 期 望 
以 外 ,最 重要 的 是 中 位 数 . 

定义 1.4 设 连续 型 随机 变量 X 的 分 布 函数 为 下 (z), 则 满 
足 条 件 

P(X 和 十 ) = Fnm)=12 (1.32) 

的 数 m2 称 为 X 或 分 布下 的 中 位 数 . 

由 于 连续 型 变量 取 一 个 值 的 概率 为 0,P(X= 和 )=0, 由 
《1.32) 知 

PLX 委 m) = PX<m)=PX>m)= PXm)=12 
就 是 说 ,mm 这 个 点 把 X 的 分 布 从 概率 上 一 切 两 半 ; 在 m 左边 ( 包 
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括 点 j 与 否 无 所 谓 ) 占 一 半 ,mm 右边 也 占 一 半 , 从 概率 上 说 ,mm 这 

个 点 正好 居于 中 央 ,这 就 是 "中 位 数 得 名 的 由 来 . 

在 实用 上 ,中 位 数 用 得 很 多 ,特别 有 不 少 社会 统计 资料 , 常 拿 

中 位 数 来 刻画 某 种 量 的 代表 性 数值 ,有 时 它 比 数学 期 望 更 说 明 问 

题 . 例如 , 某 社 区 内 人 的 收入 的 中 位 数 告 诉 我 们 :有 一 半 的 人 收入 

低 于 此 值 , 妃 一 半 高 于 此 值 .我 们 直观 上 感 党 到 这 个 值 对 该 社区 的 

收入 情况 ,的 确 很 具 代 表 性 . 它 和 期 望 值 相 比 它 的 一 个 优点 是 : 它 

受 个 别 特大 或 特 小 值 的 影响 很 小 ,而 期 望 则 不 然 .举例 而 言 , 若 该 

社区 中 有 一 人 收入 在 百 万 元 以 上 , 则 该 社区 的 均值 可 能 很 高 ,而 绝 
大 多 数 人 并 不 富裕 ,这 个 均值 并 不 很 有 代表 性 . 中 位 数 则 不 然 : 它 
不 受 少量 这 种 特大 值 的 影响 . 

从 理论 上 说 ,中 位 数 与 均值 相 比 还 有 一 个 优点 , 即 它 总 存在 ， 
而 均值 则 不 是 对 任何 随机 变量 都 存在 ， 

虽 则 中 位 数 有 这 些 优 点 ,但 在 概率 统计 中 ,无论 在 理论 和 应 用 
上 ,数学 期 望 的 重要 性 都 超过 中 位 数 ,其 原因 有 以 下 两 方面 ， 

一 是 均值 具有 很 多 优良 的 性 质 ,反映 在 前 面 的 定理 1.1 一 
1.3. 这 些 性 质 使 得 在 数学 上 处 理 均值 很 方便 .例如 ,下 (XI+X2，) 
= 下 (Xi)+ 开 (X2), 这 公式 既 简 单 又 毫 无 条 件 (除了 均值 存在 以 
外 ) .中 位 数 则 不 然 : Xi + X2 的 中 位 数 ,与 Xi, X; 各 自 的 中 位 数 
之 间 ,不 存在 简单 的 联系 ,这 使 中 位 数 在 数学 上 的 处 理 很 复杂 且 不 
方便 . 

二 是 中 位 数 本 身 所 固有 的 某 些 缺点 .首先 ,中 位 数 可 以 不 唯 
一 .例如 ,考察 图 3.2 的 密度 函数 广 它 只 在 两 个 分 开 的 区 间 (a ， 

6) 和 (4c ,qd) 内 不 为 0, 且 在 这 两 段 区 间 上 围 成 的 面积 都 是 1/2. 这 
时 , 按 中 位 数 的 定义 1.4, 区 间 [2,c] 中 任何 一 点 ma 都 是 中 位 数 . 
它 没 有 一 个 唯一 的 值 . 

次 一 个 问题 是 :在 X 为 离散 型 的 情况 , 虽 也 可 以 定义 中 位 数 
(其 定义 与 定义 1.4 有 所 不 同 ), 但 并 不 很 理想 ,不 完全 符合 “中 位 ” 
这 名 词 所 应 有 的 含义 .考察 一 个 简单 例子 , 设 X 取 三 个 值 1,2,3， 
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图 3.2 

P(X=1)=27m,P(X=2)=47,P(X=3)=17 

这 时 就 不 存在 一 个 点 头 , 使 za 两边 的 概率 恰好 一 样 ,不 得 已 只 好 

退 而 求 其 次 : 找 一 个 点 2 ,使 其 左右 两 边 的 概率 差距 最 小 ,在 本 例 

中 这 个 点 是 2. 从 2 这 个 位 置 看 ,左边 的 概率 (2/) 要 比 右边 的 概 

率 (1/) 大 . 故 并 不 是 理想 的 “中 位 ” 数 . 

例 1.10 正 态 分 布 NCp,o2) 的 中 位 数 就 是 w, 这 从 N(w， 

o2) 的 密度 函数 关于 w 点 对 称 可 以 看 出 . 指数 分 布 函数 已 在 第 二 

章 (1.21) 式 中 列 出 , 故 其 中 位 数 za 为 方程 1-e 各 =170 的 解 , 即 

1 =(log2)/ 人 (本 书 中 ,log 都 是 以 e 为 底 )， 

3.2 方差 与 矩 

3.2.1 方差 和 标准 关 

现在 我 们 转 到 本 章 开 始 时 提 到 的 另 一 类 数字 特征 ,即刻 画 随 

机 变量 在 其 中 心 位 置 附近 散布 程度 的 数字 特征 ,其 中 最 重要 的 是 

方 关 . 

设 随 机 变量 X 有 均值 < =(X). 试 验 中 ,X 取 的 值 当然 不 一 

定 恰好 是 a , 而 会 有 所 偏离 . 偏离 的 量 X - a 本 身 也 是 随机 的 ( 因 

为 X 是 随机 的 ). 我 们 要 取 这 个 偏离 X-a 的 某 种 有 代表 性 的 数 

字 ,来 刻画 这 偏离 即 散 布 的 程度 大 小 如 何 . 我 们 不 能 就 取 X-a 的 

均值 ,因为 天 (X-a)= 开 (X)-a=0 一 一 正 负 偏离 彼此 抵消 了 . 

一 种 解决 办 法 是 取 X- a 的 绝对 值 |X=-al 以 消除 符号 ,再 取 其 
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