
  

图 3.2 

P(X=1)=27m,P(X=2)=47,P(X=3)=17 

这 时 就 不 存在 一 个 点 头 , 使 za 两边 的 概率 恰好 一 样 ,不 得 已 只 好 

退 而 求 其 次 : 找 一 个 点 2 ,使 其 左右 两 边 的 概率 差距 最 小 ,在 本 例 

中 这 个 点 是 2. 从 2 这 个 位 置 看 ,左边 的 概率 (2/) 要 比 右边 的 概 

率 (1/) 大 . 故 并 不 是 理想 的 “中 位 ” 数 . 

例 1.10 正 态 分 布 NCp,o2) 的 中 位 数 就 是 w, 这 从 N(w， 

o2) 的 密度 函数 关于 w 点 对 称 可 以 看 出 . 指数 分 布 函数 已 在 第 二 

章 (1.21) 式 中 列 出 , 故 其 中 位 数 za 为 方程 1-e 各 =170 的 解 , 即 

1 =(log2)/ 人 (本 书 中 ,log 都 是 以 e 为 底 )， 

3.2 方差 与 矩 

3.2.1 方差 和 标准 关 

现在 我 们 转 到 本 章 开 始 时 提 到 的 另 一 类 数字 特征 ,即刻 画 随 

机 变量 在 其 中 心 位 置 附近 散布 程度 的 数字 特征 ,其 中 最 重要 的 是 

方 关 . 

设 随 机 变量 X 有 均值 < =(X). 试 验 中 ,X 取 的 值 当然 不 一 

定 恰好 是 a , 而 会 有 所 偏离 . 偏离 的 量 X - a 本 身 也 是 随机 的 ( 因 

为 X 是 随机 的 ). 我 们 要 取 这 个 偏离 X-a 的 某 种 有 代表 性 的 数 

字 ,来 刻画 这 偏离 即 散 布 的 程度 大 小 如 何 . 我 们 不 能 就 取 X-a 的 

均值 ,因为 天 (X-a)= 开 (X)-a=0 一 一 正 负 偏离 彼此 抵消 了 . 

一 种 解决 办 法 是 取 X- a 的 绝对 值 |X=-al 以 消除 符号 ,再 取 其 
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均值 忆 |X-a | ,作为 变量 X 取 值 的 散布 程度 的 数字 特征 . 这 个 

量 忆 |X-cij 叫 做 X( 或 其 分 布 ) 的 “平均 绝对 差 ”, 是 常用 于 刻画 

散布 度 的 数字 特征 之 一 :但 是 ,由 于 绝对 值 在 数学 上 处 理 甚 不 方 

便 , 人 人 科 就 考虑 了 另 一 种 作法 : 先 把 (X - aa) 平方 以 消去 符号 ,然后 

取 其 均值 得 下 (X- ca) 六 ,把 它 作为 X 取 值 散布 度 的 衡量 .这 个 量 

就 叫做 X 的 “ 方 益 ” (方差 差 "的 “ 方 ”). 

定义 2.1 设 X 为 随机 变量 ,分 布 为 王 , 则 

Var(X) = 开 (X -EX) (2.1) 

称 为 X( 或 分 布 刁 ) 的 方差 ”, 其 平方 根 V Var(X ) ( 季 正 值 ) 称 为 X 

《或 分 布 下 ) 的 标准 差 . 

暂 记 EX=a. 由 于 (X-ca)2=X2-2cX+a2, 按 定理 1.1 得 
Var(X)= 下 (X2) 一 2aE(X) + 

= 歼 (X) 一 ( 开 X) (2.2) 

方差 的 这 个 形式 在 计算 上 往往 较为 方便 . 

方差 之 所 以 成 为 刻画 散布 度 的 最 重要 的 数字 特征 ,原因 之 一 
是 它 具 有 一 些 优良 的 数字 性 质 ,反映 在 以 下 的 几 个 定理 中 . 

定理 2.1 1 常数 的 方 盖 为 0. 2” 若 C 为 常数 , 则 Var 
(X+C)=Var(X). 3 若 C 为 常数 , 则 Var(CX) = C2Var(X ). 

证 二 大 X= 常 数 a, 则 下 (X)=a, 故 X- 下 (X)=0, 因 
而 Var(X)=0. 

2” 因为 E(X+C)=(X)+C, 故 
Var(X+C)=EIX+C)-(EX+C)] = 下 [和 -EX]? 

一 Var(X ) 

3 因 C 为 常数 ,有 EC(CX)= CE(X). 故 
Var(CX)= ELECX - CE(X)] = C2E(X - EX)2 

= C2Var(X) 

定理 2.2 ”独立 随机 变量 之 和 的 方差 ,等 于 各 变量 的 方差 之 
和 : 

> Var 是 方差 Variance 的 缩写 . 
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Var(XI1 十 … 十 和 ) = Var(XI) + 十 Var(X) (2.3) 

证 记 E(X)=awi=1 2, 则 因 己 (> 和)= > ay 有 
i1 il1 

Var(XI1 十 … 十 X) 一 巨 | >) X 一 > ao 一 开 | > (X 一 ai) 
i1 i=1 志 

一 E[(X 一 Qi ) Xi 一 ai) |] 

《2.4) 

有 两 类 项 : 一 类 是 守 ,j) 相同 ,这 类 项 , 按 方差 的 定义 , 即 为 Var 

(Xi). 另 一 类 项 是 ;,j) 不 同 . 这 时 , 因 X,; ,Xi 独立 , 按 定理 1.2 有 

下 (XIXi)= 王 (Xi)EECOXD)=aici 所 以 

EL -ai 一 oo)= EXN) 一 EE(aX) 一 下 (COX) +aaai 

= Qi 一 aaji 一 aai+aai =0 

这 样 ,在 (2.4) 式 最 后 一 个 和 中 ,只 剩 下 :=7 的 那些 项 .这 些 项 之 

和 即 (2.3) 式 右边 .因而 证 明了 本 定理 ， 

这 个 定理 是 方差 的 一 个 极 重 要 的 性 质 , 它 与 均值 的 定理 1.1 

相似 .但 要 注意 的 是 :方差 的 定理 要 求 各 变量 独立 ,而 均值 的 定理 

则 不 要 求 . 

例 2.1 设 X 为 一 随机 变量 ,E(X)=a 而 Var(X)=c. 记 

Y=(X-a), 则 (Y)=0, 且 按 定理 2.1 易 知 Var(Y)=1. 这 

样 ,对 X 作 一 线性 变换 后 ,得 到 一 个 具 均 值 0 方差 1 的 变量 了 . 

常 称 和 是 X 的 "标准 化 ”. 

例 2.2 设 X 服 从 波 哇 松 分 布 P(4). 求 其 方差 . 前 已 求 出 
E(X)=\. 又 据 定理 1.3, 知 

忆 (X2) = >，i2eMz7Oil 
:一 0 

把 写 为 10-1)+i 注 意 到 >,ieMixil 就 是 X 的 均值, 即 
z 一 (0 

,而 zz =1X 人 zz 一 2)!1, 有 
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EC(X2)= >)eii -2)1+A 
:=2 

= )2>veMi2A -2)1+A 
7 二 2 

= 12e- 2 + = Azeriex + 一 12+A 

于 是 按 公式 (2. 2) 得 到 var(X) = 2+A-》2= 和. 即 波 哇 松 分 布 

P()) 的 均值 方差 相同 ,都 等 于 其 参数 ). 

例 2.3 设 X 服 从 二 项 分 布 B(2, 四 ), 求 Var(X). 

把 X 表 为 (1.21) 的 形式 ,其 中 X 由 (1.20) 定 义 , 因 为 Xi， 

0 X， 独立 ,有 Var(X)=Var(Xi)+…+Var(X). 现 计算 

Var(X;). 因 X; 只 取 1,0 两 个 值 ,概率 分 别 为 如 和 1 一 户 , 故 

E(Xi) = 访 ,E(OX3) = 轧 汪 一 1 

因而 得 到 Var(X;)= 一 大 =b(1- 户 ), 而 

Var(X) = zzp(1-- 尹 ) (2.5) 

本 题 也 可 由 定义 直接 计算 ,但 比 这 啉 烦 些 . 

例 2.4 再 考察 例 1.7, 求 该 例 中 变量 X 的 方差 . 

仍 如 该 例 把 X 表 为 Xi +…+X .麻烦 的 是 ,这 里 XI …X， 

并 非 独 立 ,因而 不 能 用 定理 2.2. 但 这 种 表示 仍 可 简化 计算 ,有 

忆 (X“) = E( xD 四 袜 巨 (XiXI ) (2.6) 

分 两 类 项 : 一 类 是 ; =/ 这 类 项 之 和 为 > 已 (X3) .由 于 X 只 取 
1,0 两 值 , 故 Xi = X; ,因而 

>) ECx3) 三 > ECXI) = 下 (X)= mA27 一 1) 

〈( 见 例 1.7) 
对 : 关 ) , 取 z=1.7=2 为 例 ,其 他 :7 一 样 ,因为 Xi ,XI 都 只 取 1， 

0 为 值 , 有 

ECOXIX2) = PCOXI =1,X， =1) 
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即 “ 第 1 ,2 堆 都 恰 成 一 双 " 的 概率 .这 概率 计算 的 思想 ,与 例 1.7 中 

前 明 过 的 完全 一 样 , 绪 果 为 
P(XI=1,X=1)=22 .1. (22 -2). 1: (22 一 4)1《272)1 

= 1/[(22 一 1)(22 -3)] 
又 在 和 (2.6) 中 导 夭 ) 的 项 的 个 数 为 ma(2 -1), 故 第 二 类 项 (ii 汰 7 

的 项 ) 之 和 为 zx(2 -1)x[(22 -1)(22 -3)]. 由 此 ,用 公式 (2.2)， 

得 
Var(X) = 下 (X2) 一 ( 开 X) 

= ?LAL272 一 1)+a(2 -1)X22 一 1)(22 一 3)] 

- [nzA22 -1)] =4a(2 -1)2A(22 一 1)(27 -3)] 

例 2.5 设 X 服 从 正 态 分 布 NCp,c2) .注意 到 已 (X)=A, 有 

vaGO = EX -AP = 记 - (z-poPee Oordr 

作 变 数 代 换 zx=A+dt ,得 

Var(X) = ca - 记 | ee2d 

式 中 的 积分 已 在 例 1.8 中 计算 过 ,为 V2x .所 以 

Var(X) = ca (2.7) 

由 此 得 到 正 态 分 布 NCw,c“) 中 另 一 参数 c2 的 解释 : 它 就 是 

分 布 的 方差 . 正 态 分 布 完全 由 其 均值 k 和 方差 c? 决定 , 故 也 常 说 

“均值 为 wk 方差 为 c” 的 正 态 分 布 ”. 经 过 标准 化 了 = (X -wz)《c， 

按 例 2.1 得 出 均值 为 0 方差 为 1 的 正 态 分 布 , 即 标准 正 态 分 布 . 

这 一 点 早 在 第 二 章 例 1.6 中 ,通过 直接 计算 分 布 的 方法 证 明 过 (第 
二 章 (1.17) 式 ). 

  

  

47， 工 方差 oz 愈 小 , 则 X 的 取 值 以 更 大 
or 的 概率 集中 在 其 均值 附近 ,这 一 点 

mr 人 SS、 也 可 从 如 下 看 出 : 正 态 分 布 N(uso2) 
中 和文 的 密度 函数 在 xzx= 点 之 值 , 等 于 

。 (V27c) !. 它 与 vc 成 反比 :co 愈 小 ,这 
3.3 

个 值 愈 大 ,而 密度 在 / 点 处 有 一 个 更 
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高 的 峰 , 显示 概率 更 多 地 集中 在 w 点 附近 , 见 图 3.3. 其 中 画 出 了 

正 态 NA,o5) 当 o2=1 和 co=14 时 密度 函数 的 图 形 . 
例 2.6 指数 分 布 (第 二 章 例 1.7) 的 方差 为 1/)2. 区 间 [a ,po] 

上 的 均匀 分 布 (第 二 章 例 1.9) 的 方差 为 (5 - a)712. 这 些 都 容易 

直接 据 公 式 (2.2) 算 出 , 留 给 读者 .在 均匀 分 布 的 情况 ,方差 随 区 间 

[a ,bj 之 长 -ae 的 增 大 而 增 大 ,这 当然 , 因 区 间 长 了 ,散布 的 程 

度 也 就 大 了 . 

例 2.7 求 "统计 三 大 分 布 ” 的 方差 . 

先 考 虑 卡 方 分 布 . 设 X 一 Xz. 把 X 表 为 X?+.…+X2, XI， 
…,X, 独立 同 分 布 且 有 公共 分 布 N(0,1). 有 

Var(X3) = (X4) - [ECOX3)]2 = COX4) 一 1 

  

而 

1 本 < 乙 忆 (X4) = 记 | z4exz2dzx = 考 | Te “dz 

作 变 数 代 换 z=w2+, 有 

       EO9D)-= 六 2 oaerd =- 二 r(3) 
0 VT \ 人 2 

2 

V2r 

4 3 工 __ 
VT2 2 Vr=3 

故 Var(X4)=3--1=2， 而 Var(X) 一 27 

次 考虑 上 分 布 . 设 X = xi 人 /TI ,X1,X2 独立 而 X 一 X2 ， 
XI 一 NO0,1). 前 已 指出 瑟 (X)=0. 故 由 独立 性 有 

Var(X) = 民 (X2) = 形 (X1 忆 (na ) = ECLLX)) 

在 例 1.8 中 已 算出 下 (1ZX2 )=1A 人 zz -2), 故 Var(X)= mA 一 

2),(7 2). 

自由 度 ”的 上 分 布 刀 有 期 望 0, 与 标准 正 态 N(0,1) 的 期 望 
同 . 其 方差 za/2a -2) 大 于 1 但 当 ”很 大 时 接近 N(0,1) 的 方差 1 
以 后 将 指出 : 当 ? 很 大 时 ,z 的 分 布 确实 接近 (0,1)， 

类 似 地 算出 自由 度 mm ,72 的 下 分 布 忆 ,的 方差 为 272 (7 十 
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2 -2)/tz(na -2) (2 =-4)]j( 当 ”>4). 细 节 留 给 读者 . 

3.2.2 和气 

定义 2.2 设 X 为 随机 变量 ,c 为 常数 ,& 为 正 整 数 . 则 量 

EL[(X-c) 六 ] 称 为 X 关 于 c 点 的 & 阶 矩 . 

比较 重要 的 有 两 个 情况 : 

1.c=0. 这 时 as= 瓦 (X) 称 为 X 的 & 阶 原点 矩 . 

2. c=(X). 这 时 灰 = 近 [1CX--EX)] 称 为 X 的 及 阶 中 心 

矩 . 

一 阶 原 点 矩 就 是 期 望 . 一 阶 中 心 矩 x4 =0, 二 阶 中 心 矩 wo 就 

是 X 的 方差 Var(X ). 在 统计 学 上 ， 高 于 4 阶 的 矩 极 少 使 用 二 三 .四 

阶 和 矩 有 些 应 用 ,但 也 不 很 多 ， 

应 用 之 一 是 用 wa 去 衡量 分 布 是 否 有 偏 . 设 X 的 概率 密度 函 

数 为 F(z). 若 了 关于 某 点 a 对 称 , 即 

Fa+z)= ra 一 并 ) 

如 图 3.4 所 示 , 则 a 必 等 于 五 (X), 且 

Hp= 开 LIX-EOX)]3 =0. 如 果 As>0， 

则 称 分 布 为 正 偏 或 右 偏 . 如 果 <0， 
则 称 分 布 为 负 偏 或 左 偏 . 特别 ,对 正 态 

0 4 < 分布 而 言 有 ws = 0, 故 如 /3 显著 异 于 
几 3 4 0, 则 是 分 布 与 正太 有 较 大 偏离 的 标 

志 . 由 于 ps 的 因 次 是 X 的 因 次 的 三 次 

方 ,为 抵消 这 一 点 ,以 X 的 标准 差 的 三 次 方 , 即 w32 去 除 心 . 其 商 
B = Hp3LL2 (2.8) 

称 为 X 或 其 分 布 的 “ 偏 度 系数 ” 

应 用 之 二 是 用 mw4 去 衡量 分 布 (密度 ) 在 均值 附近 的 陡峭 程度 
如 何 . 因 为 pr4= 正 [X- 巨 (X)]?, 容 易 看 出 , 若 X 取 值 在 概率 上 很 
集中 在 下 (X) 附 近 , 则 ws 将 倾向 于 小 ,否则 就 借 向 于 大 .为 抵消 尺 

度 的 影响 ,类 似 于 pas 的 情况 ,以 标准 差 四 次 方 即 去 除 ,得 

”132 ， 
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P2 = Ad 《2.9) 

它 称 为 X 或 其 分 布 的 " 峰 度 系数 . 

若 X 有 正 态 分 布 N(w,a2), 则 B =3, 与 /和 co* 无 关 .为 了 迁 

就 这 一 点 ,也 常 定义 pi -3 为 峰 度 系数 ,以 使 正 态 分 布 有 峰 度 

系数 0. 

“ 峰 度 "这 个 名 词 , 单 从 表面 上 看 , 易 引 起 误解 .例如 ,我 们 在 例 

2.4 中 已 指出 ,并 由 图 3.3 看 出 ,就 正 态 分 布 NAp,o2) 而 言 ,a” 愈 

小 ,密度 函数 在 / 点 处 “高峰 就 愈 高 且 愈 陡峭 .那么 ,为何 所 有 的 

正 态 分 布 都 又 有 同一 峰 度 系数 ? 这 岂 不 与 这 个 名 词 的 直觉 含义 不 

符 ? 原因 在 于 : wp4 在 除 以 好 后 已 失去 了 因 次 , 即 与 X 的 单位 无 

关 . 或 者 换 句 话说 ,两 个 变量 X,Y, 谁 的 峰 度 大 ,不 能 直接 比 其 密 

度 函 数 ,而 要 调整 到 方差 为 1 后 再 去 比 .就 是 说 , 找 两 个 常数 cl1， 

c2, 使 clX 和 czy 的 方差 都 为 1, 再 比较 其 密度 的 “陡峭 ”程度 如 

何 . 

在 这 个 共同 的 标准 下 ， 峰 度 一 

词 就 好 理解 了 .不 信 看 图 3.3. 为 便于 

理解 ,我们 在 图 中 画 了 两 条 都 以 A 为 

对 称 中 心 的 对 称 密度 曲线 , 且 峰 的 高 

度 一 样 ,但 亡 在 顶峰 处 很 陡 . 而 户 则 图 3 
在 顶峰 处 形成 平台 ,较为 平缓 . 这 样 ， 

在 附近, 户 的 概率 多 而 万 的 概率 少 . 而 方差 都 为 1, 故 方 的 “ 尾 
巴 必 比 户 的 厚 一 些 , 这 导致 其 /4 较 大 , 即 有 较 大 的 峰 度 系数 ， 

3.3 协 方差 与 相关 系数 

  

  

现在 我 们 来 考虑 多 维 随机 向 量 的 数字 特征 ,以 二 维 的 情况 为 

例 . 设 (X,Y) 为 二 维 随机 向 量 ,X,Y 本 身 都 是 一 维 随机 变量 ,可 

以 定义 其 均值 方差 ,在 本 节 中 我 们 记 

天 (X) = iD 开 (YY) = ma Var(X) = of, Var(Y) = ag 

这 些 都 在 上 两 节 中 已 讨论 过 了 ,没有 什么 新 东西 .在 多 维 随机 向 量 
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