
P2 = Ad 《2.9) 

它 称 为 X 或 其 分 布 的 " 峰 度 系数 . 

若 X 有 正 态 分 布 N(w,a2), 则 B =3, 与 /和 co* 无 关 .为 了 迁 

就 这 一 点 ,也 常 定义 pi -3 为 峰 度 系数 ,以 使 正 态 分 布 有 峰 度 

系数 0. 

“ 峰 度 "这 个 名 词 , 单 从 表面 上 看 , 易 引 起 误解 .例如 ,我 们 在 例 

2.4 中 已 指出 ,并 由 图 3.3 看 出 ,就 正 态 分 布 NAp,o2) 而 言 ,a” 愈 

小 ,密度 函数 在 / 点 处 “高峰 就 愈 高 且 愈 陡峭 .那么 ,为何 所 有 的 

正 态 分 布 都 又 有 同一 峰 度 系数 ? 这 岂 不 与 这 个 名 词 的 直觉 含义 不 

符 ? 原因 在 于 : wp4 在 除 以 好 后 已 失去 了 因 次 , 即 与 X 的 单位 无 

关 . 或 者 换 句 话说 ,两 个 变量 X,Y, 谁 的 峰 度 大 ,不 能 直接 比 其 密 

度 函 数 ,而 要 调整 到 方差 为 1 后 再 去 比 .就 是 说 , 找 两 个 常数 cl1， 

c2, 使 clX 和 czy 的 方差 都 为 1, 再 比较 其 密度 的 “陡峭 ”程度 如 

何 . 

在 这 个 共同 的 标准 下 ， 峰 度 一 

词 就 好 理解 了 .不 信 看 图 3.3. 为 便于 

理解 ,我们 在 图 中 画 了 两 条 都 以 A 为 

对 称 中 心 的 对 称 密度 曲线 , 且 峰 的 高 

度 一 样 ,但 亡 在 顶峰 处 很 陡 . 而 户 则 图 3 
在 顶峰 处 形成 平台 ,较为 平缓 . 这 样 ， 

在 附近, 户 的 概率 多 而 万 的 概率 少 . 而 方差 都 为 1, 故 方 的 “ 尾 
巴 必 比 户 的 厚 一 些 , 这 导致 其 /4 较 大 , 即 有 较 大 的 峰 度 系数 ， 

3.3 协 方差 与 相关 系数 

  

  

现在 我 们 来 考虑 多 维 随机 向 量 的 数字 特征 ,以 二 维 的 情况 为 

例 . 设 (X,Y) 为 二 维 随机 向 量 ,X,Y 本 身 都 是 一 维 随机 变量 ,可 

以 定义 其 均值 方差 ,在 本 节 中 我 们 记 

天 (X) = iD 开 (YY) = ma Var(X) = of, Var(Y) = ag 

这 些 都 在 上 两 节 中 已 讨论 过 了 ,没有 什么 新 东西 .在 多 维 随机 向 量 
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中 ,最 有 兴趣 的 数字 特征 是 反映 分 量 之 间 的 关系 的 那 种 量 , 其 中 最 

重要 的 ,是 本 节 要 讨论 的 协 方差 和 相关 系数 . 

定义 3.1 称 瑟 [(X-mi(Y-m2)] 为 X,Y 的 协 方差 ,并 

记 为 Cov(X ,YY) . 

“ 协 " 即 “协同 ”的 意思 . X 的 方差 是 (X - ma) 与 (X - zl) 的 

乘积 的 期 望 ,如 今 把 一 个 X -和 ai 换 为 了- mm, 其 形式 接近 方差 ， 

又 有 X,Y 二 者 的 参与 ,由 此 得 出 协 方 差 的 名 称 . 由 定义 看 出 :Cov 

(X,Y) 与 X,Y 的 次 序 无 关 :Cov(X,Y)=Cov(Y,X). 直 接 由 定 

义 得 到 协 方差 的 一 些 简 单 性 质 . 例如 , 若 C1yC29C3yC4 都 是 常数 ， 

则 

Cov(CciX + cz,c3Y + C4) = clic3Cov(X ,Y) (3.1) 

又 易 知 

Cov(X ,YY) = 五 (XY) -mi7zaa (3.2) 

这 些 简 单 性 质 的 证 明 都 留 给 读者 . 

下 面 的 定理 包含 了 协 方 差 的 重要 性 质 . 

定理 3.1 1 车 X,Y 独 立 , 则 Cov(X,Y)=0. 

2” [Cov(X,Y)j 入 cio;. 等 号 当 且 仅 当 X,Y 之 间 有 严格 
线性 关系 ( 即 存在 常数 ce, 使 了 =a+pX) 时 成 立 . 

证 工 的 证 明 由 定理 1.2 直接 得 出 , 因 据 此 定理 , 当 X,Y 独 
立时 有 五 (XY) = mm .为 证 明 2" ,需要 两 点 预备 事实 ， 

a. 若 a,p,c 为 常数 ,a >0, 而 二 次 三 项 式 ct2+2p+c 对 1; 

的 任何 实 值 都 非 负 , 则 必 有 ac 之 姑 . 

b. 知 随 机 变量 2 只 能 够 取 非 负 值 ,而 下 (Z)=0, 则 2Z=0. 

为 了 不 打 断 此 处 的 讨论 ,我 们 将 这 两 点 事实 的 证 明 放 到 后 面 ， 
现 考虑 

瓦 |z(X 一 7 二 (CY- 722) ]” = ait + 2Cov(X ,TY)tH Ga5 

(3.3) 

* Cov 是 协 方差 Covariance 的 缩写 . 
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由 于 此 式 左 边 是 一 个 非 负 随 机 变量 的 均值 , 故 它 对 任何 上 非 负 . 按 

预备 事实 a, 有 

oo> [Cov(X,YD)] (3.4) 
进一步 ,如 果 (3.4) 成 立 等 号 , 则 (3.3) 右 边 等 于 (cl 土 cz 六 . 土 号 

视 Cov(X,Y)>0 或 <0 而 定 ,为 确定 计 , 暂 设 Cov(X,Y) >0, 则 

(3.3) 右 边 为 (oilt+ az) 六 .此 式 在 上 =10= 一 cvol 时 为 0. 以 z 上 = 加 

代入 (3.3), 有 

E[io(X-mi)+(Y-ma)] =0 
再 按 预 备 事实 b, 即 知 to(X 一 721 ) 十 (YY 一 52) 三 0, 因 而 以， 六 之 

间 有 严格 线性 关系 . 

反之 ,在 X,Y 之 间 有 严格 线性 关系 Y=aX+p, 则 o=Var 

(Y)=Var(aX+tpb)=Var(aX)=a2Var(X)=a2oi. 又 因 mm = 五 

(Y)=aFE(X)+p=ai+p 有 YY 一 as=(aX+pb)--(ami+D) 

=a(X 一 mm1). 于 是 

Cov(X,Y)= ELICX-mlja(X-m)]= afEOX- mi) 

= aci 

因此 

[Cov(X,Y)] = a2ct = of(a-co1) 三 01a3 

即 (3.4) 成 立 等 号 ,这 就 证 明了 2" 全 部 结论 . 

现 证 明 用 到 的 两 个 预备 事实 .对 a, 注 意 到 若 cc 必 思 , 则 at 
20 +c=0 有 两 个 不 同 的 实 根 如 <t ,而 at2+2p0+c=a( 人 tr 一 ii) 

(一 因 ). 取 zi 使 <zt< 和 ti, 则 将 有 ati+2p0+c=a(t 一 三 ) 

(io 一 缚 )<0, 与 oi+20+c 对 任何 上 非 负 了 矛盾 ,这 证 明了 a. b 的 
证 明 很 简单 : 若 Z 夭 0, 则 因 Z 只 能 取 非 负 值 , 它 必 以 一 定 的 大 于 0 

的 概率 取 大 于 0 的 值 , 这 将 导致 ICZ)>0, 与 (Z)=0 的 假定 不 
合 . 

定理 3.1 给 “相关 系数 "的 定义 打下 了 基础 . 
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定义 3.2 称 Cov(X,Y)Acic>) 为 X,Y 的 相关 系数 ,并 记 

为 ”Corr(X ,了 ). 

形式 上 可 以 把 相关 系数 视 为 "标准 矿 度 下 的 协 方差 . 协 方 盖 

作为 (X -=- xi)(Y=-m2) 的 均值 ,依赖 于 X,Y 的 度量 单位 ,选择 

适当 单位 使 X,Y 的 方差 都 为 1, 则 协 方差 就 是 相关 系数 .这样 就 

能 更 好 地 反映 X,Y 之 间 的 关系 ,不 受 所 用 单位 的 影响 . 

由 定理 3.1 立即 得 到 : 

定理 3.2 1 看 X,Y 独 立 , 则 Corr(X,Y)=0. 2” 一 1 

委 Corr(X,Y) 委 1, 或 | Corr(X,Y)| 委 1, 等 号 当 且 仅 当 X 和 YY 有 
严格 线性 关系 时 达到 . 

对 这 个 定理 我 们 要 加 以 几 条 重要 的 解释 . 

1. 当 Corr(X ,Y)=0( 或 Cov(X,Y)=0, 一 样 ) , 称 X,Y“ 不 

相关 .本 定理 的 工 说 明 由 X,Y 独立 推出 它们 不 相关 . 但 反 过 来 

一 般 不 成 立 : 由 Corr(X,Y)=0 不 一 定 有 X,Y 独立 .下 面 是 一 个 

简单 的 例子 . 

例 3.1 设 (X,Y) 服 从 单位 圆 内 的 均匀 分 布 , 即 其 密度 函数 

为 

fr ， 当 z+y<l he 
用 第 二 章 公 式 (2.9),(2.10) ,容易 得 出 X, Y 有 同样 的 边缘 密度 
函数 g: 

2xr-2wVT ->x2， 当 |z|<1 
&( 工 ) -| 

0， 当 |zj|1 

这 个 函数 关于 0 对 称 ,因此 其 均值 为 0. 故 民 (X)= 天 (Y)=0, 而 

CovCX,Y) = ECXY) = 工 | ，，zydzdy =0 
+y<1l 

改 Corr(X,Y)=0. 但 X,Y 不 独立 ,因为 其 联合 密度 F(z,y) 不 

等 于 其 边缘 密度 之 积 g(z)g(y). 

* Corr 是 相关 Correlation 的 缩写 . 
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2. 相关 系数 也 常 称 为 “线性 相关 系数 ”. 这 是 因为 ,实际 上 相 

关系 数 并 不 是 刻画 了 X, Y 之 间 "一 般 " 关 系 的 程度 ,而 只 是 "“ 线 

性 "关系 的 程度 . 这 种 说 法 的 根据 之 一 就 在 于 , 当 且 仅 当 X,Y 有 

严格 的 线性 关系 时 , 才 有 | Corr(X,Y)| 达 到 最 大 值 1. 可 以 容易 举 

出 例子 说 明 :即使 X 与 了 有 某 种 严格 的 函数 关系 但 非 线性 关系 ， 

| Corr(X,Y)| 不 仅 不 必 为 1, 还 可 以 为 0. 

例 3.2 设 X~R(-12,12), 即 区 间 [-12,12] 内 的 均 
匀 分 布 , 而 了 Y=cosX,Y 与 X 有 严格 函数 关系 .但 因 (X)=0, 由 

(3.2) 有 
1 

Cov(X,Y) = 下 (XY) = 五 (XeosX) = | TcosTdz = 0 

故 Corr(X,Y)=0. 你 看 ,X,Y 说 是 “不 相关 ”, 它 们 之 间 却 有 着 严 

格 的 关系 了 =cosX .足见 这 样 的 相关 只 能 指 线性 而 言 , 一 超出 这 

个 范围 ,这 个 概念 就 失去 了 意义 . 

3. 如 果 0< | Corr(X,Y)1<1, 则 解释 为 :X,Y 之 间 有 “一 定 
程度 的 “线性 关系 而 非 严 格 的 线性 关系 .何谓 “一 定 程 度 "的 线性 关 

系 ? 我 们 可 以 用 图 3.6 所 示 的 情况 来 说 明 . 在 这 三 个 图 中 ,我 们 都 

假定 (X,Y) 服 从 所 画 出 的 区 域 A 内 的 均匀 分 布 ( 即 其 联合 密度 

jzyy) 在 A 内 为 14 5 在 A 外 为 0,|A| 为 区 域 4 的 面积 ). 

在 这 三 个 图 中 ,X,Y 都 无 严格 的 线性 关系 ,因为 由 X 之 值 并 不 能 

决定 了 Y 之 值 .可 是 由 这 几 个 图 我 们 都 能 “感觉 ?出 ,X, Y 之 间 存 在 
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着 一 种 线性 的 “趋势 .这 种 趋势 ,在 (a) 已 较 显 著 且 是 正 向 的 (X 增 

加 时 倾向 于 增加 ) ,这 相应 于 Corr(X,Y) 比 较 显 著 地 大 于 0. 在 

(b) ,这 种 线性 趋势 比 (a) 更 明显 ,程度 更 大 ,反映 |Corr(X,Y)| 比 

(a) 的 情况 更 大 ,但 为 负 向 的 .至 于 (c) , 则 多 少 有 一 点 儿 线 性 倾向 ， 

但 已 甚 微弱 :Corr(X ,Y) 虽 仍 大 于 0 但 已 接近 0. 
4. 上 面谈 到 的 "线性 相关 ”的 意义 ,还 可 以 从 最 小 二 乘法 的 角 

度 去 解释 : 设 有 两 个 随机 变量 X ,Y ,现在 想 用 X 的 某 一 线性 函数 
4a+pbX 来 逼近 站 , 问 要 选择 怎样 的 常数 < ,5 ,才能 使 鼻 近 的 程度 最 
高 ? 这 逼近 程度 ,我 们 就 用 "最 小 二 乘 " 的 观点 来 衡量 , 即 要 使 

下 [(Y-a 一 pbX)] 达 到 最 小 . 
仍 以 miym2 记 开 (X),EGY),ca 和 o 记 Var(X) ,Var()， 

引进 常数 

c=Qa-(may 一 pri) 

则 

ELCY-a 到 )]=EICY- 2) -oOX-mai 一 ec] 
= oj + bof - 20Cov(X,Y) + c2， 

为 使 此 式 达 到 最 小 ,必须 取 c=0,8 = Cov(X， Y )《vefi = clczCorr 

(X,Y)《Aof = orlczCorr(X,Y). 这 样 求 出 最 佳 线性 和 逼近 为 ( 记 

o=Corr(X,Y)) 

也 (X) = zz 一 allazpml + allozoX (3.5) 

这 一 示 近 的 剩余 是 

刁 [(Y- 工 (X))]= 喧 +62oi -20Cov(X,Y) 

= o+(oilozo)2oi 2(al azo)alozp 

= co(1- po2) (3.6) 

如 果 o= 二 1, 则 ELI(Y-L(X))]j=0 而 立 = 世 (X). 这 时 苹 与 
X 有 严格 线性 关系 ,已 于 前 述 . 若 0< |o| <1, 则 |po| 愈 接近 1, 剩 
余 愈 小 ,说 明 工 (X) 与 Y 的 接近 程度 愈 大 , 即 X, Y 之 间 线性 关系 
的 "程度 愈 大 .反之 ,|o| 傅 小, 则 二 者 的 线性 关系 程度 全 小 , 当 
po=0 时 ,剩余 为 ci. 这 时 X 的 线性 作用 已 毫 不 存在 . 因为 , 仅 取 一 
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个 与 X 无 关 的 常数 ms, 已 可 把 Y 盘 近 到 5 的 剩余 , 因 瑟 ( 了 - 

ma)2= co. po 的 符号 的 意义 也 由 (3.5) 得 到 解释 : 当 p >0 时 ， 
L(X) 中 X 的 系数 大 于 0, 即 的 最 佳 通 反 e+2X 随 X 增加 而 增 

加 .这 就 是 正身 相关 .反之 ,o 和 0 表示 负 疝 相关 . 

由 于 相关 系数 只 能 刻画 线性 关系 的 程度 ,而 不 能 刻画 一 般 的 

函数 相依 关系 的 程度 ,在 概率 论 中 还 引进 了 另 一 些 相 关 性 指标 , 以 

补救 这 个 缺点 .但 是 ,这 些 指 标 都 未 能 在 应 用 中 推 开 . 究 其 原因 , 除 

了 这 些 指标 在 性 质 上 比较 复杂 外 ,还 有 一 个 重要 原因 :在 统计 学 应 

用 上 ,最 重要 的 二 维 分 布 是 二 维 正 态 分 布 . 而 对 二 维 正 态 分 布 而 

言 ,相关 系数 是 X,Y 的 相关 性 的 一 个 完美 的 刻画 ,没有 上 面 指出 

的 缺点 .其 根据 有 两 条 : 

1. 和 若 (X, 7) 为 二 维 正 态 , 则 即使 允许 你 用 任何 函数 M(X ) 
去 逼近 Y( 仍 以 下 [(Y-M(CX) 六 ] 最 小 为 准则 , 那 你 所 得 到 的 最 

佳吉 近 , 仍 是 由 (3.5) 式 决定 的 荆 (X). 故 在 这 个 场合 ,只 须 考 虑 线 
性 逼近 已 足 ,而 这 种 逼近 的 程度 完全 由 相关 系数 决定 . 

2. 当 (X,Y) 为 二 维 正 态 时 ,由 Corr(X,Y)=0 能 推出 X,Y 
独立 . 即 在 这 一 特定 场合 ,独立 与 不 相关 是 一 回 事 . 我 们 前 已 指出 ， 
这 在 一 般 情况 并 不 成 立 . 

第 一 点 的 证 明 超 出 本 书 范围 ,第 二 点 则 不 难 证 明 . 事 实 上 我 们 
将 验证 : 若 (X,Y) 有 二 维 正 态 分 布 N(a,6,at,c,po), 则 Corr 

(X,Y)=po. 而 当 o=0 时 , 按 第 二 章 (2.7) 式 易 知 ,(X,Y) 的 联合 
密度 可 表 为 X,Y 各 自 的 密度 广 (z) 和 户 (y) 之 积 , 因 而 X,Y 是 
独立 的 . 

为 证 明 此 事 ,注意 到 忆 (X)=a ,EC(Y)=0. 利 用 第 二 章 (2.7) 
式 的 Ne,b,ci,cos,o) 的 密度 函数 的 形式 .有 

Cov(X,Y) = 下 LI(X-a)(7Y 一 5)] 

一 (2xclcyw 芋 一 疏 间 ec 一 G)y 一 5)exp| - 21 一 

  

(人 -ea 2o(z- ay- 人 (y- 7 
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注意 到 

(z -2 _2o(z al)(y-0) ，(y 一 0 六 
2 

G1 0102 G2 

  

-(E2 -ec 二 人) + (VI 严 2) 
GI1 G2 92 

作 变 数 代 换 

  放 一 

  

1 (2 人] ,2 一 
V1 一 0 G1 I2 0 

可 将 上 面 的 重 积 分 化 为 

Cov(X ,YY) = (2z)-1| | v 1 一 o2cliz 十 olon | 

  

  

2 2 
。 caoexp| - 了 < jdxdv 

因为 
Co 12 十 JJ2 Go _ 2 Co 2 

ee(- 7 )axar= | vs dx| us dz =10 
一 Oo 

  

作 2 2 oo oo 

| ozexp|- 和 5 )daedae= | | u2erv 2d 三 2r 

得 到 Cov(X,Y)=poxioz. 又 Var(X)=oft,Var( 了 Y)= co 和 .于 是 

Corr(X ,Y) = Cov(X,Y) 人 cloz) = 0 

3.4 大 数 定理 和 中 心 极 限定 理 

在 数学 中 大 家 都 注意 到 过 这 样 的 现象 :有 的 时 候 一 个 有 限 的 

和 很 难 求 ,但 一 经 取 极 限 由 有 限 过 湾 到 无 限 , 则 问题 反而 好 办 . 例 

如 , 若 要 对 某 一 有 限 范 围 的 z 计算 和 

QZ) 三 1+z+ 大 + 要 + 四 

则 在 ”国定 但 很 大 时 ,很 难 求 . 而 一 经 取 极 限 , 则 有 简单 的 结果 : 
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