
  

注意 到 

(z -2 _2o(z al)(y-0) ，(y 一 0 六 
2 

G1 0102 G2 

  

-(E2 -ec 二 人) + (VI 严 2) 
GI1 G2 92 

作 变 数 代 换 

  放 一 

  

1 (2 人] ,2 一 
V1 一 0 G1 I2 0 

可 将 上 面 的 重 积 分 化 为 

Cov(X ,YY) = (2z)-1| | v 1 一 o2cliz 十 olon | 

  

  

2 2 
。 caoexp| - 了 < jdxdv 

因为 
Co 12 十 JJ2 Go _ 2 Co 2 

ee(- 7 )axar= | vs dx| us dz =10 
一 Oo 

  

作 2 2 oo oo 

| ozexp|- 和 5 )daedae= | | u2erv 2d 三 2r 

得 到 Cov(X,Y)=poxioz. 又 Var(X)=oft,Var( 了 Y)= co 和 .于 是 

Corr(X ,Y) = Cov(X,Y) 人 cloz) = 0 

3.4 大 数 定理 和 中 心 极 限定 理 

在 数学 中 大 家 都 注意 到 过 这 样 的 现象 :有 的 时 候 一 个 有 限 的 

和 很 难 求 ,但 一 经 取 极 限 由 有 限 过 湾 到 无 限 , 则 问题 反而 好 办 . 例 

如 , 若 要 对 某 一 有 限 范 围 的 z 计算 和 

QZ) 三 1+z+ 大 + 要 + 四 

则 在 ”国定 但 很 大 时 ,很 难 求 . 而 一 经 取 极 限 , 则 有 简单 的 结果 : 
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liman(Z) 二 ez. 利用 这 个 结果 , 当 ? 很 大 时 ， 可 以 把 ez 作为 zc,(z) 

的 近似 值 

在 概率 论 中 也 存在 着 这 种 情况 .如 果 Xi , X: ,…，,X, 是 一 些 

随机 变量 , 则 Xi+ …+X， 的 分 布 ,除了 若干 例外 , 算 起 来 很 复杂 . 

因而 自然 地 会 提出 问题 :可 和 否 利用 极限 的 方法 来 进行 近似 计算 ? 

事实 证 明 这 不 仅 可 能 , 且 更 有 利 的 是 :在 很 一 般 的 情况 下 , 和 的 极 

限 分 布 就 是 正 态 分 布 .这 一 事实 增加 了 正 态 分 布 的 重要 性 .在 概率 

论 上 ,习惯 于 把 和 的 分 布 收 依 于 正 态 分 布 的 那 一 类 定理 都 叫做 “中 
心 极 限定 理 .在 本 节 3.4.2 段 中 我 们 将 列 述 这 类 定理 中 最 简单 ， 
然而 也 是 最 重要 的 一 种 情况 . 

在 概率 论 中 , 另 一 类 重要 的 极限 定理 是 所 谓 “ 大 数 定理 ”. 它 是 
由 概率 的 统计 定义 “频率 收敛 于 概率 "引伸 而 来 .为 描述 这 一 点 ,我 

们 把 频率 通过 一 些 随 机 变量 的 和 表示 出 来 . 设 做 了 ?7 次 独立 试 

验 ,每 次 观察 某 事 件 A 是 否 发 生 . 按 (1.20) 式 定义 随机 变量 Xi ，,; 

=1T 72. 则 在 这 2” 次 试验 中 事件 4 一 共 出 现 了 XI + .… 十 X 

思 = (XI+ +X)M = 斑 (4.1) 

各 P(A)= 妃 , 则 “频率 趋 于 概率 "就 是 说 ,在 某 种 意义 下 ( 详 见 下 
文 ) , 当 ? 很 大 时 接近 思 . 但 户 就 是 X; 期 望 值 , 故 也 可 以 写成 : 

当 ”很 大 时 X, 接近 于 X; 的 期 望 值 . 

按 这 个 表述 ,问题 就 可 以 不 必 局 限于 X; 只 取 0,1 两 个 值 的 情 
形 . 事 实 也 是 如 此 .这 就 是 较 一 般 情 况 下 的 大 数 定理 “大 数 ” 的 意 
刀 ,就 是 指 涉及 大 量 数目 的 观察 值 Xi, 它 表明 这 种 定理 中 指出 的 
现象 ,只 有 在 大 量 次 数 的 试验 和 观察 之 下 才能 成 立 .例如 ,一 所 大 
学 可 能 包含 上 万 名 学 生 ,每 人 有 其 身高 .如 果 我 们 随意 观察 一 个 学 
生 的 身高 Xi, 则 Xi 与 全 校 学 生 的 平均 身高 c 可 能 相去 甚 远 . 如 
条 我 们 观察 10 个 学 生 的 身高 而 取 其 平均 , 则 它 有 更 大 的 机 会 与 a 
更 接近 些 . 如 观察 100 个 , 则 其 平均 又 能 更 与 a 接近 些 . 这 些 都 是 
我 们 日 常 经 验 中 所 体验 到 的 事实 .大 数 定理 对 这 一 点 从 理论 的 高 
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度 给 予 概括 和 论证 ， 

3.4.1 大 数 定 理 

定理 4.1 设 Xi,X2，…,X,,… 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 ， 

记 它 们 的 公共 均值 为 a. 又 设 它们 的 方差 存在 并 记 为 o…. 则 对 任 

意 给 定 的 s 盖 0 有 

limP(| Xu 一 aile)=0 〈X。 见 (4.1)) (4.2) 

(4.2) 这 个 式 子 指出 了 “ 当 ”很 大 时 ,X, 接近 a ”的 确切 含 

义 : 它 的 意义 是 概率 上 的 ,不 同 于 微 积分 意义 下 某 一 列 数 av, 收敛 

于 数 a. 按 (4.2) 只 是 说 :不 论 你 给 定 怎 样 小 的 e>0,X, 与 wa 的 偏 

离 有 和 否 可 能 达到 e 或 更 大 呢 ? 这 是 可 能 的 ,但 当 ?” 很 大 时 ,出 现 这 

种 较 大 偏差 的 可 能 性 很 小 ,以致 当 ”很 大 时 ,我 们 有 很 大 的 (然而 

不 是 百分之百 的 ) 把 握 断 言 X ,很 接近 a . 拿 上 面 学 生 身 高 的 那个 

例子 说 ,即使 你 抽 了 100 个 以 至 1000 个 学 生 ,你 有 没有 绝对 的 把 

握 说 ,这 100 个 或 1000 个 学 生 的 平均 身高 一 定 很 接近 全 校 学生 的 

平均 身高 e 呢 ? 没有 ,因为 理论 上 不 能 排除 这 种 可 能 性 :你 碰巧 

把 全 校 中 那 100 或 1000 个 最 高 的 学 生 都 抽出 来 了 .这 时 你 计算 的 

X, 就 会 与 wc 有 很 大 差距 .但 我 们 也 能 相信 ,如 果 抽 样 真是 随机 的 

(每 一 学 生 有 同等 被 抽出 的 机 会 ) , 则 随 着 抽样 次 数 增多 ,这 样 的 可 

能 性 会 愈 来 愈 小 . 这 就 是 (4.2) 式 的 意思 . 像 (4.2) 式 这 样 的 收 伍 

性 ,在 概率 论 中 叫做 “和 依 概率 收敛 于 a”. 

为 了 证 明定 理 4.1, 需 要 下 面 的 概率 不 等 式 : 

马尔 科 夫 不 等 式 若 Y 为 只 取 非 负 值 的 随机 变量 , 则 对 任 给 

常数 se>0 有 

P(Ye) 过 ECY)Ae (4.3) 
设 Y 为 连续 型 变量 ,密度 函数 为 fy). 因 为 Y 只 取 非 负 值 ， 

有 F(y)=0 当 >y<0. 故 

下 (Y) = | roo)dy >| xy)dy 
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因为 在 [e ,ce ) 内 总 有 y>>e, 且 | 7(y)dy 就 是 PUY>>e) , 故 

E(Y) > wy(y)ay>e Fo)dy = sP(Y> 昌 
即 (4.3). 当 Y 为 离散 型 时 证 明 相似 , 请 读者 自己 完成 . 

不 等 式 (4.3) 的 一 个 重要 特例 为 

契 比 雪夫 不 等 式 . 若 Var(Y) 存 在 , 则 

忆 (|Y-EY|s) 过 Var(Y)Aes (4.4) 

为 证 此 ,只 须 在 (4.3) 式 中 以 [TY-EY 代 Ye 代 e, 并 注意 

忆 (( 了 -- 开 Y)>e2) = 已 (| YEYi 疡 e) 即 可 . 

现在 转 到 定理 4.1 的 证 明 . 利 用 契 比 雪夫 不 等 式 (4.4) ,并 注 

意 妃 (X,) = 六 ECOG)m = ?av = aa, 得 

(| 总 -al 三 se) 过 Var( 总 ,)Ae; (4.5) 

因为 驶 ,= 二 (Xi 二 … 二 X。) 而 Xi，…,Xn 独立 ,有 

Var( X，) = 二 VarX) 一 了 pi = oa-M]7t 
7 

以 此 代入 (4.5$) ,得 

已 ( X，-- dz|e) 坪 02[(11e2) 一 0, 当 7 -> oo 

这 证 明了 (4.2). 

定理 4.1 的 一 个 重要 特例 , 即 前 面 提 到 的 “频率 收敛 于 概率 ”: 

limP(l 训 一 zl 关 e)=0 (4.6) 
这 个 定理 是 最 早 的 一 个 大 数 定理 ,是 伯 努 利 在 1713 年 一 本 著作 中 

证 明 的 ,和 营 称 为 们 努 利 大 数 定理 . 

大 数 定理 的 研究 是 概率 论 中 一 个 很 重要 ,古老 且 至 今 仍 尚 活 
跃 的 课题 ,有 许多 深刻 的 结果 . 例如 ,不 用 假定 X 的 方差 存在 也 
可 以 证 明 (4.2) 式 :Xi,X2,… 不 必 同 分 布 甚至 也 可 以 不 独立 (当然 

仍 得 有 一 定 限 制 ) ,收敛 也 可 以 改 成 其 他 更 强 的 形式 等 . 这 些 都 超 
出 本 书 的 范围 之 外 . 
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在 概率 论 中 ,大 数 定理 常 称 为 "大 数 定律 这 个 字面 上 的 不 

同 ,也 不 见得 有 很 特殊 的 含义 .但 是 ， 征 理 一 词 往往 用 于 指 那 种 

能 用 数学 工具 严格 证 明 的 东西 ,而 定律 " 则 不 一 定 是 这 样 .如 牛顿 

的 力学 三 大 定律 ,电学 中 的 欧姆 定律 之 类 . 这 牵涉 到 一 个 从 哪个 角 

度 去 看 的 问题 . 像 (4.2) 式 这 样 有 确切 数学 表述 ,并 能 在 一 定 的 理 
论 框 桨 内 证 明 的 结果 , 称 之 为 “定理 "无 疑 是 恰当 的 .可 是 , 当 我 们 
泛泛 地 谈论 平均 值 的 稳定 性 〈 即 稳定 到 理论 上 的 期 望 值 ) 时 ,这 
表述 了 一 种 全 人 类 多 年 的 集体 经 验 , 有 些 哲 理 的 味道 . 且 这 种 意识 
也 远 早 于 现代 概率 论 给 之 以 严格 表述 之 前 ,因此 , 称 之 为 “定律 "也 
不 算 不 恰当 . 

3.4.2 ”中心 极 限定 理 

中 心 极 限定 理 的 意义 已 在 本 节 开 始 处 阐述 过 了 . 如 我 们 所 曾 
指出 的 ,这 是 指 一 类 定理 .下 面 的 定理 4.2 是 其 中 之 一 ， 

定理 4.2 设 Xi,X2，…，,X,,… 为 独立 同 分布 的 随机 变量 ， 

下 (Xi)=a,Var(X)=o;0<oc<oco. 则 对 任何 实数 工 , 有 

ImP( CO 和 ma) 生 zj- @(z) (4.7) 
这 里 @6(z) 是 标准 正 态 分 布 N(0,1) 的 分 布 函数 , 即 

1 2 (zz) = 一 一 “2d . 并 | (4.8) 

注意 Xi+…+X, 有 均值 ma ,方差 za2. 故 

(Xi1 二 -… 十 一 na) (va) 

怠 是 Xi +…+Xv 的 标准 化 ,即使 其 均值 变 为 0 方差 变 为 1 , 以 与 
N(0,1) 的 均值 方差 符合 . 

(4.7) 告 诉 我 们 , 虽 则 在 一 般 情 况 下 我 们 很 难 求 出 XI  …+ 
X，, 的 分 布 的 确切 形式 ,但 当 ? 很 大 时 ,可 以 通过 @(z) 给 出 其 近 
似 值 .例如 , 若 已 知 a =1,c2=4,7 =100. 要 求 PXI1+… 十 里 100 

<125). 因 xae=100,vV nc=20, 把 事件 Xi+ … 二 Xio< 扫 125 改写 
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为 (XI +…+Xioo-100)20 委 1.25, 用 (4.7) 得 到 上 述 概率 的 近 

似 值 为 盏 (1.25) = 0.8944. 这 里 当然 有 一 定 的 误差 .有 许多 研究 

工作 就 是 为 了 估计 这 种 误差 ,也 得 出 了 一 些 深 刻 的 结果 .但 是 ,这 

种 误差 估计 要 求 对 X; 的 分 布 或 其 矩 有 一 定 的 了 解 . 

定理 4.2 通称 为 林 德 伯 格 定理 或 林 德 伯 格 - 莱 维 定理 ,是 这 两 

位 学 者 在 本 世纪 20 年 代 证 明 的 “中 心 极 限定 理 ” 的 命名 也 是 始 于 

这 个 时 期 , 它 是 波 伊 亚 在 1920 年 给 出 的 .但 定理 4.2 并 非 最 早 的 

中 心 极 限定 理 . 历 史上 最 早 的 中 心 极限 定理 是 定理 4.2 的 一 个 特 
例 , 即 当 X; 由 (1.20) 式 定义 时 ,这 时 ,如 以 前 多 次 指出 的 ,Xi + … 

+ X,， 就 是 某 事件 A 在 2” 次 独立 试验 中 发 生 的 次 数 .这 个 特例 很 

重要 ,值得 单独 列 为 一 条 定理 ， 

定理 4.3 设 Xi,X2，……X,,… 独 立 同 分 布 ,X; 分 布 是 

则 对 任何 实数 过 ,有 

imP(7EDeE DOX 十 十 一 7 力 ) <zj- 玉 (Z) 

(4.9) 
定理 4.3 是 定理 4.2 的 特例 ,只 须 注意 下 (X)= 户 ,Var(X ) 

= 户 (1 一 户 ). 又 此 处 Xi +…+X， 服从 二 项 分 布下 (zz, 户 ), 故 定理 
4.3 是 用 正 态 分 布 去 通 近 二 项 分 布 .在 第 二 章 例 1.2 曾 指出 过 用 
波 哇 松 分 布 有 逼近 二 项 分 布 . 二 者 的 应 用 不 同 :(4.9) 用 于 户 固 定 ， 
因而 当 ?很 大 时 ?zzp 很 大 .而 波 哇 松 带 近 则 用 于 很 小 (可 设想 成 
户 随 2 变化 以 趋向 于 0) 但 zz= 4 不 太 大 时 .共同 之 点 是 7 必须 

相当 大 . 
乍 理 4.3 称 为 标 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 定理 ,是 历史 上 最 早 的 中 心 极 

限定 理 . 1716 年 标 莫 弗 讨 论 了 户 = 方 的 情形 ,而 拉 普 拉 斯 则 把 它 
推广 到 一 般 加 的 情形 . 

如 果 i,z2 是 两 个 正 整数 ,与 色 刀 . 则 当 ”相当 大 时 , 按 (4.9) 
近似 地 有 
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P(i 二 Xi+…+X 雪 嫩 ) GO ) 一 瑟 (yi) (4.10) 

其 中 
= (120)/ 人 LT 有 =12 (4.1) 

我 们 指出 : 若 把 yy 修正 为 

yi= 人- 六 =- 劝 )MV 而 GT 彩 

y2 王 (e+ 半 - 动 )/v 7(1 一 力 ) (4.12) 

再 应 用 公式 (4.10), 则 一 般 可 提高 

精度 . 其 道理 可 以 从 图 3.7 看 出 . 

”此 图 中 每 一 矩形 小 条 诬 边 长 为 1， 

底 边 中 点 为 非 负 整数 &, 而 和 矩形 的 

高 ,就 是 PCXI + … 上 +X， 三 有 ), 即 

二 项 概率 g(&;z,z). 图 中 的 曲线 

则 是 正 态 分 布 N(zzp ,zzp(1 一 六 )) 

的 密度 函数 的 曲线 .近似 式 (4.10) 的 意思 ,无非 是 用 这 曲线 下 的 面 

积 来 近似 代替 这 些 和 矩形 条 的 面积 .可 是 细 看 图 形 3.7, 可 知 ,包括 

点 111+1, 思 , 这 些小 条 在 横 轴 上 所 占 范 围 , 是 左 起 妇 - 12 ， 

右 止 t +1Z2 , 故 曲线 下 的 面积 ,也 应 在 这 两 个 起 止 点 之 间 去 计 

算 . 这 就 是 修正 公式 (4.12) 的 来 由 . 当 ”很 大 时 ,这 个 修正 并 不 很 

重要 ,但 在 ”不 太 大 时 则 有 比较 大 的 影响 . 

例 4.1 设 某 地 区 内 原 有 一 家 小 型 电影 院 , 因 不 散 需 要 , 拟 筹 

建 一 所 较 大 型 的 . 设 据 分 析 , 该 地 区 每 日 平均 看 电影 者 约 有 7 = 

1600 人 , 且 预 计 新 电影 院 建 成 开业 后 ,平均 约 有 3[M4 的 观众 将 去 
这 新 影院 . 

现 该 影院 在 计划 其 座位 数 时 ,要 求 座位 数 尽 可 能 多 ,但 “ 空 座 

达到 200 或 更 多 “的 概率 又 不 能 超过 0.1. 问 设 多 少 座位 为 好 ? 

设 把 每 日 看 电影 的 人 排 号 为 1,2…,1600 , 且 令 

1, 震 第 ;个 观众 去 新 影院 
Xi; = 0 若 不 然 i = 1,…，,1600 
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则 按 假定 有 P(X;=1)=34,P(X:=0)=1M4. 又 假定 各 观众 去 不 

去 电影 院 系 独立 选择 , 则 Xi ,X2; ,… 是 独立 随机 变量 . 

现 设 座位 数 为 刀 , 则 按 要 求 

P(XI+…+Xi 扫 im -200) 委 0.1 

在 这 个 条 件 下 取 za 最 大 .这 显然 就 是 在 上 式 取 等 号 时 ,因为 zzp = 

1600.(3M44)=1200,wanp(1-zp)=10V3, 按 (4.12) 的 修正 ,ma 应 

满足 条 件 

@ 人 (mm -200+ 广 - 1200)/ (10v5))= 

查 @(z) 的 表 得 知 , 当 丐 (z)=0.1 时 ,z= -1.2816”. 由 

(mm -200+12 -1200)/(10V3) = - 1.2816 

定 出 立 =1377.31<*1377. 在 本 例 中 ,(4.12) 式 的 修正 没有 什么 影 

响 . 

直到 本 世纪 30 年 代 ,中 心 极限 定理 的 研究 曾 是 概率 论 的 一 个 

重要 内 容 , 至 今 仍 是 一 个 活 姥 的 方向 .推广 的 方向 如 独立 不 同 分 布 

以 至 非 独 立 的 情形 ,由 中 心 极限 定理 而 引起 的 误差 的 估计 ,以 及 与 

之 相关 联 的 问题 如 大 偏差 问题 之 类 . 

习 题 

1. 计算 对 数 正 态 分 布 的 均值 和 方差 (对 数 正 态 分 布 见 第 二 章 习 题 19). 

2. 计算 均匀 分 布 Ra,b) 的 峰 度 系数 ， 

3. 计算 超 几 何 分 布 的 均值 和 方差 . 

4. 一 人 有 N 把 钥匙 ,每 次 开门 时 ,他 随机 地 拿 出 一 把 (只 有 一 把 钥匙 能 

打开 这 道门 ), 直到 门 打开 为 止 . 以 X 记 到 此 时 为 止 用 的 钥匙 数 ( 包 括 最 后 拿 
对 的 那 一 把 ). 按 以 下 两 种 情况 分 别 计算 已 (X):(a) 试 过 不 行 的 不 再 放 回去 . 

(b) 试 过 不 行 的 仍 放 回去 . 

* 一 般 B(z) 的 表 上 只 列 出 当 惠 (z)1 避 时 ,z 之 值 . 若 @(z)<12, 则 须 先 由 公 
式 @(-z)=1-Gz)(>12) 查 出 -~ 工 再 得 出 zx. 有 的 表 列 出 的 是 由 2(1- 和 (xz)) 之 
值 求 zx(z >0). 这 时 对 本 例 而 言 .应 先 由 2(1- 更 (y>))=0.2, 定 出 y, 再 取 工 = - y 即 
得 . 
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