
  

e iT zxzDO 人 AT 一 1)1 由 于 XI 只 能 在 (0,T) 内 且 

其 概率 密度 为 Me 和 , 故 

P(X =&) = | eesmeoGGT Decaidz AR TD 

易 见 此 积分 为 e -和 (AT) AT 于 是 证 明了 公式 当 ?=& 时 成 立 ， 

而 完成 了 归纳 证 明 . 

27. 用 公式 (4.10) 算 出 (X+or,X-poY) 的 联合 密度 ge(w ， 

2) .再 决定 0, 使 这 联合 密度 可 拆 成 两 个 函数 gl(x) 和 gz(z) 之 

积 ,答案 := colvo: .此 题 有 其 他 简单 方法 , 见 第 三 章 习 题 . 

29. 设 Xi Yi ,YY 独立 同 分布 , 各 服从 标准 正 态 

分 布 N(0,1). 记 

i=1 

则 Di 一 已 2 一 FI ,2Z2 志 Da. 今 有 

P(Z 之 Fa)) = a 

故 有 :PUZ2>>AFe va))=a, 另 一 方面 ,又 有 

P(Z 过 Pac)) = 

由 这 两 式 , 及 22Di , 即 得 RE (c) 志 FI (Ca)， 

30. 易 见 | 。， zydzrdy = 0. 故 为 证 明 & 是 密度 函数 ,只 
须 证 明 它 非 负 .但 1zy1 在 z+ 交 委 1 内 的 最 大 值 小 于 1 ,而 F(z， 
y) 在 刀 + 风 委 1 内 的 最 小 值 为 el22x > 17100. 故 知 g 非 负 . 

后 一 结论 易 证 ,因为 对 任何 we > 0 有 |”zdz = 0， 

第 三 章 

1. 不 直接 利用 对 数 正 态 分 布 密度 算 较 方便 . 按 定义 , 若 X 为 
对 数 正 态 分 布 , 则 X=er,Y 一 N(a,o). 于 是 可 利用 公式 

(1.48). 这 涉及 计算 形 如 
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co 2 3 
| ezre 一 ta -ce jz d7 

CDC 

的 积分 .把 pz 一 人 《z 一 4 六 [2o7 与 为 -(zr-c)2o+d 的 形式 ,其 

中 <=ar+pc, 即 不 难 算出 上 述 积分 

2. 易 见 它 只 与 区 间 之 长 5 一 w 有 关 ( 何 故 ) 记 0=(2 一 aa) 人 2， 

可 就 RC-0,9) 的 情况 算 ,结果 为 9 人 -3= 一 674S. 

3. 设 X 服从 超 几 何 分 布 ( 第 二 章 例 1.4), 可 把 X 表 为 XI 二 

…+ X，,, 这 是 设想 7 个 产品 -- 件 一 件 抽出 , X =0 或 1 视 第 ;个 

产品 为 合格 品 或 否 而 定 , 先 证 明 

P(X=1)=M/LN,P(X=0)=1-M7LNI=1 

P(X=1X=D=MOM-DZNCON-D 

P(X =1X=0)=PCOX=0,Xi=1) 
=AfTIN-A)LNON -1) 

P(X=0,X=0)=(N-M)I(CN-M-DZNCON=-DT) 

当 和 关 ) .由 此 就 不 难 算出 天 (X)=7AMLN 及 开 (X) 把 X 三 

(Xi+…+X 7 展开 ), 从 而 算出 Var(X)= 六 二 人 扩 jn   

入 一 1TN 

4. 在 不 放 回 时 ,?2 种 情况 (用 1 把 ,2 把 ,…,? 把 ) 都 是 等 可 

能 , 即 P(X= 门 =1 zz=1,…，,72. 故 

开 (X) -人 - 2 _ 2 

如 有 放 回 , 则 X = 概率 为 训 是 1 的 几何 分 布 变量 再 加 上 1. 按 

例 1.2, 得 已 (z)=1+ 可 =1+A 1 
5$. 作法 与 第 3 题 相 似 ( 实 际 上 ,第 3 题 为 本 题 当 w =0 或 1 时 

的 特例 ). 但 此 处 X; 的 分 布 为 

P(X = ao) =1N = TONOi 1 
洒 z 尖 ) 时 ,Xi ,Xi) 联 合 分 布 为 

PXI = asXi==a)=1NON-1DD(OC 天 = (2) 

由 此 易 算 出 下 (X)=a. 为 算 Var(X), 要 算 开 (XI 二 .二 X, 六 .有 
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YY 

E(X3) = > a3ZN .而 由 (2) 有 
六 1 

1 厂 了 1 3 

NON TDLCo) 2 人 

再 经 过 简单 的 整理 ， 是 得 

YY 

Var(X ) = NE (w 一 0) 

6. 分 析 X 的 构成 , 它 等 于 XI+…+X ,其 中 X; 是 已 登记 了 

zi 一 1 个 不 同 数字 的 情况 下 , 再 抽 到 -- 个 未 登 记 的 数字 所 需要 抽 的 

次 数 ,显然 ,X| = 1 对 7 > 1,X, = 一 个 概率 沁 为 1 一 的 几 

何 分 布 变量 加 上 1. 由 此 用 例 1.2 算 出 E(X)=7z2 -+l)( 此 

式 对 = 1 也 对 ), 故 瓦 (X) = > ， LA(7 一 工 二 1) 

7.(a) 用 全 概率 公式 算 记 ( 2): 先 把 > 个 球 随 机 放 人 7 

盒 .如 恰 有 & 个 空 盒 (概率 为 训 (r,7z)), 则 剩 下 一 球 必须 落 在 已 

有 球 的 盒子 ( 共 了 一 & 个 ) 中 ,其 概率 为 (2 -和 &)Az; 或 者 恰 有 &+1 

个 空 盒 (概率 为 :try,2)), 则 剩 下 一 球 必 须 落 在 无 球 的 盒子 
里 ,其 概率 为 (&+1)Az .由 此 得 题 中 之 (1) 式 . 

(b) 把 题 中 的 (1) 式 两 边 乘 以 人 ,再 对 有 =0,1,…, 一 1, 相 加 ， 
在 化 简 右 边 时 注意 . 

和 ,Ap iT)(R 十 1 ) 
友 一 人 

7 一 1 

二 >， (R 十 1) 思 T(Cry7 ) 
天 一 们 

SVG 十 1 ) (Cr， 77 ) 

大 二 

1
 

必 

”373 ，



二 人 Ar 人 ， 四- 疡 Antr， ?2 ) 

好 一] 

一 人 (~ ,7 ) 一 postr， ?1 ) 

这 样 即 得 出 右边 之 和 为 

空 盒 数 为 ?7 . 

8. 要 定 出 C ,使 C | (L+za)-rdz= 工 令 NV-2 1 

507， 720 三 7 显然 ,因为 ,不 投球 时 一
 人
 
人 人
 

p
r
e
 

式 化 为 C| CEY zaTvn2dz = 工 全 = yw/VN 上 起 化 为 
” ?9 2 一 CX+i)O 

让 (+ 考 dy = 1. 与 自由 度 为 N 的 + 分 布 密度 比 VN 

较 , 即 得 -后 = 人 (3 )(( 空 jv 坏 ) 各 

CO 

  

  

此 密度 关于 0 对 称 , 故 其 均值 为 0, 方差 为 C| ”za(1 + z2)-dx 
- 2C| z3(1+ z)-"dz. 这 个 积分 经 变数 代 换 1 = 1 + za 
(二 元 ) 可 化 为 8 积分 ， 

9. 由 第 二 章 22 题 可 知 Yi 的 密度 函数 为 26(z)e(z) ,这 里 
@,9 分 别 是 N(0,1) 的 分 布 和 密度 函数 , 故 

E(Y)= ?| xz6(z)p(z)dz 

= 直 xzp(z)[ eay]dz 

= 引 zeg(z)p()dzdy 

积分 区 域 在 图 4 中 直线 / 的 下 方 , 化 成 极 从 标 后 二 
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他 下 2 2 区 

| ze 2dzdy = | cos0dob 
iv -3 

| me 2dr =v2.(v2r 人) = 

因而 得 丰 (Yi)=1Mr. 由 于 Yi+Y2z=Xi 

+X 知 下 (Y)= 一 EC(OYD)= 一 1AMr. 

10. 卡 方 分 布 的 方差 为 其 均值 的 2 倍 ， 

故 若 X， 和 X。 分 别 服从 卡 方 分 布 yx 和 

X2 , 则 因 Xi ,X2 独立 ,将 有 

尼 (XI + 8X) = 不 +pb Var(XI+TOX2) = 272 十 2027 

要 后 一 值 为 前 者 的 2 倍 , 只 有 在 =0 或 1 时 才 行 . 

11. 化 为 极 坐标 , 则 2Z 与 > 无 关 而 只 是 0 的 郴 数 , 再 利用 第 二 

章 例 3.6 中 得 出 的 9 一 尽 (0,2r) 
12. 先 设 民有 密度 记 则 F(z) = | 7(y)dy( 因 X 只 取 非 负 

值 ,F(y) = 0, 当 ><0): 故 

六- FGoDlaz= 六 由 Ady-| on)dy]az 

-| | An)aydz 三 | |a [ay 

-| yo)dy = ECX) 
若 P(IX =R&)= 和 大 =0,12…， 则 当 ;<z<zi+l 时 .有 

  

  

多 4 

F(z) = P(X 二 z) = PKX = 0 人 = 袜 故 1- FGz) 
oO 

二 >， 方 . 因此 
了 二 7+1 

je 
7-=0v : z=07=1i+1l 

= (四 二 加 +…)+T(p+b+)+(b3 二 十 

= 四 +T2:.j+3 .283 十 三 殖 ( 和 ) 
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13. 证 明 要 用 到 重要 的 施 下 茨 不 等 式 

E(X2)E(Z)(ECOXYD)) (3) 
此 实际 上 在 定理 3.1 的 2 中 已 证 明了 :只 须 把 (3.3) 式 中 的 mr， 

凡 ; 疏 为 0, 则 (3.4) 式 即 成 为 此 处 的 (3) 式 .等 号 成 立 的 条 件 为 X， 
Y 有 线性 关系 , 即 存在 常数 c ,使 YY=cX 或 X= cyY， 

现 把 (3) 式 用 于 X = V,yY=1AM 闷 , 即 得 E| 雹 )>= 

  

关 交 .等 号 当 且 仅 当 有 常数 ,使 VX = < 人/ 区 , 即 X:= 常 数 

c. 现 因 Xi,X。: 独立 知 Xi,17ZX， 独立 , 故 

下 (XIAX2:) = 下 (XI)E(LILX>) 之 下 (XUAEGCX) = 1 

(因为 下 (Xi) = 下 (X2)) 等 号 只 在 Xi,X2， 皆 只 取 一 个 常数 c 为 值 

时 成 立 . 

14. 令 也 =XLAXI+ +TX)=1 2. 则 因 XI ,X， 

独立 同 分 布 , 易 知 Yi,……, Y, 同 分布 ( 不 独立 ). 故 天 (Yi)= 

下 (YY )= 三 …= 王 (YY ) .但 YI+ 十 Y=]1, 故 开 (Y)=177 

1$. 把 次 数 X 记 为 XiI+…+X,X=1 或 0, 视 第 守 次 试验 

中 人 发 生 与 否 而 定 . 则 对 两 串 试验 而 言 ,Xi,…,X, 都 独立 ,而 分 

布 为 

第 一 串 :P(Xi=1)=z,P(X=0)=1-D 户 

第 二 串 :P(Xi =1)=z,P(X=0)=1- 户 
对 第 一 串 有 E(X)= Di+…+D 思 =7t 力 ,对 第 二 溃 也 有 天 (X) = 
?六 ,二 者 同 ,对 方差 而 言 , 则 

第 一 串 :为 ci=7zzp(1- 户 ) 

第 二 串 :为 本 = > Pi- 旋 ) 

如 

ci-o= 2 人 -ap2= > (5 六 -pp 三 0 
1 二 1 | 

等 号 当 且 仅 当 户 =…= 甸 = 尹 时 成 立 . 
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直观 上 看 这 结果 的 解释 如 下 :如 果 站 + 十 思 =] 达 而 让 

户 不 相同 而 较 分 散 , 则 其 中 会 有 一 些 比 训 更 接近 0 或 1. 而 这 导 

致 方差 的 降低 ,因为 , 记 (1- 思 ) 当 户 汪 0 或 1 时 很 小 . 

16. 因 0 过 X 近 1, 故 0 志 E(OX) 委 1, 以 及 XXX. 故 

Var(X) = EU(X2) -RE2(X) 扫 EX) -FE2OX) = EX- EXI) 

但 汪 数 z(1-，z) 在 0 委 z 委 1 内 不 超过 1[4 ,而 0 委 EX 过 1, 故 证 明 

了 Var(X) 委 1/4. 

从 上 面 推理 可 知 , 为 要 成 立 等 号 ,有 两 个 条 件 要 满足 :X- = 

X,EX=1/2. 前 一 条 件 决定 了 X 只 能 取 0,1 为 值 .后 一 条 件 决 定 

了 P(X=0)=PIX=1)=17Z2. 这 是 唯一 达到 等 号 的 情况 . 

对 -一 般 情 况 ee 委 X 委 0 ,可 令 Y=(X-a)[ 人 -aa). 则 0 委 Y 

委 ] 因而 Var(Y) 迄 144. 但 var(X)=(2=-a)var(y), 故 有 

Var(X) 委 (8 -ao)M4. 等 号 只 在 下 述 情 况 成 立 :P(X=a)=P(X 

= 站 )=17/2. 

17. 分 别 以 X,Y 记 二 人 到 达 的 时 间 , 则 等 的 时 间 为 

[1X 一 YY .而 平均 等 待 时 间 为 
6060 

中 1- y|7Z3600dzdy = 20( 分 钟 ) 
0 0 

18. 在 计算 | > 一 7 | F(z)dz 时 分 为 | (mn -) 帮 xx)dz 

十 | 一 7 ) 太 zz)dxz. 

19. 任 取 < 尖 六 .例如 a< mm , 则 

忆 |X-al- 下 |IX-7| 

-| [lz-al- [之 -Fr)dz 

-| [lz=-al- [一 了 7FGz)dz 

+| LUlz-al- |[ 并 -7 1Fzr)dz 
耶 

在 - co< xz 委 7 内 有 |z-aul=-lz= 思 | 三 - 放 一 aa. 故 
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第 _ 积 分 二- ( a| ”Hz)dz -人 7 一 Q 儿 7 的 定 

义 上 而 在 加 <xrx<co 内 有 ze- lz 站 = (7 一), 故 

第 二 积分 = (za 一 oj| F(z)dz 一 广 (六 一 和 ) 

二 者 相 加 ， 得 已 |IX-awl 
-天 1IX- 亲 | 全 0. 对 w >7 的 情 

况 也 类 似 处 理 ( 请 读者 完成 ). 

21. 计算 Y = XIX， 的 分 布 

函数 FU(Oy) = P(Y 过 vv). 事 件 | Y 

过 | 相应 于 (Xi,X，) 落 在 图 5 中 

的 区 域 A 或 召 内 . 因此 有 

  

图 $ 

忆 (y) 三 中 rzogGea)drdr 十 由 roagGa)drdas 

国定 zi 先 对 zx 积分 ,得 

= | zi[| (za)dza |dzi 

AT ao 

两 边 对 y 求 导 , 得 Y 的 密度 函数 户 (y) 为 

A(y) = | 二 A(zDsg( 之 jdz | 二 FzDg( 衬 jar 

计算 EC(Y) = | _yA(y)dy .注意 当 zi > 0 时 有 

| 娄 人 (之 -jay = 二 z 直 _ (yy)dy = xz1E(X，) 

而 当 zi< 0 时 有 

| (之 jay 一 一 z 守 _ JE(y)dy 一 一 ziE(CX，) 

因此 
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ECOOD= | y 玉 (>)dy = EC 人 | ZLzi)dzl 

0 

+ zznDadzj= 开 (X2?) 瑟 (XI1) 

第 四 章 

2.(a) 只 须 注 意 : 若 cl<c, 则 g(a)=|c-al+ilcr-al 当 
且 仅 当 ci 委 vc 委 c, 时 达到 最 小 值 c; -ci . 故 如 把 al ，…a， 按 由 小 

到 大 排列 为 ad 委 aO… 委 ao , 则 将 AL(a) 写 为 > ， ac 一 al| 一 

7 = 上 

(ao-al+lao-al)+(ao-al+lao-bn-al)+… 后 ， 

可 以 看 出 :为 使 此 式 达 到 最 小 ,a 必须 落 在 下 述 这 些 区 间 的 每 一 个 

之 内 :La ,aojlaoao-D aa 如 本 为 奇 
数 ,适合 这 条 件 的 唯一 的 a 是 altrvn2 :如 关 为 偶数 则 [a 

aa2+rlj 中 任 一 数 a 都 适合 这 条 件 . 不 论 在 何 情况 ,样本 中 位 数 

总 在 其 列 . 

(b) 极 大 似 然 估 计 直 接 由 (a) 得 出 ,为 样本 中 位 数 ,和 抢 估 计 为 

及 . 

3. 总 体 均 值 为 397 2, 故 矩 估 计 为 2X .样本 (XI …,X，) 

的 似 然 函数 为 

09- ", 当 8 乏 min(X) 近 max(X) 雪 29 

人 ro 二 10 其 他 情况 
可 看 出 极 大 似 然 信 计 为 二 max( Xi ，X)， 

4. 因为 积分 

| eee(- 赤 -ed 
是 Na,o2) 的 方差 ,为 ca , 故 立即 看 出 FFCziadya) 为 概率 密度 函 

数 .由 对 称 性 知 此 分 布 均值 为 a , 故 a 的 矩 估计 为 入 .此 分 布 的 方 

差 为 3o2, 故 得 oz 的 扼 估 计 为 5 -六   

” 379 ，




