
  

ak 和 碌 阶 中 心 矩 几 . 此 处 定义 的 ay7 是 它们 的 样本 对 应 物 . 有 

时 也 把 we 入 称 为 理论 矩 , 而 ww ,mx 称 为 经 验 矩 .这 名 词 可 以 

用 如 下 的 方式 去 解释 : 设 总 体 分 布 忆 有 (理论 ) 矩 wk ,j. 由 于 不 知 

道 下 ,也 就 不 知道 ws ,由 . 现在 有 从 该 总 体 中 抽出 的 样本 Xi ,……， 

X， ,我 们 就 构造 一 个 分 布 玉 , 去 模拟 下 . 由 于 手头 这 2 个 样本 Xi， 

…,X， 的 地 位 是 平等 的 ,一 个 合理 的 选择 是 把 已 , 取 成 一 个 离散 

分 布 , 它 在 每 个 值 Xi; 处 各 有 概率 1 ,z=1,…,72 .形式 地 ,分 布 

函数 开 , 定义 为 

FPCz) = XXX 中 入 z 的 个 数 | Ar (1.4) 

它 称 为 样本 Xi1，……X， 的 经 验 分 布 函数 . 如 果 按 第 三 章 定 义 2.2 
计算 分 布 瑟 , 的 & 阶 原点 矩 和 中 心 矩 , 则 分 别 得 到 as 和 zz .所 以 ， 
样本 和 托 无 非 就 是 经 验 分 布 的 抢 . 

特别 值得 注意 的 二 阶 中 心 矩 mm. 它 与 样本 方差 S: 只 相差 一 

个 常数 因子 :mm2= 卫 二 1s> 
也 

最 有 用 的 样本 和 矩 是 一 、 二 阶 的 ,三 .四 阶 的 也 有 些 应 用 .四 阶 以 
上 的 则 很 少 使 用 . 

有 用 的 统计 量 很 多 ,它们 都 是 在 解决 种 种 统计 推断 问题 时 产 
生 的 ,以 后 将 结合 这 些 问 题 来 介绍 . 

  

4.2 和 矩 佑 计 、 极 大 似 然 估计 和 贝 叶 斯 估计 
4.2.1 参数 的 点 估计 问题 
设 有 一 个 统计 总 体 ,以 AFLz ,9 ,…，,6) 记 其 概率 密度 函数 ( 若 

总 体 分 布 为 连续 型 的 ) ,或 其 概率 函数 ( 若 总 体 分 布 为 离散 型 的 )， 
以 后 ,为 避免 每 次 重复 交代 这 两 种 情况 ,我 们 约定 称 F(z ,69 ,…， 

6 ) 为 总 体 分 布 ", 其 具体 含义 视 其 为 连续 型 或 离散 型 而 定 . 这 分 
布 包含 & 个 未 知 参 数 0) ,…,6. 例如 对 正 态 总 体 N(Cp,o2), 有 0 

=/,92 一 ao 而 
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Hzrbbb) = (V5 击 ) ep(- 击 (60 -o<z<e 

若 总 体 有 二 项 分 布 BC ,bp), 则 0 = 思 , 而 

Fr O1) 一 [7 ja 一 O1)7 7 并 一 0, 1，……，,7 

定 

当 &=1, 即 只 有 一 个 参数 时 ,就 用 0 代替 0 

参数 估计 问题 的 一 般 提 法 是 : 设 有 了 从 总 体 中 抽出 的 样本 

Xi X (在 4.1 节 4.1.3 段 中 已 说 明 过 , 当 不 作 特 殊 申 明 时 , 样 

本 就 是 指 独立 随机 样本 , 即 Xi1,，…，,X, 独立 同 分 布 ,其 公共 分 布 就 

是 总 体 分 布 ) ,要 依据 这 些 样本 去 对 参数 0 ,…,6. 的 未 知 值 作出 

估计 . 当然 ,我 们 也 可 以 只 要 求 估 计 0 ,… ,6 中 的 一 部 分 ,或 估计 

它们 的 某 个 已 知 函 数 g(01 ,9 ). 例 如 ,为 要 估计 6 ,我 们 需要 

构造 出 适当 的 统计 量 0 = 0 (XI,…,X). 每 当 有 了 样本 Xi ，…， 

X,， ,就 代入 函数 0 (XI ,…，,X,) 算 出 一 个 值 ,用 来 作为 b| 的 估计 

值 . 为 着 这 样 的 特定 目的 而 构造 的 统计 量 6, ,叫做 (6; 的 ) 估 计量 . 

由 于 未 知 参 数 0; 是 数 轴 上 的 一 个 点 ,用 51 去 估计 0 ,等 于 用 一 个 

点 去 值 计 另 一 个 点 ,所 以 这 样 的 估计 叫做 点 估计 ,以 别 于 将 在 4.4 

节 讨 论 的 区 间 估 计 . 

在 本 节 中 我 们 要 讨论 几 种 常用 的 点 估计 方法 ,这 些 方法 大 多 

是 基于 某 种 直观 上 的 考虑 . 同一 个 参数 往往 可 以 用 若干 个 看 来 都 

合理 的 方法 去 估计. 因此 有 一 个 判断 优 劣 的 问题 ,这 就 要 为 估计 量 

的 优 劣 制定 准则 ,进而 研究 在 某 种 准则 下 寻找 最 优 佑 计量 的 问题 . 

这 就 是 参数 佑 计 这 个 数理 统计 学 分 支 的 重要 内 容 .这 些 概 念 将 在 
以 后 作 更 具体 的 解释 . 

4.2.2 和 矩 估计 法 

和 矩 佑 计 法 是 K. 皮尔 逊 在 上 世纪 末 到 本 世纪 初 的 一 系列 文章 
中 引进 的 .这 个 方法 的 思想 很 简单 : 设 总 体 分 布 为 F(z,81，…， 

久 ), 则 它 的 和 矩 ( 原 点 矩 和 中 心 矩 都 可 以 ,此 处 以 原点 矩 为 例 ) 
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Qnr = | Zr OO )dz 

(或 2zeF(Cz 296)) 

依赖 于 9 ,…,6， 另 二 方面 ,至 少 在 样本 大 小 见 较 大 时 ,w， 又 应 
接近 于 样本 原点 抵 w .于 是 

Gaxm 一 am (CO 人 纹 ) 2 am 一 > XP AL 
=1 

取 六 =1,…, 有 ,并 让 上 面 的 近似 式 改 成 等 式 ,就 得 到 一 个 方程 组 ; 
am(b 8) 一 an 7 二 1) 大 (2.1) 

解 此 方程 组 ,得 其 根 记 = 60CX ,Xi=1…,R. 就 以 6 作为 

b; 的 估计 .i=1T… 当 .如 果 要 估计 的 是 6,…，,6 的 某 函 数 g(0)， 

和 , 则 用 B= 有 (XXX )=g(0 0) 去 估计 它 .这 样 定 
出 的 估计 量 就 叫做 矩 估 计 . 

我 们 来 举 几 个 例子 说 明 这 个 方法 . 
例 2.1 设 Xi,……,X, 是 从 正 态 总 体 NCnp,c2) 中 抽出 的 样 

本 ,要 估计 w 和 vc2. pw 是 总 体 的 一 阶 原点 矩 , 按 矩 估计 ,用 样本 一 
阶 原点 矩 即 样本 均值 京 去 估计 之 . o2 是 总 体 方差 , 即 总 体 二 阶 中 
心 矩 ,可 用 样本 二 阶 中 心 矩 ma 去 估计 . 一般 ,在 估计 方差 时 常用 
样本 方差 3? 而 不 用 maz, 即 对 矩 估 计 作 了 一 定 的 修正 .这 种 修正 的 
理由 将 在 下 节 中 指出 . 

如 果 要 估计 的 是 标准 盖 c, 则 由 c= V 呈 , 按 矩 估 计 法 , 它 可 

以 用 V mz 去 估计 ,一 般 用 V ;= 去 估计 ,或 者 还 作 点 修正 ( 见 下 
节 ) 又 当天 0 时 (特别 在 w>0 时 ,在 有 些 问题 中 w 虽 未 知 ,但 事 
先 可 知 K>0. 如 例 1.2,w 是 该 校 大 学 生 的 平均 成 绩 , 它 必 须 大 于 
0) ,cvLw 称 为 总 体 的 变异 系数 一 一 变异 系数 是 以 均值 为 单位 去 衡 
量 的 总 体 的 标准 差 .在 有 些 问 题 中 ,反映 变异 程度 的 标准 差 意义 如 
何 , 要 看 总 体 均值 wp 而 定 . 比如 一 大 群 人 收入 的 标准 差 为 S0 元 . 
者 其 平均 工资 只 有 70 元 , 则 这 个 变异 程度 可 算 很 大 了 .但 若 平均 
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上 上 资 为 850 元 , 则 这 变异 程度 不 算 大 .所 以 ,变异 系数 cu 不 过 是 

一 定 意 义 下 的 “相对 误差 ”. 按 矩 法 ,为 估计 cj ,可 用 V ma?z7/X ,一 

般 有 用 SAX . 

例 2.2 设 Xi,……,X, 是 从 指数 分 布 总 体 中 抽出 的 样本 ,要 

估计 参数 1 的 倒数 1 人 .前 已 指出 :1/A 就 是 总 体 分 布 的 均值 , 故 

按 矩 法 ,就 用 X 去 估计 之 .如 要 估计 的 是 参数 本 身 , 就 用 17/X. 

另 一 方面 ,如 在 第 三 章 例 2.$ 中 指出 的 ,指数 分 布 的 方差 为 

1 , 即 1 人 =v 总 体 二 阶 中 心算 . 按 矩 法 ,1AA 也 可 以 用 Vma2( 或 

*) 去 估计 .这 个 估计 与 X 哪 个 更 好 ? 这 就 是 需要 研究 的 问题 , 见 下 

季 . 

例 2.3 设 Xi，……,X, 是 从 区 间 [ 9: ,9:] 上 均匀 分 布 的 总 体 

中 抽出 的 样本 ,要 估计 0 ,02. 

前 已 指出 ( 见 第 三 章 例 1.3 和 例 2.$). 这 总 体 分 布 的 均值 方 

差分 别 为 (0 + 92)[ 和 (6 - 01)712. 因 此 按 矩 法 ,建立 方程 

X=(9+0)[,m = (9 -01)2712 

得 出 0; ,0; 的 解 6; ,6 分别 为 

0 = 和 V 3772 ,0 = 和 +V 3702 (2.2) 

也 可 以 用 5 代替 7 和 1 2 . 

例 2.4 在 第 三 章 (2.8),(2.9) 式 中 曾 定义 了 分 布 的 偏 度 系 

数 一 及 峰 度 系数 PP 一 /( 或 p., -3) ,并 阐述 了 它 的 意义 . 根 
2 了 

据 矩 法 ,这些 量 可 分 别 用 -入 和 一 ?去 估计 之 . 
777 2 2 

本 例 与 前 几 例 不 同 之 处 在 于 : 它 并 不 要 求 总 体 分 布 有 特定 的 

参数 形式 ,如 正 态 分 布 ,指数 分 布 之 类 .总 体 分 布 为 任何 分 布 都 可 
以 ,只 要 其 三 阶 (对 Bi ) 或 四 阶 (对 B ) 和 矩 存在 就 行 .凡是 被 估计 的 
对 象 能 直接 用 答 表 达 出 来 时 ,都 属于 这 种 情况 ,其 中 最 重要 的 例子 
是 均值 方差 .只 要 总 体 分 布 的 均值 方差 存在 , 则 总 可 以 用 样本 均值 
X 或 样本 方差 S* 去 估计 之 ,而 不 论 其 分 布 有 如 何 的 形式 .不 过 ,在 
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总 体 分 布 已 知 有 某 种 参数 形式 时 , 总体 的 均值 方差 也 可 以 有 比 XX 

或 S$ 更 好 的 估计 ( 见 后 面 有 关 的 例子 ). 

例 2.5 设 总 体 有 二 项 分 布 B(N,pb),Xi,…,X,， 为 从 该 总 

体 中 抽出 的 样本 .要 估计 , 抢 估计 为 XZN. 

例 2.6 设 总 体 有 波 哇 松 分 布 P()A ), Xi1，……X,， 为 从 该 总 体 
中 抽出 的 样本 ,要 估计 》， 

由 于 1 是 总 体 分 布 的 均值 , 按 矩 估计 法 ,用 样本 均值 X 去 估计 

之 ; 另 一 方面 ,1 也 是 总 体 分 布 的 方差 , 故 按 矩 法 ,也 可 以 用 my 或 
S- 去 估计 .这 又 有 一 个 优 淄 的 问题 . 对 本 例 及 例 2.2 来 说 ,在 合理 
的 准则 下 ,都 可 以 证 明 用 样本 均值 X 为 优 .在 一 般 情 况 下 通常 总 是 
采取 这 样 的 原则 :能 用 低 阶 矩 处 理 的 就 不 用 高 阶 矩 . 

4.2.3 极 大 似 然 估 计 法 

设 总 体 有 分 布 FLX;0 ,2 ), XI,X，。 为 自 这 总 体 中 抽 
出 的 样本 , 则 样本 (Xi1,…，,X,) 的 分 布 ( 即 其 概率 密度 函数 或 概率 
画 数 ) 为 

Xi0 8)FCX230 0 FOX 00) 

记 之 为 了 (XI Xi01……，9 ). 

图 定 0 ，…,0 而 看 作 是 Xi,…,X, 的 函数 时 ,上 是 一 个 概率 
密度 函数 或 概率 函数 ,可 以 这 样 理解 : 若 寺 (Zi ,Yi 0 ,0,) 
> 工 (XI Xi0 2), 则 在 观察 时 出 现 ( Z ,…, Y ) 这 个 点 
的 可 能 性 ,要 比 出 现 (Xi,，…,X， ) 这 个 点 的 可 能 性 大 . 把 这 件 事 反 
过 来 说 ,可 以 这 样 想 : 当 已 观察 到 XI，…,X, 时 ,车工 (XI，…X 
0 04)> 工 (XI Xoig ,6 ), 则 被 估计 的 参数 (0;， 

处 ) 是 (905) 的 可 能 性 ,要 比 它 是 (01,…,20) 的 可 能 性 大 . 
当 X1i,…，,X 固定 而 把 二 看 作 0,…，,6 的 函数 时 , 它 称 为 

似 然 函数 ". 这 名 称 的 意义 ,可 根据 上 述 分 析 得 到 理解 :这 函数 对 
不 同 的 49，…，,%) 的 取 值 ,反映 了 在 观察 结果 (Xi,…,X.) 已 知 的 
条 件 下 ,6 6) 的 各 种 值 的 “ 似 然 程 度 ". 注 意 这 里 有 些 像 贝 叶 
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斯 公式 中 的 推理 ( 见 第 一 章 (3.18) 式 ): 把 观察 值 Xi,……,X, 看 成 

结果 而 参数 值 (0 ,…，, ) 看 成 是 导致 这 结果 的 原因 . 现 已 有 了 结 

果 ,要 反 过 来 推算 各 种 原因 的 概率 . 这 里 参数 0 ,…,9 有 一 定 的 

值 ( 虽 然 未 知 ) ,并 非 事件 或 随机 变量 ,无 概率 可 言 ,于 是 就 改 用 " 似 

然 这 个 词 . 

从 上 述 分 析 就 自然 地 导致 如 下 的 方法 ; 应 该 用 似 然 程 度 最 大 

的 那个 点 (07 ，…,9 ), 即 满足 条 侍 

LOXI OAX30T 0 ) 

= 5 (2.3) 

的 (0 人 00) 去 作为 (0 b) 的 估计 值 ,因为 在 已 得 样本 X，， 

…，,X， 条 件 下 ,这 个 “看 来 最 像 " 是 真 参数 值 . 这 个 估计 (67 ,… 
9x ) 束 叫做 (0 ,0 ) 的 " 极 大 似 然 估 计 ”. 如 果 要 估计 的 是 g&(61， 
0 , 则 g( 扩 6) 是 它 的 极 大 似 然 估 计 . 

因为 

log 夺 = logF(X 3 9， 9,) (2.4) 
i1 

且 为 使 工 达到 最 大 ,只 须 使 logL 达到 最 大 , 故 在 上 对 0 ,6 存 

在 连续 的 偏 导数 时 ,可 建立 方程 组 ( 称 为 似 然 方程 组 ): 

2 - 0,i = 1 《2.5) 

如 果 这 方程 组 有 唯一 的 解 ,又 能 验证 它 是 一 个 极 大 值 点 , 则 它 必 是 
使 二 达到 最 大 之 点 , 即 极 大 似 然 估计 .在 几 个 常见 的 重要 例子 中 
这 一 点 不 难 验证 .可 是 ,在 较 复 杂 的 场合 ,方程 组 (2.$) 可 以 有 不 止 
一 组 解 , 求 出 这 些 解 很 费 计 算 ,上 且 不 易 判 定 那 一 个 使 世 达到 最 大 . 

有 时 , 困 数 三 并 不 对 0 ,…，,2 可 导 , 甚 至 上 本 身 也 不 连续 ,这 
时 方程 组 (2.5) 就 无 法 用 ,必须 回 到 原始 的 定义 2.3. 

现 举 一 些 例子 来 说 明 求 极 大 似 然 估 计 的 过 程 . 

例 2.7 设 Xi …X, 是 从 正 态 总 体 NCw,c2) 中 抽出 的 样 
本 , 则 似 然 函 数 为 
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[ (5 二 )ep(- 挛 (oO (2.6) 
二 

logL = 一 号 log(2x) -号 pog(o2) -327(X AP 

求 方程 组 (2.5)( 把 2 作为 一 个 整体 看 ) 
2 = 二 > 人 

CE - + 二 20 - “=0 

由 第 一 式 得 出 w 的 解 为 

AL” 一 YX = X 
1 一 上 

以 此 代入 第 二 式 的 六 ,得 到 o 的 解 为 

二 > (x -X)2]a = 7 

我 们 看 到 :ww 与 的 极 大 似 然 估 计 ww 和 c”, 与 其 矩 估 计 完 全 一 

样 .在 本 例 中 ,容易 肯定 (ww ” ,ac””) 确 是 使 似 然 函 数 工 达 得 最 大 值 

之 点 .因为 , 似 然 方 程 组 只 有 唯一 的 根 (/p ,cc 和 ) ,而 这 个 点 不 可 

能 是 工 的 极 小 值 点 .因为 ,由 工 的 表达 式 (2.6) 可 知 , 当 | 关 | 一 oo 

或 o~0 时 ,了 上 趋向 于 0, 而 志 在 每 个 点 处 都 大 于 0. 以 下 几 个 例 

子 都 可 以 按照 这 个 方式 去 验证 ,我 们 就 不 一 一 重复 了 . 

例 2.8 设 Xi,…,X, 是 从 指数 分 布 总 体 中 抽出 的 样本 , 求 
参数 1 的 极 大 似 然 估 计 . 

有 

上 = TIae) 

logLL = ?logA 一 和 >， X 
本 1 

解 方程 
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alogL _ 2 SN _- 
3 和 入 二 

得 1 的 极 大 似 然 估 计 为 | 

和 ”三 /> X = 17X 

仍 与 其 矩 估计 一 样 .但 是 在 这 里 , 极 大 似 然 佑 计 只 有 一 个 ,而 如 在 
例 2.2 中 所 指出 的 ,) 的 和 矩 估 计 依 使 用 不 同 阶 的 符 ,可 以 有 几 个 . 

例 2.9 设 Xi…,X, 是 从 均匀 分 布 尺 (0,9) 的 总 体 中 抽出 

的 样本 , 求 6 的 极 大 似 然 估计 . 

X; 的 密度 函数 为 1/0, 当 0< X<0, 此 外 为 0. 故 似 然 函 数 世 

为 

| -1 当 0< Xi<0i= 1 
Lo， ”其 他 情况 

对 固定 的 Xi，…X,，, 此 困 数 为 0 的 间断 函数 , 故 无 法 使 用 似 然 方 

程 (2.5). 但 此 例 不 难 直 接 用 最 初 的 定义 2.3 去 解决 :为 使 荆 达到 
最 大 ,0 必须 尽量 小 ,但 又 不 能 太 小 以 致 工 为 0. 这 界线 就 在 0* = 
max( XI1……X) 处 : 当 0> 扩 时 ,大 大 于 0 且 为 0 2. 当 0<O 

时 , 革 为 0. 故 唯一 使 二 达到 最 大 的 0 值 , 即 6 的 极 大 似 然 估计 ,为 
9” ， 

如 果 用 符 估 计 法 , 则 因 总 体 分 布 的 均值 为 6,6 的 矩 知 计 为 

0 =2 X. 这 两 个 估计 的 优 劣 比较 将 在 后 面 讨论 . 

例 2.10 再 考虑 例 2.3, 有 

= 避 ja- 
中 

log 克 = 中 袜 xaeo+ 习 ON- X;)log(1 一 旋 ) 

作 方 程 

glogL _ TSNv - T 5 = 方志 XX (zaN - >) = 0 

此 方程 之 解 , 即 户 的 极 大 似 然 估 计 , 为 户 * - 却 /N, 与 后 计 相 
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同 . 

例 2.11 考虑 例 2.6. 容易 证 明 :， 的 极 大 似 然 估 计 )* = X， 

与 符 估 计 相 同 . 

在 我 们 所 举 的 这 些 例子 中 (这 些 例 子 都 是 在 应 用 上 最 常见 

的 ) ,和 矩 估 计 与 极 大 似 然 估 计 在 多 数 情况 下 一 致 .这 更 多 地 是 一 种 

巧合 ,并非 一 般 情形 .有 意思 的 是 :在 这 些 例 子 中 这 两 种 估计 方法 

结果 一 致 ,说 明 这 些 估计 是 良好 的 .这 一 点 当然 还 需要 一 定 的 理论 

证 明 . 

也 有 这 样 的 情况 ,用 这 两 个 估计 方法 都 行 不 通 或 不 易 实 行 .下 

面 是 一 个 例子 . 

例 2.12 设 总 体 分 布 有 密度 函数 

大 (xz，O) = CD， 一 co<T<co (2.7) 

这 分 布 包含 一 个 参数 0,9 可 取 任 何 实数 值 . 这 分 布 叫 柯 西 分 布 ， 
其 密度 作为 zx 的 函数 ,关于 6 点 对 称 . 故 9 是 这 个 分 布 的 中 位 数 
( 见 第 三 章 3.1.4)， 

现 设 Xi,…，,X， 为 自 这 总 体 中 抽出 的 样本 ,要 估计 0. 由 于 

| 1zlrz,ejdz 一 co 

柯 西 分 布 的 一 阶 矩 也 不 存在 ,更 不 用 说 更 高 阶 的 插 了 .因此 ,和 矩 估 

计 无 法 使 用 . 若 用 极 大 似 然 法 , 则 将 得 出 方程 

X -6 
2 1 和 0 

这 方程 有 许多 根 且 求 根 不 容易 .因此 ,对 本 例 而 言 , 极 大 似 然 法 也 
不 是 理想 的 方法 . 

为 估计 参数 6, 有 一 个 较 简 单 易 行 但 看 来 合理 的 方法 可 用 .这 

个 方法 是 基于 6 和 全 人 全 在 的 中 位 数 这 个 事实 | 踊 如 此 ,我 们 就 
要 设法 在 样本 Xi,…，,X,， 中 找 一 种 对 应 于 中 位 数 的 东西 .这 个 思 

其 实在 婚 估计 法 中 记 用 过 因为 总 体 窍 在 样本 中 的 对 应 物 就 
是 样本 矩 . 
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现在 把 Xi ,…，,X, 按 由 小 到 大 排 成 一 列 : 

XO) 魏 Xo) 委 和 和 安 XO 《2.8) 
它们 称 为 次 序 统 计量 .既然 中 位 数 是 “居中 "的 意思 ,我 们 就 在 样本 

中 找 居 中 者 : 

四 Me 2 为 奇数 时 0 9) 

(Xo2) + Xn2srD )M2, 当 7 为 偶数 时 

当 ?7 为 奇数 时 ,有 一 个 居中 者 为 Xi Da; 若 革 为 偶然 ,就 没有 

一 个 居中 者 ,就 把 两 个 最 居中 者 取 平 均 , 这 样 定 义 的 关 岂 作 样本 

中 位 数 ” .我们 就 拿 交 作为 8 的 估计 . 

就 正 态 总 体 NCw,o2 ) 而 言 ,w 也 是 总 体 的 中 位 数 , 故 w 也 可 

以 用 样本 中 位 数 去 估计 .从 这 些 例子 中 ,我 们 看 出 一 点 :统计 推断 

问题 的 解 ,往往 可 以 从 许多 看 来 都 合理 的 途径 去 考虑 ,并 无 一 成 不 

变 的 方法 ,不 同 解 固然 有 优 劣 之 分 ,但 这 种 优 劣 也 是 相对 于 一 定 的 

准则 而 言 . 并 无 绝对 的 价值 .下 述 情况 也 并 非 不 常见 :估计 甲 在 某 

一 准则 下 优 于 乙 ,而 乙 又 在 另 一 准则 下 优 于 甲 . 

极 大 似 然 估计 法 的 思想 , 始 于 高 斯 的 误差 理论 ,到 1912 年 由 
R. A. 费 歇 尔 在 一 篇 论文 中 把 它 作 为 一 个 一 般 的 估计 方法 提出 

来 . 自 20 年 代 以 来 , 费 歌 尔 自 己 及 许多 统计 学 家 对 这 一 估计 法 进 

行 了 大 量 的 研究 .总 的 结论 是 :在 各 种 估计 方法 中 ,相对 说 它 一 般 

更 为 优良 ,但 在 个 别 情 况 下 也 给 出 很 不 理想 的 结果 .与 矩 估 计 法 不 

同 , 极 大 似 然 估 计 法 要 求 分 布 有 参数 的 形式 . 比方 说 ,如 对 总 体 分 

布 毫 无 所 知 而 要 估计 其 均值 方差 , 极 大 似 然 法 就 无 能 为 力 ， 

4.2.4 贝 叶 斯 法 

贝 叶 斯 学 派 是 数理 统计 学 中 的 一 大 学 派 .在 这 一 段 中 ,我 们 简 
略 地 介绍 一 下 这 个 学 派 处 理 统 计 问 题 的 基本 思想 . 

拿 我 们 目前 讨论 的 点 估计 问题 来 说 ,无 论 你 用 和 抢 估 计 也 好 , 果 
极 大 似 然 舍 计 或 其 他 方法 也 好 ,在 我 们 心目 中 ,未 知 参 数 6 就 简 
单 地 是 一 个 未 知 数 ,在 抽取 样本 之 前 ,我 们 对 2 没有 任何 了 解 ,所 
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有 的 信息 全 来 自 样本 . 

贝 叶 斯 学 派 则 不 然 , 它 的 出 发 点 是 :在 进行 抽样 之 前 ,我 们 已 

对 0 有 一 定 的 知识 ,叫做 先 验 知识 . 这 里 “ 先 验 " 的 意思 并 非 先 验 

论 ,而 只 是 表示 这 种 知识 是 “在 试验 之 先 “ 就 有 了 的 ,也 有 人 把 它 叫 

做 验 前 知识 , 即 “ 在 试验 之 前 ”的 意思 . 

贝 叶 斯 学 派 进一步 要 求 : 这 种 先 验 知识 必须 用 0 的 某 种 概率 

分 布 表 达 出 来 ,这 概率 分 布 就 叫做 0 的 “ 先 验 分 布 2 或 “ 验 前 分 

布 “. 这 个 分 布 总 结 了 我 们 在 试验 之 前 对 未 知 参 数 6 的 知识 . 

举 一 个 例子 . 设 某 工 厂 每 日 生产 一 大 批 某 种 产品 ,我 们 想 要 估 
计 当 日 的 废品 率 6. 该 三 在 以 前 已 生产 过 很 多 批 产品 ,如 果 过 去 的 
检验 有 记录 在 , 则 它 确 实 提供 了 关于 废品 率 6 的 一 种 有 用 信息 ， 
据 此 可 以 画 出 0 的 密度 曲线 ,如 图 4.1(a),(b). 

    

户 (D) 未 1(O) 

6 0 KAN _ 

《al) (b) 

图 4.1 

图 中 A(0) 表 示 0 的 密度 函数 ,0 委 9 秋 1. (a) 表 示 一 个 较 好 的 
情况 :9) 在 9=0 附近 很 大 而 当 9 增加 时 ,下 降 很 快 .这 表示 该 
上 以 往 的 废品 率 通 常 都 很 低 . (b) 则 表示 一 个 不 大 好 的 情况 :比较 
大 的 废品 率 出 现 的 比率 相当 高 . 容易 理解 :这 种 关于 8 的 历史 知 
识 ( 即 先 验 知识 ) ,在 当前 估计 废品 率 9 时 ,应 适当 地 加 以 使 用 而 
不 应 奔 之 不 顾 .这 种 思想 与 我 们 日 常 处 事 的 习惯 符合 : 当 我 们 面临 
一 个 问题 时 , 除 考虑 当前 的 情况 外 ,往往 还 要 注意 以 往 的 先例 和 经 
验 . 

问题 就 来 了 :如 果 这 个 工厂 以 往 没 有 记录 ,或 甚至 是 一 个 新 开 
工 的 工厂 ,该 怎么 办 ? 怎样 去 获得 上 文 所 指 的 先 验 密 度 A(2)? 贝 
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叶 斯 统计 的 一 个 基本 要 求 是 :你 必须 设法 去 定 出 这 样 一 个 疡 (6)， 

甚至 出 于 你 自己 的 主观 认识 “也 可 以 ,这 要 成 为 问题 中 一 个 必 备 

的 要 素 . 正 是 在 这 一 点 上 , 贝 叶 斯 统计 遭 到 不 少 的 反对 和 批评 ,而 

一 个 初 接触 这 个 问题 的 人 ,也 容易 这 样 想 "这 怎么 行 ? 我 没有 根 

据 怎 么 能 赁 主观 想像 去 定 出 一 个 先 验 密度 疡 (6)”. 关 于 这 一 点 , 贝 

叶 斯 学 派 的 信 替 者 有 自己 的 一 套 说 法 ,这 问题 非 三 言 两 语 能 说 清 

楚 . 本 书 作 者 有 一 篇 通俗 形式 的 文章 ( 见 《数理 统 计 与 应 用 概率 》 
1990 年 第 四 期 ,p.389 一 400) ,其 中 对 这 个 问题 及 有 关 问 题 作 了 仔 

细 说 明 ,有 兴趣 的 读者 可 以 参考 

现在 我 们 转 到 下 一 个 问题 :已 定 下 了 先 验 密 度 之 后 ,怎样 去 得 
出 参数 6 的 估计 . 

设 总 体 有 概率 密度 FX ,0)( 或 概率 函数 , 若 总 体 分 布 为 离散 
的 ), 从 这 总 体 抽样 本 Xi ,…，,X，, 则 这 样本 的 密度 为 F(Xi,9)… 矿 

(X,，,0). 它 可 视 为 在 给 定 9 值 时 (Xi,…,X,) 的 密度 ,根据 第 二 章 
(3.3) 式 及 该 式 下 的 一 段 说 明 ,(0,Xi,…，,X,) 的 联合 密度 为 

ALO)FCX1 0)…FCX 0) 

由 此 ,算出 (Xi ……X) 的 边缘 密度 为 

p(0Xi,X) = | 关 O)ACXt6) 7CX 9)d9 (2.10) 
积分 的 范围 ,要 看 参数 0 的 范围 而 定 .如 上 例 69 为 废品 率 , 则 0 二 6 
委 |. 若 0 为 指数 分 布 中 的 参数 , 则 0<0< co ,等 等 .由 (2.10) ,再 
根据 第 二 章 的 公式 (3.4) ,得 到 在 给 定 Xi ，…,X, 的 条 件 下 ,6 的 
条 件 密 度 为 

PCOIXX) = 请 (9)FCXI 0) FOX 0)ADCXT,X) 

(2.11) 
照 贝 叶 斯 学 派 的 观点 ,这 个 条 件 密 度 代表 了 我 们 现在 ( 即 在 取得 样 
本 Xi，…X2a 后 ) 对 0 的 知识 , 它 综合 了 0 的 先 验 信息 (以 Ab) 反 
肌 ) 与 由 样本 带 来 的 信息 .通常 把 (2.11) 称 为 9 的 “后 验 (或 验 后 ) 

* 就 是 说 ,这 里 允许 使 用 主观 概率 , 见 第 -- 章 1.1 节 . 
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密度 ,因为 他 是 在 做 了 试验 以 后 才 取得 的 . 

如 果 把 上 述 过 程 和 我 们 在 第 一 章 中 讲 过 的 贝 叶 斯 公式 相 比 ， 

就 可 以 理解 :现在 我 们 所 做 的 ,可 以 说 不 过 是 把 贝 叶 斯 公式 加 以 

连续 化 而 已 ,看 下 表 中 的 比较 . 

  

  

  

问题 先 验 知识 当前 知识 后 验 ( 现 在 ) 知 识 

事件 B，…， 了 | 忆 (Bi)， 忆 ( 吾 | | A)，…， 
中 公 牛 A 发 生 了 
呈 基 会 于 中 那 一 个 发 生 了 ? | …,P(B,) 于 1 P(B,|1A) 

此 处 的 问题 0=? Ah(O) 样本 Xi,…,X。 | 后 验 密度 (2.11)         
  

由 这 里 我 们 就 理解 到 :为 什么 一 个 看 来 不 起 眼 的 贝 叶 斯 公式 会 有 
如 此 大 的 影响 . 这 一 点 我 们 在 第 一 章 中 已 有 所 论述 了 . 

页 叶 斯 学 派 的 下 一 个 重要 观点 是 :在 得 出 后 验 分 布 (2.11) 后 ， 
对 参数 6 的 任何 统计 推断 ,都 只 能 基于 这 个 后 验 分 布 .至 于 具体 
如 何 去 使 用 它 ,可 以 结合 某 种 准则 一 起 去 进行 ,统计 学 家 也 有 一 定 
的 自由 度 . 拿 此 处 讨论 的 点 估计 问题 来 说 ,一 个 常用 的 方法 是 : 取 
后 验 分 布 (2.11) 的 均值 作为 6 的 估计 . 

还 有 一 点 需要 说 明 一 下 : 按 上 文 ,P(0) 必 须 是 一 个 密度 函数 ， 

即 必须 满足 A(b) 之 0,， |A(6)d6 = 工 这 两 个 条 件 . 但 在 有 些 情况 
下 ,A(9)>0, 但 |A(8)d6 不 为 1 甚至 为 oo, 不 过 积分 (2.10) 仍 有 
慑 ,这 时 ,由 (2.11) 定 义 的 疡 (01XI…,X) 作 为 0 的 函数 , 仍 满足 
密度 吨 数 的 条 件 . 这 就 是 说 ,即使 这 样 的 (0) 取 为 先 验 密度 也 无 

妨 . 当然 ,由 于 | A(6)d6 不 为 1, 它 已 失去 了 密度 函数 的 通常 的 概 
率 意义 .这 样 的 上 (2) 通 常 称 为 “广义 先 验 密度 ” 

例 2.13 作 ?” 次 独立 试验 ,每 次 观察 某 事件 A 是 否 发 生 ,A 
在 每 次 试验 中 发 生 的 概率 为 户 ,要 依据 试验 结果 去 估计 户 . 

这 问题 我 们 以 往 就 用 频率 估计 概率 ”的 方法 去 处 理 ( 这 也 是 
它 的 矩 佑 计 与 极 大 似 然 估 计 ). 这 方法 不 用 户 的 先 验 知识 .现在 我 
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们 用 贝 叶 斯 统计 的 观点 来 处 理 这 个 问题 . 

引进 X;=1 或 0, 视 第 ; 次 试验 时 4 发 生 与 否 而 定 , ;=1…， 

0.P(XI=1)= 交 ,PCOX=0)=1--2. 因 此 (Xi,…,X) 的 概率 范 

数 为 如 (1-p)r-z,X=- 》X . 取 户 的 先 验 密度 1(2p), 则 也 的 
i=1 

后 验 密度 为 

疡 ( 旋 [XXX ) 

= 户 ( 轧 ) 太 (1 一 思 和 号 o)arl - 忆 ) dp,0 委 入 1 

此 分 布 的 均值 为 

方太 (PK Xe)dz 

一 上 oar9dl _ 六 "rdp 咱 CO)zrl 力 )”zdp 

0 0 

(2.12) 

六 就 是 六 在 先 验 分 布 P() 之 下 的 贝 叶 斯 估计 . 
如 何 选择 六 ()? 中叶 斯 本 人 曾 提出 “同等 无 知 ” 的 原则 , 即 

事先 认为 请 取 [0,1] 内 一 切 值 都 有 同等 可 能 ,就 是 说 取 [0,1] 内 均 
匀 分 布 R(0,1) 作 为 户 的 先 验 分 布 .这 时 站 (p) =1 当 0 巡 p<1, 而 
(2.12) 中 的 两 个 积分 都 可 以 用 8 函数 表 出 ( 见 第 二 章 (4.22) 式 )， 
由 此 得 

方 =B(XK+222-X+1)《M8CX+12 -X+1) (2.13) 
根据 8 函数 与 函数 的 关系 式 (4.25) ,以 及 当 有 为 自然 数 时 

FA)=(R 一 1)1 ,由 (2.13) 不 难得 到 

方 = (X+1)A +2) (2.14) 
这 个 佑 计 与 频率 X/z 有 些 差别 , 当 ”很 大 时 不 显著 ,而 在 ”很 小 
时 趴 为 显著 .从 一 个 角度 看 , 当 2 相当 小 时 ,用 贝 叶 斯 估计 (2.14) 
比 用 XAz 更 合理 .因为 当 ?2 很 小 时 ,试验 结果 可 能 出 现 X=0 或 
X=72 的 情况 .这 时 , 依 Xxn 应 把 户 估 计 为 0 或 1, 这 就 太极 端 了 

《我们 不 能 仅 根 据 在 少数 几 次 试验 中 4 会 不 出 现 或 全 出 现 , 就 判 
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定 它 为 不 可 能 或 必然 ). 若 按 (2.14) , 则 在 这 两 种 情况 下 分 别 给 出 

估计 值 1Mz+2) 和 (2 +1t)2a+2). 这 就 留 有 一 定 的 余地 . 

这 个 “同等 无 知 的 原则 ,又 称 贝 叶 斯 原则 ,被 广泛 用 到 一 些 其 

他 的 情况 .不 过 随 着 所 估计 的 参数 的 范围 和 性 质 的 不 同 ,该 原则 的 

具体 表现 形式 也 不 同 .例如 ,为 估计 正 态 分 布 N(w,c2) 中 的 w，, 同 

等 无 知 原则 给 出 一 个 广义 先 验 密 度 上 (wp ) 三 1. 若 估计 , 则 应 取 

Ac)=c (>0). 若 估计 指数 分 布 中 的 , 则 取 疡 ()= 1 和 -1(0A 
>0). 这 些 都 是 广义 先 验 密度 .其 所 以 这 样 做 的 理由 ,不 能 在 此 处 

细 谈 了 . 

这 个 原则 也 受到 一 些 批评 ,其 中 最 有 力 的 批评 是 其 不 确定 性 . 

理由 是 : 拿 本 例 的 户 来 说 , 若 对 疡 同等 无 知 , 则 对 思 2?( 或 3 ，j4 

等 ) 也 应 是 同等 无 知 ,因而 也 可 以 把 2 的 密度 函数 取 为 尺 (0 ,1) 
的 密度 .这 时 不 难 算出 训 的 密度 将 为 疡 ( 放 ) =28( 当 0 委 p 雪 1, 其 
外 为 0) ,与 本 例 所 给 不 一 致 .另外 ,不 言 而 喻 ,同等 无 知 的 原则 是 
一 个 在 确实 没有 什么 信息 时 ,不 得 已 而 采用 的 办 法 .在 实际 问题 
中 ,有 时 是 存在 更 确实 的 信息 的 ,如 本 段 开 始 讲 到 的 那个 估计 废品 
率 的 情况 .又 如 ,估计 一 个 基本 上 均匀 的 铜板 在 投掷 时 出 现 正 面 的 
概率 请. 我们 有 理由 事先 肯定 如 离 1]2 不 远 . 这 时 ,可 考虑 取 一 个 
适当 的 数 s>0, 而 把 名 的 先 验 分 布 取 为 [12 -ee,12+e] 内 的 均 
义 分 布 .这 肯定 比 用 同等 无 知 的 原则 效果 要 好 ,尤其 是 在 试验 次 数 
7 不 大 时 . 

例 2.14 设 Xi,…，,X, 是 自 正 态 总 体 N(6,1) 中 抽出 的 样 
本 .为 估计 9 ,给 出 9 的 先 验 分 布 为 正 态 分 布 N(w ,ac2)(w，c2 当然 
都 已 知 ). 求 0 的 贝 叶 斯 估计 .在 本 例 中 有 

A(0)= (Vio) ep| - 二 (9 -oo 

xz,09)= (V 玩 ) exp| - 本 (zx 一 9)2 |. 

故 按 公式 (2.11) 知 ,9 的 后 验 密 度 为 

Ah(OIXI…,X，) 三 exp| - (6 一 A) 一 方 >) (X 一 5]/) 

(2.15) 
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其 中 了 工 是 一 个 与 0 无 关 而 只 与 Away,Xi,…，X 有 关 的 数 . 简单 的 

代数 计算 表明 

-二 090 27 
(2.16) 

其 中 

L = (2X+AHAa2)Aa +1《o2) (2.17) 

六 一 1X(a +1vo2) (2.18) 

而 / 与 6 无 关 . 以 (2.16) 代 入 (2.15) ,得 

Ah(O1XI…,X,) = Tiexp| - 5 加 站 ?| 

这 里 = je 与 6 无 关 . 石 不 必 直 接 算 ,因为 , 关 (0| Xi,X) 作 

为 0 的 函数 是 一 个 概率 密度 函数 , 它 必 须 满足 条 件 

| A(OIXI，X)dg = 1 

这 就 决定 了 mm = (V2f7) .因此 ,6 的 后 验 分 布 就 是 正 态 分 布 

Nt,72), 其 均值 上 就 是 6 的 贝 叶 斯 估计 6: 
六 刀 去 1《c 

《1717 (2.19) 

把 6 写成 (2.19) 的 形状 很 有 意思 . 设想 两 个 极端 情况 : 一 个 是 
只 有 样本 信息 而 毫 无 先 验 信息 ,这 就 是 我 们 以 前 讨论 的 情况 ,这 时 
用 样本 均值 X 去 估计 6. 另 一 个 是 只 有 先 验 信 息 N(w,c2) 而 没有 
样本 . 这 时 ,我 们 只 好 用 先 验 分 布 的 均值 wk 作为 6 的 估计 . 由 
(2.19) 式 看 出 : 当 两 种 信息 都 存在 时 ,9 的 估计 为 二 者 的 折衷 . 它 
是 上 述 两 个 极端 情况 下 的 估计 广 和 ww 的 加 权 平 均 , 权 之 比 为 mi:17 

和. 这 个 比值 很 合理 :” 为 样本 数目 ,” 愈 大 ,样本 信息 愈 多 , 闵 的 
权 就 该 更 大 .对 / 而 言 ,其 重要 性 则 要 看 c2 的 大 小 . cz 愈 大 ,表示 
先 验 信息 愈 不 肯定 (6 在 /w 周围 的 散布 很 大 ). 反 之 ,az 很 小 时 , 仅 
根据 先 验 信息 ,已 有 很 大 把 握 肯定 9 在 w 附近 不 远 处 .因此 ,yw 的 
权 应 与 成 反比 .公式 (2.19) 恰 好 体现 了 上 述 分 析 . 
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目前 在 国际 统计 界 及 应 用 统计 工作 者 中 , 贝 叶 斯 学 派 已 有 很 

大 影响 .其 原因 在 于 它 确实 有 一 些 别 的 方法 所 不 具备 的 优点 .这 些 

在 今后 我 们 还 将 看 到 .在 我 国 , 贝 叶 斯 方法 也 开始 受到 重视 并 得 到 

一 些 应 用 .对 把 数理 统计 学 方法 作为 一 种 工具 的 应 用 工作 者 来 说 ， 
对 这 个 学 涛 的 方法 有 必要 有 一 乍 的 了 解 . 

4.3 点 估计 的 优良 性 准则 

从 前 节 的 例子 中 我 们 累累 看 到 :同一 个 参数 往往 有 不 止 一 种 
看 来 都 合理 的 佑 计 法 .因此 ,自然 会 提出 其 优 劣 比较 的 问题 . 

初 一 看 觉得 这 个 问题 很 容易 回答 : 设 6, 和 6， 两 个 估计 量 都 
用 于 估计 0, 则 看 哪 一 个 的 误差 小 ,就 娜 一 个 为 优 .但 是 ,由 于 6 本 
身 未 知 ,就 不 知道 估计 误差 有 多 大 ,这 还 不 是 最 主要 的 .主要 问题 

在 于 :0)， 0 之 值 都 与 样本 有 关 . 一 般 情 况 是 ; 对 某 些 样本 ,6) 的 

误差 小 于 b2 的 误差 ,而 对 另 一 些 样 本 则 反之 . 一 个 从 整体 上 看 不 

好 的 估计 ,在 个 别 场合 下 可 能 表现 很 好 .反之 ,一 个 很 不 错 的 估计 ， 
由 于 抽 到 了 不 易 出 现 的 样本 ,其 表现 也 可 以 很 差 . 如 例 1.2 估计 学 
生 学 习 成 绩 (以 其 考分 衡量 ) 的 问题 ,大 家 都 会 同意 :如 抽出 100 个 
学 生 ,以 其 平均 成 绩 作为 估计 值 , 比 以 抽出 的 第 一 个 学 生 的 成 绩 作 
为 佑 计 值 要 好 .但 也 可 以 发 生 这 种 情况 :所 抽 第 一 个 学 生 的 成 绩 很 
接近 于 全 校 总 平均 ,而 100 个 学 生 的 平均 成 绩 反而 与 这 个 总 平均 
有 较 大 差距 . 

由 此 可 见 ,在 考虑 估计 量 的 优 劣 时 ,必须 从 某 种 整体 性 能 去 衡 
量 它 ,而 不 能 看 它 在 个 别 样 本 之 下 的 表现 如 何 . 这 里 所 谓 “ 整 体 性 
能 ,有 两 种 意义 :一 是 指 估计 量 的 某 种 特性 ,具有 这 种 特性 就 是 好 
的 ,否则 就 是 不 好 的 .如 下 文 要 讲 的 “无 偏 性 ", 即 属于 此 类 . 二 是 指 
某 种 具体 的 数量 性 指标 . 两 个 估计 量 ,指标 小 者 为 优 . 如 下 文 讲 到 
的 均 方 误差 , 即 属于 此 类 .应 当 注 意 的 是 :这 种 比较 ,归根 到 底 ， 
也 还 是 相对 性 的 .具有 某 种 特性 的 估计 是 否 一 定 就 好 ? 这 在 一 定 
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