
目前 在 国际 统计 界 及 应 用 统计 工作 者 中 , 贝 叶 斯 学 派 已 有 很 

大 影响 .其 原因 在 于 它 确实 有 一 些 别 的 方法 所 不 具备 的 优点 .这 些 

在 今后 我 们 还 将 看 到 .在 我 国 , 贝 叶 斯 方法 也 开始 受到 重视 并 得 到 

一 些 应 用 .对 把 数理 统计 学 方法 作为 一 种 工具 的 应 用 工作 者 来 说 ， 
对 这 个 学 涛 的 方法 有 必要 有 一 乍 的 了 解 . 

4.3 点 估计 的 优良 性 准则 

从 前 节 的 例子 中 我 们 累累 看 到 :同一 个 参数 往往 有 不 止 一 种 
看 来 都 合理 的 佑 计 法 .因此 ,自然 会 提出 其 优 劣 比较 的 问题 . 

初 一 看 觉得 这 个 问题 很 容易 回答 : 设 6, 和 6， 两 个 估计 量 都 
用 于 估计 0, 则 看 哪 一 个 的 误差 小 ,就 娜 一 个 为 优 .但 是 ,由 于 6 本 
身 未 知 ,就 不 知道 估计 误差 有 多 大 ,这 还 不 是 最 主要 的 .主要 问题 

在 于 :0)， 0 之 值 都 与 样本 有 关 . 一 般 情 况 是 ; 对 某 些 样本 ,6) 的 

误差 小 于 b2 的 误差 ,而 对 另 一 些 样 本 则 反之 . 一 个 从 整体 上 看 不 

好 的 估计 ,在 个 别 场合 下 可 能 表现 很 好 .反之 ,一 个 很 不 错 的 估计 ， 
由 于 抽 到 了 不 易 出 现 的 样本 ,其 表现 也 可 以 很 差 . 如 例 1.2 估计 学 
生 学 习 成 绩 (以 其 考分 衡量 ) 的 问题 ,大 家 都 会 同意 :如 抽出 100 个 
学 生 ,以 其 平均 成 绩 作为 估计 值 , 比 以 抽出 的 第 一 个 学 生 的 成 绩 作 
为 佑 计 值 要 好 .但 也 可 以 发 生 这 种 情况 :所 抽 第 一 个 学 生 的 成 绩 很 
接近 于 全 校 总 平均 ,而 100 个 学 生 的 平均 成 绩 反而 与 这 个 总 平均 
有 较 大 差距 . 

由 此 可 见 ,在 考虑 估计 量 的 优 劣 时 ,必须 从 某 种 整体 性 能 去 衡 
量 它 ,而 不 能 看 它 在 个 别 样 本 之 下 的 表现 如 何 . 这 里 所 谓 “ 整 体 性 
能 ,有 两 种 意义 :一 是 指 估计 量 的 某 种 特性 ,具有 这 种 特性 就 是 好 
的 ,否则 就 是 不 好 的 .如 下 文 要 讲 的 “无 偏 性 ", 即 属于 此 类 . 二 是 指 
某 种 具体 的 数量 性 指标 . 两 个 估计 量 ,指标 小 者 为 优 . 如 下 文 讲 到 
的 均 方 误差 , 即 属于 此 类 .应 当 注 意 的 是 :这 种 比较 ,归根 到 底 ， 
也 还 是 相对 性 的 .具有 某 种 特性 的 估计 是 否 一 定 就 好 ? 这 在 一 定 
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程度 上 要 看 问题 的 具体 情况 ,不 是 绝对 的 .下 文 在 讲述 无 偏 佑 计时 

还 会 涉及 这 一 点 ,作为 比较 准则 的 数量 性 指标 ,也 可 以 有 很 多 种 . 

很 有 可 能 :在 甲 指标 之 下 51 优 于 02 ,而 在 乙 指标 下 则 反之 . 

我 们 这 样 说 , 当然 不 是 认为 优良 性 准则 和 估 计 量 的 优 劣 比较 

毫 无 意义 .相反 ,这 些 很 有 意义 , 且 是 参数 估计 这 个 分 支 学 科研 究 

的 中 心 问题 .我 们 是 想 提醒 读者 ,不 要 把 这 些 准 则 绝对 化 了 .每 种 

准则 在 某 种 情况 下 都 有 其 局 限 性 . 

4.3.1 估计 量 的 无 偏 性 

设 某 统 计 总 体 的 分 布 包含 未 知 参 数 01 信和 1 X， 是 

从 该 总 体 中 抽出 的 样本 ,要 倍 计 g(0 4).g 为 一 已 知 函 数 . 

设 &CXi…,X) 是 一 个 佑 计量 .如 果 对 任何 可 能 的 (0 ，… ,2 ) 都 

有 

Epo ,0 [人 (XXX)] 一 8(C0 0) (3.1) 

则 称 & 是 g(0,…，,4) 的 一 个 无 偏 估计 量 .记号 Ee …,e 是 指 : 求 其 
望 值 时 ,是 在 各 样本 Xi X， 的 分 布 中 的 参数 为 6 ,…，6k 时 去 
做 的 . 比如 ,我 说 Xi,X; 是 取 自 正 态 总 体 N(6,1) 的 样本 ,让 计算 
和 Xi+X2 的 期 望 值 .这 要 看 参数 值 0 等 于 多 少 :0=1 时 ,期 望 值 

为 2;0=2.5 时 ,期 望 值 为 5. 标 出 妨 , 就 明白 显示 是 在 哪个 0 值 
之 下 去 算 期 望 值 ,也 表示 0 值 可 以 流动 .这 在 定义 3.1 式 中 尤其 有 
意义 . 因为 在 参数 估计 问题 中 ,我 们 并 不 知 参数 的 真 值 , 它 能 在 一 
定 范围 内 流动 . 如 废品 率 请 ,可 在 [0,1] 内 流动 . 当 比 较 两 个 佑 计量 
时 ,需要 对 种 种 可 能 的 参数 值 去 比较 . 故 在 Fe ,…,。 这 个 记号 中 强 
凋 指出 (9 ,…,6) 以 及 其 可 以 流动 ,是 重要 的 .在 不 致 引起 混淆 
时 ,我 们 也 可 以 简写 为 已. 

估计 量 的 无 偏 性 有 两 个 含义 .第 一 个 含义 是 没有 系统 性 的 偏 
差 ,不 论 你 用 什么 样 的 估计 量 & 去 估计 8 ,总 是 时 而 (对 某 些 样本 ) 
偏 低 ,时 而 (对 另 一 些 样本 ) 偏 高 . 无 含 性 表示 ,把 这 些 正 负 偏差 在 
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概率 上 平均 起 来 ,其 值 为 0. 比如 用 一 把 秤 去 秤 东西 ,误差 来 源 有 

二 :一 是 秤 本 身 结 构 制 作 上 的 问题 ,使 它 在 秤 东西 时 , 倾 问 于 给 出 

偏 高 或 偶 低 之 值 ,这 属于 系统 误差 . 另 一 种 是 操作 上 和 其 他 随机 性 

原因 ,使 秤 出 的 结果 有 误差 ,这 属于 随机 误差 .在 此 ,无 偏 性 的 要 求 

相应 于 秤 没有 系统 误差 ,但 随机 误差 总 是 存在 .因此 ,无 偏 估计 不 

等 于 在 任何 时 候 都 给 出 正确 无 误 的 估计 . 

男 一 个 信义 是 由 定义 (3.1) 结 合 大 数 定理 ( 见 第 三 章 定理 

4.1) 引 伸 出 来 的 .设想 每 天 把 这 个 估计 量 读 (Xi,…,X, ) 用 一 次 ， 
第 天 的 样本 记 为 &E(X 包 和 XO) =1,2，…，N,…: 则 按 大 数 

定理 , 当 N 一 oo 时 ,各 次 估计 值 的 平均 , 即 > 襄 (X 们 ，…， 
XD)ZN, 依 概率 收 剑 到 被 估计 的 值 5(9; ,…,8). 所 以 , 若 估计 
量 有 无 偏 性 , 则 在 大 量 次 数 使 用 取 平均 时 ,能 以 接近 于 100% 的 把 
所 无限 逼近 被 估计 的 量 .如 果 没 有 无 偏 性 , 则 无 论 使 用 多 少 次 ,其 
平均 也 会 与 真 值 保持 一 定 距离 一 一 这 距离 就 是 系统 误差， 

由 此 可 见 , 估 计量 的 无 偏 性 是 一 种 优良 的 性 质 . 但 是 ,在 一 个 
具体 的 问题 中 ,无 偏 性 的 实际 价值 如 何 , 还 必须 结合 这 问题 的 具体 
情况 去 考察 .如 在 秤 东西 那个 例 中 , 若 你 经 常 去 这 家 商店 买 东西 而 
该 店 用 的 秤 是 无 系统 误差 的 .这 等 于 说 , 店 里 在 释 上 显示 的 重量 ， 
是 你 所 买 的 东西 的 真实 重量 的 无 偏 估 计 , 则 尽管 在 具体 某 一 次 购 
天 中 店 里 可 能 少 给 或 多 给 了 你 一 些 , 从 长 期 平均 看 ,无 偏 性 保证 了 
双方 都 不 吃亏 .在 此 ,无 偏 性 有 很 现实 的 意义 . 

现在 设想 另 一 种 情况 :工厂 每 周 进 原料 一 批 .在 投入 使 用 前 ， 
由 实验 室 对 原料 中 某 些 成 分 含量 的 百分率 训 作 一 估计 ,根据 估计 

值 放 采取 相 应 的 工艺 调整 措施 .无 论 比 真正 的 p 偏 高 或 偏 低 ,都 

会 有 损 于 产品 质量 .在 此 ,即使 包 是 祖 的 无 偏 估计 ,在 长 期 使 用 中 ， 

佑 计 的 正 负 偏差 的 效应 并 不 能 抵消 .这 样 坟 的 无 偏 性 就 不 见得 很 
有 实用 意义 了 . 

例 3.1 设 Xi,，,X, 是 从 某 总 体 中 抽出 的 样本 , 则 样本 均 
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值 X 是 总 体 分 布 均值 0 的 无 偏 估计 . 

这 是 因为 , 按 定义 ,每 个 样本 Xi; 的 分 布 ,与 总 体 分 布 一 样 , 因 

此 其 均值 瑟 (X;) 就 是 0 ,而 

开 (X) = > ,ECX)Ar = 7OAL = 8 
;21 

据 此 可 知 : 在 正 态 总 体 N(wp,o) 中 用 X 人 估计/ ,在 指数 分 布 总 体 中 

用 X 估 计 1A ,在 二 项 分 布 总 体 中 用 X7ZN 估计 , 以 及 在 波 哇 松 分 

布 总 体 中 用 X 人 估计， 等 ,都 是 无 偏 估计 . 

例 3.2 由 (1.1) 式 定义 的 样本 方差 S ,是 总 体 分 布 方差 

的 无 偏 估计 . 

为 证 明 这 一 点 ,以 a 记 总 体 分 布 均值 :下 (X)=< .也 有 

E(X)=a, 把 XI--X 写 为 (X -aa)-(X-a), 有 

> COx -又 72 = > [(x -a)-(X=-a) 

=- Oo2-2X-aoO-arn(R-a 

注意 到 >)(X; - a) = mn( 又 - o), 有 

> (X -XI)2 = >\(X， --a) 一 (CCX 一 ay) 
= ;= 

因 ao = 下 (XI;)= 开 (X), 有 

有 (Xi 一 a)=Var(X) = 二 17 

E(X -ah)2 = Var(X) = YYVar(X )]2 = 102]12 = 02]1z 
1=1 

于 是 得 到 

E(S-) = 一 5E( > (X 一 X)) = 一 (2 -7 oa) = 
1=1 和 

这 就 说 明了 S 是 ce 的 无 偏 估计 . 

这 就 解释 了 为 什么 要 在 样本 二 阶 中 心 矩 mw -= YX - 
;=1 
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XJ)Aoa 的 基础 上 , 把 分 母 ” 修正 为 -1 以 得 到 S. 这 与 以 前 讲 

过 的 一 点 也 相合 :在 第 二 章 的 附录 如 中 我 们 曾 讲 到 > (X; - 一 X) 

的 自由 度 为 2 -1. 这 正好 是 正确 的 除数 ,这 件 事 不 是 一 个 巧合 . 

在 这 里 我 们 还 可 以 对 “自由 度 " 这 个 概念 赋予 另 一 种 解释 :一 

共有 ?2 个 样本 ,有 2 个 自由 度 .用 S 估计 方差 o ,自由 度 本 应 为 

72. 但 总 体 均 值 < 也 未 知 ,用 X 去 估计 之 ,用 掉 了 一 个 自由 度 , 故 只 

剩 下 2 -1 个 目 由 度 . 

如 果 总 体 均 值 < 已 知 , 则 不 用 S? 而 用 > (x - a)2]m 去 估 

计 总 体 方差 c( 在 a 未 知 时 不 能 用 ). 这 是 c2 的 无 偏 估计 ,分 母 为 
7 不 用 改 为 2 一 1. 因 为 此 处 2 个 自由 度 全 保留 下 了 (ea 已 知 ,不 用 

估计 ,没有 用 去 自由 度 ). 

例 3.3 由 上 例 易 推 知 :用 S 去 估计 总 体 分 布 的 标准 差 c( 方 

差 c“ 的 正平 方 根 ) ,不 是 无 偏 估计 .事实 上 , 据 第 三 章 (2.2) 式 及 上 

例 的 结果 ,有 

o= 开 (S) = Var(S)+ (ES) 

由 于 方差 总 非 负 :Var(S)0, 有 cc 二 开 (S). 因 而 下 (S) 受 cc 即 如 

用 S 去 估计 c ,总 是 系统 地 偏 低 . 在 一 些 情况 下 ,可 以 通过 简单 的 

调整 达到 无 偏 伯 计 .办 法 是 把 S 乘 上 一 个 大 于 1 的 .与 样本 大 小 
7 有 关 的 因子 c, ,得 c,S. 适 当选 择 c, 可 以 使 严 (c,S)= ciE(S)= 

56. 对 正 态 分 布 总 体 N(A,ca2) 而 言 ,不 难 证 明 ( 习 题 21) 

。 -= -2 了 IT (2 号 (3.2) 

由 开 (S)c 看 出 :在 例 2.3 中 给 出 的 均匀 分 布 尺 (9 ,6 ) 中 01， 

02 的 佑 计量 (2.2) ,即使 把 mm 改 成 $ ,也 是 有 偏 的 (61 偏 高 ,6， 
偏 低 ) .可 以 证 明 ( 习 题 22) :能 找到 常数 c, ,使 X- c,S 和 X + c,S 
分 别 是 6 ,0: 的 无 偏 估计 ,但 c, 的 具体 数值 不 易 定 出 来 . 

例 3.4 我 们 已 经 知道 : 矩 估计 不 必 是 无 偏 的 , 极 大 似 然 估计 
也 如 此 .事实 上 ,在 例 2.7 中 ,我 们 已 求 出 : 正 态 总 体 NCn,c2) 的 
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方差 oa” 的 极 大 似 然 估计 ,就 是 样本 二 阶 中 心 矩 mm ,而 我 们 已 知 后 

者 不 是 无 偏 的 .再 看 一 个 例子 : 例 2.9 中 我 们 找 出 均匀 分 布 尺 (0， 

2) 中 6 的 极 大 似 然 估计 是 9”= max(X1,…，,X,). 不 用 计算 即 知 

和 偏 低 . 因为 ,每 个 样本 X; 都 在 (0,9) 内 , 故 其 最 大 值 , 即 6” ,也 

在 这 个 区 间 内 .下 面 通过 计算 Eo(6”) 证 明 这 一 点 ,并 找 出 调整 因 

子 c, ,此 例 对 下 面 还 有 用 . 

先 算 0 ”的 分 布 函数 G(z ,0). 因 为 0C9 "<b0, 有 

Clz;0) =0, 当 zz 委 0;G(z,9) = 1, 当 工 之 0 

奉 0<z<0, 则 为 了 事件 1- 委 zz 发生, 必须 | 入 z ,|X 委 
zj 这 守 个 事件 同时 发 生 . 由 于 各 样本 独立 , 且 都 有 均匀 分 布 R(0， 
0), 有 PLX<z)=>z/0, 因 而 

GCCZ,9) 一 (z《O)7 

对 求 导数 ,得 到 b” 的 概率 密度 函数 为 
SCz9) = 12xn1[b, 当 0<x<0; 此 外 为 0 (3.3) 

由 此 得 到 
六 C 

Bi ) = jzg(z,b)dz = ozdzvt =   7 +T2 (3.4) 
32 

看 出 以 0" 估计 9 系统 偏 低 , 目 对 二 0* 为 6 的 无 偏 估计 ， 

4.3.2 最 小 方差 无 偏 估计 

一 个 参数 往往 有 不 止 一 个 无 偏 估计 ,从 这 些 众多 的 无 偏 估计 
中 ,我 们 想 挑 出 那个 最 优 的 .这 牵涉 到 两 个 问题 :一 是 为 优良 性 制 
定 一 个 准则 ,二 是 在 已 定 的 准则 之 下 ,如何 去 找到 最 优 者 . 这 涉及 
较 深 的 理论 问题 ,许多 内 容 都 超出 本 课程 范围 之 外 ,这 里 我 们 只 能 
作 一 个 很 初步 的 介绍 . 

1. 均 方 误差 , 设 Xi,……,X, 是 从 某 一 带 参 数 9 的 总 体 中 抽出 

的 样本 ,要 估计 0. 若 我 们 采用 估计 量 6 = 6(Xi,…,X,), 则 其 误 

差 为 6(Xi,，…,X,)- 6. 这 误差 随 样本 Xi,…,X, 的 具体 值 而 定 ， 
也 是 随机 的 ,因而 其 本 身 无 法 取 为 优良 性 指标 .我 们 把 它 平 方 以 消 
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除 符号 ,得 (6(Xi…X,) - 0)2, 然 后 取 它 的 均值 , 即 取 

Mi (6) = 蔬 16(CX pp X) -0 (3.5】 

作为 6 的 误差 大 小 从 整体 角度 的 一 个 衡量 . 这 个 量 愈 小 ,就 表示 6 

的 误差 平均 讲 比较 小 ,因而 也 就 愈 优 . Mi (0) 就 称 为 估计 量 0 的 

“ 均 方 误差 ”( 误 差 平 方 的 平均 ) .不 言 而 喻 , 均 方 误差 小 并 不 能 保证 

6 在 每 次 使 用 时 一 定 给 出 小 的 误差 . 它 有 时 也 可 以 有 较 大 的 误差 ， 

但 这 种 情况 出 现 的 机 会 较 少 . 

用 均 方 误差 的 观点 就 容易 回答 前 面 提 到 过 的 一 个 问题 :用 
100 个 学 生 的 平均 成 绩 作为 全 校 学 生平 均 成 绩 的 估计 , 比 用 抽出 
的 第 一 个 学 生 的 成 绩 去 估计 好 .事实 上 ,这 两 个 估计 分 别 是 X= 

(XI+ … 二 Xioo)Z100 和 Xi 总体 分 布 为 正 态 N(w,c2).X 和 XI 

的 均 方 误差 分 别 为 

已 (X 一 Ai = co27[100,E(OXI 一 0) = oo 

故 XIi 的 均 方 误差 是 X 的 100 倍 . 

均 方 误差 并 不 是 唯一 可 供 选 择 的 准则 .例如 ,平均 绝对 误差 

FEo|10(X…X)-6|, 以 及 其 他 许多 别 的 准则 ,看 来 都 很 合理 且 

在 某 些 场合 下 还 确 有 其 优点 ,但 是 ,由 于 平方 这 个 函数 在 数学 上 最 
易 处 理 , 使 这 个 准则 成 为 一 切 准则 中 应 用 和 研究 得 最 多 的 . 

按 第 三 章 (2.2) 式 ,有 

Mr(0) = Vare(6) + [BE(5) 一 2] (3.6) 

即 均 方 误差 由 两 部 分 构成 :一 部 分 是 Vary(6) , 即 6 的 方差 ,表示 6 

自身 变异 的 程度 , 另 一 部 分 中 ,Eo(6) -6 表示 6 这 个 估计 量 的 系 

统 偏差 .如 果 6 为 6 的 无 偏 估 计 , 则 第 二 项 为 0, 而 这 时 有 

M7(9) = Varo(O ) (3.7) 

2. 最 小 方差 无 偏 估计 .从 前 面 的 讨论 看 到 : 若 局 限于 无 篇 估 

计 的 范围 , 且 采 用 均 方 误差 的 准则 , 则 两 个 无 偏 估计 6; 和 602 的 比 

较 ,归结 为 其 方差 的 比较 :方差 小 者 为 优 . 
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例 3.5 设 Xi,…，,X,， 是 从 均匀 分 布 总 体 尺 (0,9) 中 抽出 的 

样本 .在 例 3.4 中 已 指出 过 0 的 两 个 无 偏 估 计 : 6 =2 X,02= 

了 max(X1，… ,X,). 有 (参看 第 三 章 , 例 2.5)   

Var(5) = 4Var (又 ) = 全 Varo(X1) = 4 耳 02 - 人 

为 计算 0 的 方差 , 仍 以 0 记 max(X1，…，X，). 按 0 的 密度 函数 

《3.3) ,得 

               
       

  

Fo(9 ) = = 二 = = 
因此 

Varo( 和 9) = Eo(0) - [BE(9)] = = TO 

而 

Vars( 玉 ) = (号 + 上 Vars(6) = 二 万 

当 ?>1 时 ,总 有 ?2(2+2)>32. 故 除非 和 =1,0， 的 方差 总 比 人 ， 

的 方差 为 小 , 且 这 一 点 不 论 未 知 参 数 0 取 什 么 值 都 对 . 因此 ,在 

方差 小 者 为 优 "这 个 准则 下 ,6 优 于 6 , 当 交 =1 时 ,6 与 9. 重 
性 

如 果 0 是 6 的 一 个 无 偏 估计 , 且 它 的 方差 对 6 的 任何 可 能 取 
的 值 ,都 比 任何 其 他 的 无 偏 估 计 的 方 差 为 小 ,或 至 多 等 于 它 , 则 在 

方差 您 小 愈 好 "这 个 准则 下 ,6 就 是 最 好 的 , 它 称 为 8 的: 最 小 方 
差 无 偏 估 计 ”, 简 记 为 MVU 估计 *. 

定义 3.1 设 6 为 g(0) 之 无 偏 估计 . 若 对 g(6) 的 任何 一 个 无 

偏 估计 6, 都 有 

Vars(6) 秋 Vary(61) 

* MVU 是 "最 小 方差 无 偏 " 的 英语 Minimum Variance Unbiased 的 缩写 . 
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对 9 的 任何 可 能 取 的 值 都 成 立 , 则 称 2 为 g(9) 的 一 个 最 小 方差 无 

偏 估计 (MVU 估计 ). 

从 例 3.5 知 62 的 方差 小 于 061 的 方差 .但 我 们 并 不 能 由 此 就 肯 

定 0 就 是 9 的 MVU 估计 ,因为 也 可 能 还 存在 其 他 的 无 偏 估计 ， 

其 方差 比 02 的 更 小 .那么 ,怎样 去 寻找 MVU 估计 呢 ? 在 数理 统 

计 学 中 给 出 了 一 些 方法 ,我 们 只 能 简略 地 介绍 其 中 的 一 个 . 这 个 方 

法 的 思想 如 下 : 先 研 究 一 下 ,在 gs40) 的 一 切 无 偏 佑 计 中 ,方差 最 小 

能 达到 多 少 呢 ? 如 果 我 们 求 出 了 这 样 一 个 方差 的 下 界 , 则 如 某 个 

估计 6 的 方差 达到 这 个 下 界 , 那 它 必 定 就 是 MVU 估计 . 

3. 求 MVTU 估计 的 一 种 方法 :克拉 美 - 劳 不 等 式 . 

我 们 只 考虑 单 参数 的 情况 . 设 总 体 的 概率 密度 函数 或 概率 天 

数 F(z,2) 只 包含 一 个 参数 , Xi, ……,X, 为 从 该 总 体 中 抽出 的 样 

本 ,要 估计 g5(0). 记 

TO) = | (2 汪 全 ] /wz.9)] ]d (3.8) 
这 里 积分 的 范围 为 x 可 取 的 共 国 | ,对 指数 分 布 总 体 ,0< 工 < 

co ,对 正 态 总 体 则 -- seo<z<co. 如 果 总 体 分 布 是 离散 的 , 则 (3.8) 

改 为 

IO) = 局 ( 妆 2 全 ) eg) (3.9) 

这 里 求 和 > 遍及 总 体 的 全 部 可 能 值 cl,az，…. 为 确定 计 ,我 们 下 

面 就 连续 型 的 情况 去 讨论 . 对 离散 型 的 情况 ,只 须 作 相应 的 修改 ， 
有 如 把 (3.8) 修 改 为 (3.9)， 

克拉 美 - 劳 不 等 式 :在 一 定 的 条 件 下 ,对 (6) 的 任 一 无 偏 估计 
8 一 入 (Xi，…，,X,), 有 

Vary( 襄 ) (g (10)) 六 ACTCO)) (3.10) 

7 是 样本 大 小 . 

这 个 不 等 式 给 出 了 g(9) 的 无 偏 估计 的 方差 的 一 个 下 界 , 即 
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(3.10) 式 右边 .如 果 g 40) 的 某 个 无 偶 估 计 其 方差 正好 达到 了 

(3.10) 右 端 , 则 它 就 是 g40) 的 MVU 估计 ,这 不 等 式 的 成 立 有 一 

定 的 条 件 . 实 际 上 ,在 其 表述 中 ,就 包含 了 要 求 9J(Cz,6)《/3bg 和 

5 (0) 存 在 的 条 件 , 其 他 的 条 件 将 在 下 文 推 导 中 看 出 . 

记 

S= SCXX,0) = >JglogF(X ,9)/a6 
一 上 

二 -= 》， 2 全 /70) 

一 1 

因为 F(z,9) 为 密度 ,有 | F(z ,6)dz = 1 .两 边 对 0 求 导 ,并 假定 
(这 就 是 条 件 之 一 ) 左 边 求 导 可 搬 到 积分 号 内 ,有 

| [和 0) ) 1 -0 

因此 

E|| 2 人,9)] 

_ 上 (97z 9))Azo)dz 

= 妆 生僻 jd dz =0 (3.11) 

于 是 ,由 Xi，…,X。 的 独立 性 ,有 
Varo(S ) = > va (工交 ， :2 )   Jrx,9)] 

-Soc a 
一 可 [2 /Fn FUz,0)dz = zf(O0) 

按 第 三 章 定理 3.1 的 2 ,有 

[Cove(8,S)] 过 Varo(E)Vary(S) = ?TO)Vare(E) 

(3.12) 
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由 (3.11) 有 Eo(S)=0. 按 第 三 章 (3.2) 式 ,有 

Cove( 克 ， S)= 下 (89 ) 

= 小 上 | (zt [2 2 /rrg] 

:Tri 9)、dzli…dz， 

由 乘积 的 导数 公式 可 知 

>， [人 Ka] 下 Fa 

ALzlO) 7Czayp) 
00 

以 此 代 人 上 式 ,并 假定 对 0 求偶 导数 可 移 至 积分 号 外 面 ( 这 又 是 

一 个 条 件 屿 , 则 得 

Cos( 计 ,S) = 忆 | 玫 arm)7Gzb6) Fasb)dzrrdz 
但 上 式 右边 的 积分 就 是 Ee(&), 因 8 为 sg(6) 的 无 偏 估计 ,这 积分 就 

是 g(0). 故 上 式 右 边 为 g (6) ,因而 得 到 Cove( 训 ,S)=8 (9)， 以 

此 代 和 (3.12), 即 得 (3.10). 

不 等 式 (3.10) 是 瑞典 统计 学 家 五 .克拉 美和 印度 统计 学 家 C. 

R. 劳 在 1945 一 1946 年 各 自 独 立 得 出 的 , 故 文献 中 一 般 称 为 克拉 

美 一 劳 不 等 式 : 这 个 不 等 式 在 数理 统计 学 中 有 多 方面 的 应 用 ,此 处 

求 MVU 估计 是 其 中 之 一 . 

顺便 提 一 下 :(3.10) 中 了 00) 这 个 量 的 表达 式 (3.8) ,最 初 是 英 

国 统计 学 家 R.A. 费 歇 尔 在 20 年 代 提 出 的 ,后 人 称 之 为 “ 费 软 尔 

信息 量 ”. 此 量 出 现在 (3.10) 中 ,并非 偶然 的 巧合 .从 (3.10) 我 们 可 

以 对 为 什么 把 [6) 称 为 “信息 量 " 获 得 一 点 直观 的 理解 :T(0) 愈 

大 ,(3.10) 式 中 的 下 界 您 低 , 表 示 g(9) 的 无 偏 估计 更 有 可 能 达到 

较 小 的 方差 一 一 即 更 有 可 能 被 估计 得 更 准确 一 些 .g(0) 是 通过 样 

本 去 个 计 的 ,g(9) 能 估 得 更 准 ,表示 样本 所 含 的 信息 量 傅 大. 一共 

有 ?2 个 样本 ,如 把 总 信息 量 说 成 是 (3.10) 右 边 的 分 母 2T(0) , 则 
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-个 样本 正好 占有 信息 量 了 (26),I(9) 这 个 量 在 数理 统计 学 中 很 重 

要 ,有 多 方面 的 应 用 ,但 大 多 超出 本 课程 的 范围 . 

不 等 式 (3.10) 并 不 直接 给 出 找 MVU 估计 的 方法 . 它 的 使 用 

方式 是 : 先 要 由 直观 或 其 他 途径 找 出 一 个 可 能 是 最 好 的 无 偏 估 计 ， 

然后 计算 其 方差 ,看 是 否 达 到 了 (3.10) 式 右 端的 界限 , 若 达 到 了 ， 

就 是 MVU 估计 .同时 ,还 得 仔细 验证 不 等 式 推导 过 程 中 所 有 的 条 

件 是 否 全 满足 ,这 有 时 是 不 大 容易 的 ,在 以 下 诸 例 中 ,我们 都 略 去 

了 这 步 验证 . 

例 3.6 设 Xi,…，,X， 为 抽 自 正 态 总 体 N(b,c2) 的 样本 ,cc 

己 知 (因而 只 有 一 个 参数 6) ,要 估计 6. 本 例 

Atz,b) = (V3xo) -texp|- ia(z 一 0] 
因而 

co 2 

1(0)= (V55o) 点 (z -bjzemp|- 芭 (zz-9)] dz 

故 按 不 等 式 (3.10) ,6 的 无 偏 估 计 的 方 关 , 不 能 小 于 om. 而 X 是 

6 的 一 个 无 偏 估计 ,方差 正好 是 c2]z , 故 X 就 是 6 的 MVU 估计 . 

虽然 我 们 是 在 o 已 知 的 条 件 下 证 得 X 为 b 的 MVU 估计 ,但 

不 难 推 知 ,这 个 结论 当 co 未 知 时 也 对 .证 明 留 给 读者 (习题 23). 

例 3.7 指数 分 布 的 费 歇 尔 信 息 量 [(Ax ) 为 
oo 2 

了 (1) = | ( 文 -=] Me idz = 1 

故 耕 要 由 大 小 为 半 的 样本 去 估计 总 体 均 值 g()=1A，, 则 按 

(3.10) ,1AA 的 无 偏 估计 的 方差 不 能 小 于 

[g (AD)]ACarC)) 三 10 ) 

而 样本 均值 X 是 1AA 的 一 无 偏 估计 ,方差 正好 为 1/( 2). 故 X 是 

1 的 MVU 估计 . 

例 3.8 回 到 例 3.6. 若 均值 6 已 知 而 要 估计 方差 , 则 不 难 证 
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明 : 2 0) [2 是 co 的 MVU 估计 ,计算 留 给 读者 (在 计算 费 

软 尔 信息 量 时 ， 注意 要 把 .co 作为 一 个 整体 看 .可 以 引进 新 参数 
1 = ca 再 计算 ). 

如 果 0,c- 都 未 知 而 要 估计 co , 则 可 以 证 明 : 样 本 方差 S? 为 
o 的 MVU 估计 ,但 这 个 证 明 已 超出 本 方法 的 范围 之 外 . 

例 3.9 为 估计 均匀 分 布 R0,9) 中 的 参数 06, 在 例 3.5 中 引 

进 过 两 个 无 偏 估计 5 = 2 京 和 6; = max( Xi1,…,X，) ,并 证 明 
了 0， 优 于 0 .事实 上 可 以 证 明 :0， 就 是 0 的 MVU. 但 这 个 结论 不 

能 利用 不 等 式 (3.10) 去 证 明 . 这 是 因为 总 体 的 密度 函数 并 非 6 的 
连续 函数 . 它 有 一 个 间断 点 :0= (注意 :是 把 f(Cz,9) 中 的 z 国 

定 , 作 为 0 的 函数 时 的 间断 点 ) , 故 导 数 aF(z,0)M3g 非 处 处 存在 ， 

证 明 02 为 的 MVU 估计 要 用 另外 的 方法 ,此 处 不 能 讲 了 . 
下 面 举 一 个 离散 型 总 体 的 例子 . 

例 3.10 总 体 分 布 为 二 项 分 布 B(N,b 少 ) ,概率 函数 为 

(zz,) 二 [jea 力 )-z， 并 一 0,1，……,N 

Ne 9) 式 ) 

2 父 人 一 并 玫 访 ) = 2(] 一 EC- 人 ND) [一 )， (1 力 ) 

右边 这 个 和 不 是 别 的 , 正 是 总 体 方差 , 故 这 个 和 等 于 Np(1-- 思 ) 
(第 三 章 例 2.2). 因 此 

TD) = Nb (1 一 访 ) 
按 (3.10),z 的 无 偏 估计 (基于 大 小 为 ”的 样本 ) 的 方差 ,不 能 小 
于 21-z)MnN). 现 XZN 为 之 一 无 偏 估计 ,其 方差 为 

(X 的 方差 )[N2?= 总 体 方差 ziN2) = Np(1 - 站 )MCzND)2 

= 妨 (1 一 已) 人 ZN) 
因此 ,X7ZN 就 是 的 MVU 估计 . 

特别 当 六 =1 时 ,得 出 :用 频率 估计 概率 ”, 是 MVU 估计 .在 
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例 2.13 中 ,我 们 曾 求 出 的 中叶 斯 估计 (2.14) ,并 指出 过 它 与 频 

率 这 个 估计 比 , 可 能 有 某 些 优点 .这 就 看 出 :最 小 方差 无 偏 " 这 个 
准则 也 不 是 绝对 的 . 

例 3.11 仿 例 3.10 可 以 证 明 : 在 波 哇 松 分 布 P(A) 的 总 体 中 

估计 和,X 是 MVU 估计 .证 明 留 给 读者 . 

4.3.3 估计 量 的 相合 性 与 渐 近 正 态 性 

1. 相合 性 .在 第 三 章 中 我 们 曾 证 明 大 数 定理 .这 个 定理 说 : 若 
有 1， 入 >， ”3 X，， … 独 立 同 分 布 ， 其 公共 均值 为 0. 记 X， 一 

>, Xi]z , 则 对 任 给 s>0, 有 

limP(|X, -8>s)=0 (3.13) 

(在 证 明 这 个 定理 时 假定 了 X 的 方差 存在 有 限 . 但 我 们 曾 指 出 : 

方差 存在 的 条 件 并 非 必要 ). 

现在 我 们 可 以 从 估计 的 观点 对 (3.13) 作 一 个 解释 .我 们 把 
Xi,X2,…，,X, 看 作 是 从 某 一 总 体 中 抽出 的 样本 .抽样 的 目的 是 估 
计 该 总 体 的 均值 0. 概率 P(|X, -6 三 se) 是 :“ 当 样本 大 小 为 7 

时 ,样本 均值 X, 这 个 估计 与 真 值 b 的 偏离 达到 se 这 人 么 大 或 更 大 ” 
的 可 能 性 .(3.13) 表 明 : 随 着 ”的 增加 ,这 种 可 能 性 愈 来 愈 小 以 至 

趋 于 0. 这 就 是 说 ,只 要 样本 大 小 区 足够 大 ,用 样本 均值 去 估计 总 

体 均 值 ,其 误差 可 以 任意 小 .在 数理 统计 学 上 ,就 把 X, 称 为 是 6 的 
“相合 估计 ” .字面 的 意思 是 : 随 着 样本 大 小 的 增加 ,被 估计 的 量 与 
估计 量 逐 渐 “ 合 "在 一 起 了 . 

相合 性 的 一 般 定 义 就 是 这 个 例子 的 引伸 : 

定义 3.2 设 总 体 分 布依 赖 于 参数 9 ,6 ,g(61, ,9 ) 是 
0 之 一 给 定 函数 . 设 Xi , X; ,…,X, 为 自 该 总 体 中 抽出 的 
样本 , 工 Xi，…X) 是 g5(0,…，, 2) 的 一 个 估计 量 . 如 果 对 任 给 

e >0 有 

lim Po ,2 了 (XXX ) g(0 ,6 )| 之 e ) = 0 

《3.14) 
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而 且 这 对 (0 ,…,g) 一 切 可 能 取 的 值 都 成 立 , 则 称 (Xi ) 
是 g(91,…，6) 的 一 个 相合 估计 . 

记号 Py ，.。 的 意义 ,表示 概率 是 在 参数 值 为 (9 ,… ,入 ) 时 去 
计算 的 (参看 前 面 关于 记号 BE ,…。 的 说 明 ) .在 讲述 大 数 定理 时 
我 们 曾 引进 过 “ 依 概 率 收 剑 " 的 术语 . 使 用 这 个 术语 ,相合 性 可 简单 
地 描述 为 :如 果 当 样 本 大 小 无 限 增加 时 ,估计 量 依 概率 收敛 于 被 估 
计 的 值 , 则 称 该 估计 量 是 相合 估计 . 

相合 性 是 对 一 个 估计 量 的 最 基本 的 要 求 .如 果 一 个 估计 量 没 
有 相合 性 ,那么 ,无 论 样 本 大 小 多 大 ,我 们 也 不 可 能 把 未 知 参数 估 
计 到 任意 预定 的 精度 .这 种 估计 量 显然 是 不 可 取 的 ， 

如 同样 本 均值 的 相合 性 那样 ,常见 的 矩 估计 量 的 相合 性 ,都 可 
以 基于 大 数 定理 得 到 证 明 . 我 们 再 以 用 二 阶 中 心 矩 ma (7 ) 

- > (X -总 )]r 为 例 . 以 a 和 分别 记 总 体 的 均值 和 方差 ， 
5 三 ] 

注意 到 
Oox-oP= [COG- 雹 )+ (人 -oa)] 

1 二 1 

= > (XI 一 总 )2+7(X 一 ca) 
| 

117(7) 一 二 辣 (x --Q) 一 (XI 一 ch) 

依 大 数 定理 ， > (x - a)2]z 依 概率 收 伍 于 下 (X -ua)2=c2，, 而 

X， 一 a 依 和 概率 收 伍 于 0. 故 maz(2) 依 概率 收敛 于 o, 即 它 是 总 体 

方差 z“ 的 相合 估计 .因为 样本 方差 与 样本 二 阶 中 心 矩 只 相差 一 个 
因 了 于 ”2 一 1) ,而 当 2 一 co 时 这 个 因子 趋 于 1, 知 样本 方差 也 是 
总 体 方差 的 相合 估计 .这 样 可 以 证 明 :前 面 例子 中 的 许多 估计 都 有 
相合 性 . 

极 大 似 然 佑 计 在 很 一 般 的 条 件 下 也 有 相合 性 .其 证 明 比 较 复 
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杂 ,不 能 在 此 讨论 了 . 

2. 渐 近 正 态 性 .估计 量 是 样本 Xi,…，,X, 的 函数 ,其 确切 分 

布 要 用 第 二 章 2.4 节 的 方法 去 求 .除了 若干 简单 的 情况 以 外 ,这 党 

是 难于 实现 的 . 例如 ,样本 均值 可 算是 最 简单 的 统计 量 , 它 的 分 布 
也 不 易 求 得 . 

可 是 ,正如 在 中 心 极限 定理 中 所 显示 的 , 当 ?很 大 时 ,和 的 分 

布 渐 近 于 正 态 分 布 .理论 上 可 以 证 明 , 这 不 只 是 和 所 独 有 的 ,许多 

形状 复杂 的 统计 量 , 当 样 本 大 小 xz~~ce 时 ,其 分 布 都 渐 近 于 正 态 分 

布 .这 称 为 统计 量 的 “ 渐 近 正 态 性 ”至 于 哪些 统计 量具 有 渐 近 正 态 

性 ,其 确切 形式 如 何 , 这 都 是 很 深 的 理论 问题 ,在 我 们 这 个 课程 的 
范围 内 无 法 细 加 介绍 了 . 

估计 量 的 相合 性 和 渐 近 正 态 性 称 为 佑 计量 的 大 样本 性 质 . 指 

的 是 :这 种 性 质 都 是 对 样本 大 小 zco 来 谈 的 . 对 一 个 固定 的 7， 
相合 性 和 渐 近 正 态 性 都 无 意义 .与 此 相对 ,估计 量 的 无 偏 性 概念 是 

对 固定 的 样本 大 小 来 谈 的 ,不 需要 样本 大 小 趋 于 无 穷 . 这 种 性 质 称 

为 ”小 样本 性 质 .因此 ,大 小 样本 性 质 之 分 不 在 于 样本 的 具体 大 小 
如 何 ,而 在 于 样本 大 小 趋 于 无 穷 与 否 . 

4.4 区 间 估 计 

4.4.1 基本 概念 

如 前 所 述 ,点 估计 是 用 一 个 点 ( 即 一 个 数 ) 去 估计 未 知 参 数 . 顾 

名 思 义 ,区 间 估 计 就 是 用 一 个 区 间 去 估计 未 知 参数 , 即 把 未 知 参数 

值 估 计 在 某 两 界限 之 间 . 例 如 ,估计 一 个 人 的 年 龄 在 30 到 3S 岁 之 

间 ; 估 计 所 需 费 用 在 1000 一 1200 元 之 间 等 等 .区 间 估 计 是 一 种 很 
遂 用 的 估计 形式 ,其 好 处 是 把 可 能 的 误差 用 醒目 的 形式 标 出 来 了 . 

你 估计 费用 需 1000 元 ,我 相信 多 少 会 有 误差 .误差 多 少 ?” 单 从 你 
提出 的 1000 这 个 数字 还 给 不 出 什么 信息 ,你 车 估计 费用 在 800 一 
1200 元 之 间 , 则 人 们 会 相信 你 在 作出 这 估计 时 ,已 把 可 能 出 现 的 
误差 考虑 到 了 ,多 少 给 人 们 以 更 大 的 信任 感 . 
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