
  

杂 ,不 能 在 此 讨论 了 . 

2. 渐 近 正 态 性 .估计 量 是 样本 Xi,…，,X, 的 函数 ,其 确切 分 

布 要 用 第 二 章 2.4 节 的 方法 去 求 .除了 若干 简单 的 情况 以 外 ,这 党 

是 难于 实现 的 . 例如 ,样本 均值 可 算是 最 简单 的 统计 量 , 它 的 分 布 
也 不 易 求 得 . 

可 是 ,正如 在 中 心 极限 定理 中 所 显示 的 , 当 ?很 大 时 ,和 的 分 

布 渐 近 于 正 态 分 布 .理论 上 可 以 证 明 , 这 不 只 是 和 所 独 有 的 ,许多 

形状 复杂 的 统计 量 , 当 样 本 大 小 xz~~ce 时 ,其 分 布 都 渐 近 于 正 态 分 

布 .这 称 为 统计 量 的 “ 渐 近 正 态 性 ”至 于 哪些 统计 量具 有 渐 近 正 态 

性 ,其 确切 形式 如 何 , 这 都 是 很 深 的 理论 问题 ,在 我 们 这 个 课程 的 
范围 内 无 法 细 加 介绍 了 . 

估计 量 的 相合 性 和 渐 近 正 态 性 称 为 佑 计量 的 大 样本 性 质 . 指 

的 是 :这 种 性 质 都 是 对 样本 大 小 zco 来 谈 的 . 对 一 个 固定 的 7， 
相合 性 和 渐 近 正 态 性 都 无 意义 .与 此 相对 ,估计 量 的 无 偏 性 概念 是 

对 固定 的 样本 大 小 来 谈 的 ,不 需要 样本 大 小 趋 于 无 穷 . 这 种 性 质 称 

为 ”小 样本 性 质 .因此 ,大 小 样本 性 质 之 分 不 在 于 样本 的 具体 大 小 
如 何 ,而 在 于 样本 大 小 趋 于 无 穷 与 否 . 

4.4 区 间 估 计 

4.4.1 基本 概念 

如 前 所 述 ,点 估计 是 用 一 个 点 ( 即 一 个 数 ) 去 估计 未 知 参 数 . 顾 

名 思 义 ,区 间 估 计 就 是 用 一 个 区 间 去 估计 未 知 参数 , 即 把 未 知 参数 

值 估 计 在 某 两 界限 之 间 . 例 如 ,估计 一 个 人 的 年 龄 在 30 到 3S 岁 之 

间 ; 估 计 所 需 费 用 在 1000 一 1200 元 之 间 等 等 .区 间 估 计 是 一 种 很 
遂 用 的 估计 形式 ,其 好 处 是 把 可 能 的 误差 用 醒目 的 形式 标 出 来 了 . 

你 估计 费用 需 1000 元 ,我 相信 多 少 会 有 误差 .误差 多 少 ?” 单 从 你 
提出 的 1000 这 个 数字 还 给 不 出 什么 信息 ,你 车 估计 费用 在 800 一 
1200 元 之 间 , 则 人 们 会 相信 你 在 作出 这 估计 时 ,已 把 可 能 出 现 的 
误差 考虑 到 了 ,多 少 给 人 们 以 更 大 的 信任 感 . 
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现今 最 流行 的 一 种 区 间 估 计 理 论 是 原籍 波兰 的 美国 统计 学 家 

本. 奈 曼 在 本 世纪 30 年 代 建 立 起 来 的 .他 的 理论 的 基本 概念 很 简 

单 .为 书写 简单 计 , 我 们 暂 设 总 体 分 布 只 包含 一 个 未 知 参数 0, 且 

要 估计 的 就 是 9 本 身 . 如 果 总 体 分 布 包含 若 于 个 未 知 参 数 01 ，……， 

0 ,而 要 估计 的 是 g(0,…，,9.), 基 本 概念 并 无 不 同 .这 将 在 后 面 

的 例子 中 看 到 . 

设 Xi,…，,X, 是 从 该 总 体 中 抽出 的 样本 .所 谓 .2 的 区 间 估 计 ， 

就 是 满足 条 件 01(X1,…,X) 生 00(X ,XI) 的 两 个 统计 量 ， 

0 为 端点 的 区 间 [61,62]. 一 旦 有 了 样本 Xi,…，,X, ,就 把 0 估计 

在 区 间 [0(Xi,X),0(XI…,X)] 之 内 ,不 难 理解 ,这 里 有 : 
两 个 要 求 : 

1. 9 要 以 很 大 的 可 能 性 落 在 区 间 [0, ,9?] 内 ,也 就 是 说 ,概率 

Pi(OXD IIX) 雪 0 委 6，X)) (4.1) 

要 尽 可 能 大 . 

2. 估计 的 精密 度 要 尽 可 能 高 . 比方 说 ,要 求 区间 的 长 度 2. - 

6 尽 可 能 小 ,或 某 种 能 体现 这 个 要 求 的 其 他 准则 ， 

例如 , 估 一 个 人 的 年 龄 在 某 一 区 间 内 ,例如 [30,35] 内 .我 们 要 
求 这 估计 尽量 可 靠 , 即 该 人 的 年 龄 有 很 大 把 握 确 在 这 区 间 内 , 同 
时 ,也 要 求 区 间 不 能 太 长 :比如 ,估计 一 人 的 年 龄 在 10 一 90 岁 之 
间 ,当然 可 靠 了 ,但 精度 太 差 , 用 处 不 大 . 

但 这 两 个 要 求 是 相互 矛盾 的 .区 间 估 计 理 论 和 方法 的 基本 问 
题 ,莫不 在 于 在 已 有 的 样本 资源 的 限制 下 ,怎样 找 出 更 好 的 估计 方 
法 ,以 尽量 提高 此 二 者 一 一 可 靠 性 和 精度 ,但 终归 有 一 定 的 限度 . 
奈 曼 所 提出 并 为 现今 所 广泛 接受 的 原则 是 : 先 保证 可 靠 度 ,在 这 个 
前 提 下 尽量 使 精度 提高 .为 此 他 引进 了 如 下 的 定义 . 

定义 4.1 给 定 一 个 很 小 的 数 wc >0. 如 果 对 参数 0 的 任何 

值 ,概率 (4.1) 都 等 于 1- c, 则 称 区 间 估 计 [9,,22>] 的 置信 系数 为 
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] 一 w ， 

区 间 估 计 也 和 党 称 为 "置信 区 间 ” .字面 上 的 意思 是 :对 该 区 间 能 

包含 未 知 参 数 0 可 置信 到 何 种 程度 . 

有 时 ,我们 无 法 证 明 概 率 (4.1) 对 一 切 0 都 恰好 等 于 1- ua, 但 

知道 它 不 会 小 于 1- ay, 则 我 们 称 1-a 是 [6) ,0 ] 的 “置信 水 平 ”. 

按 此 ,置信 水 平 不 是 一 个 唯一 的 数 . 因为 , 若 概 率 (4.1) 总 不 小 于 
0.8, 那 它 也 总 不 小 于 0.7,0.6,… 等 .就 是 说 , 若 8 为 置信 水 平 , 则 
小 于 8 的 数 也 是 置信 水 平 ,置信 系数 是 置信 水 平 中 的 最 大 者 .在 

实用 上 ,人们 并 不 总 是 把 这 两 个 本 语 严 加 区 别 , 这 要 看 各 人 的 习 
惯 . 

定义 4.1 中 的 a ,一般 以 取 为 0.05 的 最 多 ,还 有 10.01,0.10， 

以 至 0.001 等 ,也 视 情 况 需 要 而 使 用 . 这 几 个 数字 本 身 并 无 特殊 意 
义 , 主 要 是 这 样 标准 化 了 以 后 对 造 表 方 便 . 

区 间 估计 理论 的 主要 问题 , 按 夺 曼 的 上 述 原则 ,就 是 在 保证 给 
定 的 置信 系数 之 下 ,去 寻找 有 优良 精度 的 区 间 估 计 . 而 这 个 “ 优 
恨 ,也 可 以 有 种 种 准则 .这 方面 现 已 有 了 一 些 结果 ,但 在 本 课程 范 
围 之 内 ,我 们 无 法 去 涉及 这 些 较 深 的 理论 问题 ,我 们 所 能 做 的 ,就 
是 从 直观 出 发 如 何 去 构 造 看 来 是 合理 的 区 间 估 计 . 这 就 是 下 面 两 
段 要 讨论 的 问题 . 

4.4.2 枢 轴 变量 法 

从 一 个 简单 例子 人 手 . 设 Xi ,X， 为 抽 自 正 态 总 体 N(A， 

0) 的 样本 ,已 知 ,要 求 wx 的 区 间 估 计 . 

先 找 一 个 六 的 良好 的 点 估计 .在 此 可 选择 样本 均值 广 . 由 总 
体 为 正 态 易 知 

v( 台 - oo NO (4.2) 
以 且 记 N(0,1) 的 分 布 函 数 . 对 0<B8<1( 一 般 是 8 很 小 ) ,用 方程 

定义 记号 wp. wp 称 为 分 布 N(0,1) 的 “上 8 分 位 点 ”其 意义 是 ; 
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N(0,1) 分 布 中 大 于 xs 的 那 部 分 的 概率 ,就 是 8. 图 4.2 中 画 出 的 
是 N(0,1) 的 密度 函数 p(z)= (V 球 ) 1e -72 的 图 形 , 涂 黑 部 分 
标 出 的 面积 为 8. 

上 8 分 位 点 的 概念 可 推广 到 任 
何 分 布下 :满足 条 件 F(us)=1- 8 的 

点 op; 就 是 分 布 函数 下 的 上 B 分 位 
Ai 下 点 .在 数理 统计 学 的 应 用 中 , 除 正 态 
一 7 一 分 布 外 ,* 统 计 三 大 分 布 "的 上 分 位 点 

很 常用 .以 后 ,我 们 分 别 用 z2(B8) ,tb 

图 4.2 (8) 和 已 (8) 记 自由 度 ”的 卡 方 
分 布 , 自 由 度 )” 的 上 分 布 ,以 及 自由 

度 为 (z ,zz ) 的 开 分 布 的 ELB8 分 位 点 ,这 些 都 有 表 可 查 . 
另外 ,读者 还 须 注 意 :在 有 的 著作 中 使 用 “下 分 位 点 ”, 分 布 函 

数 下 的 下 B 分 位 点 是 指 满足 条 件 F(zs) = B 的 点 zs. 上、 下 分 位 
点 之 间 的 换算 不 难 : 分 布下 的 B 下 分 位 点 ,就 是 其 1- 8 上 分 位 
点 . 当 分 布 到 的 密度 函数 三 关于 原点 对 称 ( 即 AL -xz)= F(z)) 时 ， 
玉 的 F、 下 8 分 位 点 上 只 相差 一 个 符号 ,本 书 以 后 只 使 用 上 分 位 点 . 

现在 回 到 w 的 区 间 估 计 问 题 .由 (4.2) 及 ws 的 定义 ,并 注意 
到 G(- 站 =1-@(t), 有 

PL- ua 有 委 va(X-Ap)M 生 wo)=@(wa)-@(-oeo) 

= (1-a2)-a2=1-wa 

此 式 可 改写 为 

P(X -opvV 委 /p 委 X+okpovvz)=1-a 

此 式 指出 

[20，] 二 [X- opvv 误 +opvv] 《4.4) 

可 作为 wx 的 区 间 估 计 , 置 信 系 数 为 1- w. 
由 这 个 例子 悟 出 一 种 找 区 间 估 计 的 一 般 方法 ,可 总 结 为 以 下 

几 条 : 
1 找 一 个 与 要 估计 的 参数 g(9) 有 关 的 统计 量 下 ,一 般 是 其 
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-良好 的 点 估计 (此 例 工 为 X); 

2 设法 找 出 工 和 g(9) 的 某 一 函数 S(T,g(9)) ,其 分 布下 
要 与 0 无 关 ( 在 此 例 中 ,SCT,g(0)) 为 VC(X- AAA)《Mc ,分 布下 就 

是 下 ).S 称 为 " 枢 轴 变量 ”; 

3” 对 任何 常数 ac<20 ,不 等 式 < 委 S(T,g(0)) 委 2 要 能 改写 

为 等 价 的 形式 4A 和 g(0) 委 B,A, 有 B 只 与 T,w<,p 有 关 而 与 9 无 关 ; 
4 ” 取 分 布 顾 的 上 a]2 分 位 点 rp 和 上 (1=- a2) 分 位 点 

1 -2 有 Fo)-FOi ao)=1-w. 因 此 

PUmi-e2 委 SGT,gsC0)) 委 op)=1 一 v 

根据 第 3 条 ,不 等 式 wl_-u.p 委 SG(T,g(0)) 委 wp 可 改写 为 A 云 

SO0) 广 已 的 形式 ,A,B 与 和 有 关 因 而 与 样本 有 关 .[4A, 刀 ] 就 是 g 
《9) 的 一 个 置信 系数 1-a 的 区 间 估 计 . 

现在 举 一 些 例子 来 说 明 这 个 方法 ,这 些 例 子 包 含 了 许多 常用 
的 重要 区 间 估 计 . 

例 4.1 从 正 态 总 体 Nu ,co:) 中 抽样 本 Xi Xi AL 和 oo 

都 未 知 , 求 wp 的 区 间 估 计 . 

A 的 点 估计 仍 取 为 样本 均值 X. 作为 枢 轴 变量 ,再 取 V7(X- 
Ap)《a 已 不 行 .因为 虽然 这 变量 的 分 布 N(0,1) 与 参数 无 关 , 但 因 
未 知 , 条 件 3 已 不 满足 . 现 把 c 改 为 样本 标准 差 S, 则 枢 轴 变量 一 
切 条 件 都 满足 了 ,因为 ( 见 第 二 章 (4.34)) 变 量 Vz(X- w)ZvS 服 
从 目 由 度 为 2 - 工 的 上 分 布 ,与 参数 无 关 . 由 此 出 发 用 4" ,并 注意 / 

分 布 密度 关于 0 对 称 因而 如 -1(1-a2)=-= 忆 -1(a2), 得 的 
区 间 估 计 

[ 广 - St i(a2)AVT + St (avV] (4.5) 
置信 系数 为 1- cx. 它 称 为 “一 样本 上 区 间 估 计 ” 

例如 ,为 估计 一 物件 的 重量 w, 把 它 在 天 平 上 重复 秤 了 S 次 ， 
得 结 末 为 (单位 为 克 ) 

5.52,5.48,5.64,5.51,5.43 
假定 此 天 平 无 系统 误差 且 随 机 误差 服从 正 态 分 布 . 则 总 体 分 布 为 
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N(wsc2z),w 即 未 知 的 重量 ,方差 c” 也 未 知 .算出 

X = (5.$2 + …S.43)7/S = $.$16 
  

并 _ 2 ，... _ 2 S=A/ 5 T[(3.32 -5.516) + 十 05.43 5.516)- ] 

二 了 0.02412 = 0.078 

查 表 , 知 如 (0.025$) =2.776. 以 这 些 数值 代 和 人 人 (4.5), 得 wz 的 置信 

系数 0.95 的 区 间 估 计 为 [$.419,5.613]. 
1$.419,$.613] 是 一 个 具体 的 区 间 ,Aw 是 一 个 虽然 未 知 ， 但 其 

值 确定 的 数 .1$.419,5.613] 这 区 间或 者 包含 ,或 者 不 包含 ,二 者 

只 居 其 一 .说 这 区 间 的 置信 系数 为 0.95, 其 确切 意义 应 当 是 : 它 是 

根据 所 有 的 数据 ,用 一 个 其 置信 系数 为 0.95 的 方法 作出 的 .可 见 

置信 系数 一 词 是 针对 方法 :用 这 方法 作出 的 区 间 估 计 ,平均 100 次 

中 95 次 确 包含 所 要 估计 的 值 .一 旦 算出 具体 区 间 ,就 不 能 再 说 它 

有 9S% 的 机 会 包含 要 估计 的 值 了 . 这 一 点 意义 上 的 理解 必须 分 

清 , 正 如 说 一 个 人 长 于 挑 西 瓜 : 他 挑 的 瓜 , 平 均 100 个 中 有 95 个 好 

的 . 某 天 他 给 你 挑 一 个 ,结果 或 好 或 坏 , 必 居 其 一 ,不 是 9$S% 的 好 . 

但 是 ,考虑 到 他 挑 瓜 的 技术 ,我 对 他 挑 的 比较 放心 ,这 就 是 置信 系 

数 . 

区 间 估 计 (4.5) 叫 做 一 样本 区 间 估 计 .“ 一 样本 ”是 指 这 里 只 

有 一 个 总 体 , 因 而 具有 一 组 样本 ,以 别 于 下 例 . 

例 4.2 设 有 两 个 正 态 总 体 , 其 分 布 分 别 为 N(Hpi,a-) 和 

N(pc) .注意 方 差 相同 . 设 pi ,wa ,ac 都 未 知 . 现 从 这 两 个 总 体 

分 别 抽出 样本 Xi,…，,，X, 和 了 Yi,…,Y， .要 求 Am- Am 的 区 间 佑 

计 . 

记 X 和 Y 分 别 为 X 和 Y 的 样本 均值 ,而 

-Oox- 2 + > (号 一 立 )2]12/ [二 万 二 7 
据 第 二 章 (4.36) 式 , 知 

T =/ (及 -一 ))7AS an 
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的 分 布 不 依赖 于 参数 vi , wa,c2. 它 适 合 于 作为 枢 轴 变 量 的 条 件 ， 
按 4 , 定 出 LI 及 2 的 区 间 估 计 为 

(又 - 立 ) - So wa(a2)A/ 三 二 到， 
7277Z 

过- 习 + So se)V 2 二 | (4.6) 
天 7 了 

置信 系数 为 1- a. 这 个 区 间 称 为 “两 样本 上 上 区间 估计 ”, 是 应 用 上 

常用 的 区 间 估 计 之 一 . 

如 考虑 上 例 , 设 有 另 一 物件 ,其 重量 pw 也 未 知 .在 这 周一 加 

天 平 上 秤 4 次 ,得 结果 为 

5$.45,5.40,5.34,5.51 

把 上 例 中 的 w 记 为 扣 . 因 是 同一 架 天 和 平 ,方差 不 变 . 要 对 两 物件 重 

量 之 差 wl - pa 作 区 间 估 计 . 可 用 (4.6). 算 出 

Y= (3$.45+…+5S.$1) 人 4 = 5.425 

>) (Yi -了 )2= (5.45 -5.425)2 + … 上 (3.51 - 5.425) j= 1 

= 0.01570 
结合 前 例 数 据 ,算出 

X-Y=-0.091,S = v0.02412 上 + 0.015707/V5+4 二 7 

= 0.075 

又 V (zt+7m)[ao 三 V9Z20=0.671. 取 w=0.05, 查 : 分布 表 得 
上 (0.025)=2.365. 把 这 些 都 代 人 (4.6) ,算出 由 - 的 区 交 估 计 
为 L -0.210,0.028] ,置信 系数 0.95. 

在 实际 问题 中 ,两 总 体 方 差 相 等 的 假定 往往 只 是 近似 成 立 . 当 
方差 之 比 接近 工时 ,用 (4.6) 产 生 的 误差 不 大 (这 里 的 “误差 ”一 词 
是 指 实际 的 置信 系数 与 名 义 的 置信 系数 1- ac 有 出 人 ). 如 果 差 别 
较 大 , 则 必须 假定 两 正 态 总 体 分 别 有 方 差 ci 和 地 ,oz 和 co 都 未 

知 . 在 这 样 的 假定 下 求 wa - /2 的 区 间 估计 问题 ,是 数理 统计 学 上 
一 个 著名 的 问题 , 叫 贝 伦 斯 - 费 鞭 尔 问题 . 因为 这 两 位 学 者 分 别 在 
1929 和 1930 年 研究 过 这 个 问题 ,他 们 以 及 后 来 的 研究 者 提出 过 
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- 些 解法 ,但 还 没有 一 个 被 公认 为 是 最 满意 的 . 

例 4.3 ”再 考虑 例 4.1, 但 现在 要 求 作 cz 的 区 间 估 计 . 

据 第 二 章 (4.33), 有 (7 -1)S27《a2 一 Xi -1. 于 是 (7 一 1)S27a2 
适合 枢 轴 变量 的 条 件 . 按 人, 得 co 的 区 间 估 计 为 

[CO -1DS2AX2 ia -1DS2]2 LaZ2)](4.7) 
置信 系数 为 1- c. 类 似 地 , 若 另 有 一 正 态 总 体 N(w,c 纪 及 从 中 抽 

出 的 样本 Zi ,YY 要 作 方 差 比 ct/o 的 区 间 估 计 . 记 S1 和 S4 

分 别 为 X1……,X。， 和 立 ,，…,Yw 的 样本 方差 , 按 第 二 章 (4.3$), 有 

(S3《c3)MCSt《Lci) 一 Fin 
即 1.S5《Si 一 局 1 其 中 =ci/o3. 于 是 得 到 枢 轴 变 量 . 按 
4 ,得 出 比值 4 的 置信 系数 1-xa 的 区 间 估 计 为 

[(SiZS 人 Fi 人 (1 一 a[2),(Si/S3) FT 1i(aA2)] 

(4.8) 
例 4.4 设 Xi,…,X, 为 抽 自 指数 分 布 总 体 的 样本 ,要求 其 

参数 1 的 区 间 估 计 . 

在 第 二 章 2.4.3 小 节 中 曾 证 明 2720 各 一 X2. 故 27AA 斑 可 作为 
枢 轴 变量 .由 4", 得 ) 的 区 间 佑 计 为 

[ X2(1- a]2)《M27 六 ),X 和 (ec2)M27 总 )] (4.9) 
置信 系数 为 1- w. 若 要 求 总 体 均值 1 的 区 间 估 计 , 则 为 

[2 XZLX2n(aZ2),272 各 [X2(1L -wx2)] (4.10) 
从 这 些 例子 可 以 看 出 " 松 轴 变 量 法 "这 名 称 的 由 来 . 拿 本 例 来 

说 ,变量 22X 起 了 一 个 “ 轴 心 ”的 作用 ,把 一 个 变量 ( 即 2 X) 介 
于 茶 两 个 界限 之 间 的 不 等 式 轻 轻 一 转 ,就 成 为 未 知 参数 4 介 于 某 
两 个 界限 之 间 的 不 等 式 . 

对 离散 型 变量 来 说 , 枢 轴 变量 法 不 易 使 用 .不 仅 由 于 满足 条 件 
L 一 4 的 枢 轴 变量 SCT,g(9)) 大 多 不 存在 ,即使 存在 了 ,由 于 其 
分 布下 为 离散 ,对 指定 的 68, 一 般 也 不 一 定 存在 确切 的 上 8 分 位 
点 .对 离散 型 总 体 的 参数 去 找 具 有 所 指定 的 置信 系数 的 区 间 估 计 
方法 ,超出 本 书 范围 之 外 .在 下 一 段 中 ,对 二 项 和 波 哇 松 分 布 参数 
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这 两 个 重要 情况 ,将 给 出 一 种 基于 极限 分 布 的 方法 . 

在 实用 中 ,除了 指定 的 置信 系数 外 ,往往 还 对 于 区 间 估 计 的 长 

度 ,或 其 他 某 种 反映 其 精度 的 量 , 有 一 定 的 要 求 .在 有 些 情况 下 这 
个 问题 比较 好 处 理 . 例 如 , N(w,o) 当 2 已 知 时 ,Aw 的 区 间 估 计 
(4.4) 的 长 为 2ouup2 人 7 .为 要 使 这 个 长 度 不 超过 指定 的 工 >0, 只 

须 取 ?2 为 不 小 于 (2cx pp 人 ) 关 的 最 小 整数 即 可 . 

对 例 4.3 正 态 分 布 方差 或 方差 比 的 估计 ,由 于 方差 本 身 的 意 

义 , 在 实际 问题 中 ,考虑 估计 值 与 它 相 差 多 少 倍 ,往往 比 考 虑 估计 

值 与 其 差 的 绝对 值 更 好 . 这 就 要 求 , 例 如, 区间 (4.7) 的 右 端 不 超过 

左 端的 区 倍 (区 >1)，, 即 

Xi(a2)M21(L -wa]2) 云 二 

在 给 定 了 工 之 后 ,可 以 查 X 分 布 表 , 找 一 个 最 小 的 m 使 上 式 成 立 
即 可 .对 方差 比 的 情况 ,以 及 指数 分 布 参数 和 (或 1 ) 的 情况 ,也 
完全 类 伏地 处 理 . 

对 上 区 间 估 计 , 则 情况 不 同 . 拿 一 样本 夺 区间 估 计 (4.5) 来 说 ， 
其 长 2St 1i(a2)Wa 与 S 有关, 而 S 与 样本 有 关 , 故 无 法 决定 这 

样 一 个 2 它 能 保证 在 任何 情况 下 都 有 2Sz，;(a2)M7 委 . 

1945 年 ,美国 统计 学 家 斯 泰 因 提出 了 一 个 “两 阶段 抽样 的 方法 来 
解决 这 个 问题 : 先 抽出 样本 Xi,…，,X, ,算出 样本 标准 差 S 如 前 . 

根据 S 的 大 小 决定 追加 抽样 的 数目 :S 愈 大 ,追加 抽样 次 数 愈 多 . 

具体 公式 如 下 : 先 引进 记号 [fc ] = 不 超过 au 的 最 大 整数 ,例如 
13.12j=3,[2]j=2 等 ,追加 抽样 次 数 的 公式 为 

0, 若 ，[4b-i(a2)S2AL21+1 

的 上 -1- [44-1(aZ2)SO] ,其 他 情况 

记 原 有 样本 和 追加 样本 全 体 的 样本 均值 为 X , 则 可 以 证 明 ,长 为 二 
的 区 间 估计 [X- 工 己 ,X+ 工 己 ] 有 置信 系数 1 w 

4.4.3 大 样本 法 

大 样本 法 就 是 利用 极限 分 布 ,主要 是 中 心 极限 定理 ,以 建立 枢 
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轴 变 量 , 它 近似 满足 枢 轴 变 量 的 条 件 2 .最 好 通过 例子 来 说 明 . 

例 4.5 某 事件 4 在 每 次 试验 中 发 生 的 概率 为 如. 作 )” 次 独 
立 试验 ,以 Y, 记 A 发 生 的 次 数 ,要 求 户 的 区 间 估 计 . 

设 2 相当 大 , 则 按 定 理 4.3, 近 似 地 有 (YY -- 7 力 )[w zzp(1 一 轧 ) 

一 N(0,1). 于 是 (YY, -zzp)XvVzazp(=-b) 一 NO0,1) 可 取 为 枢 轴 变 

量 . 由 

PP( -zzp 近 (0(Y, 一 ))/VAO0T 力 云 xuo2)sz1 一 wa 

(4.11) 

可 改写 为 

P(A 过 pp 二 B)、1-a (4.12) 

其 中 A, 虽 是 二 次 方程 

(7 一 ?2) [ap bp)) = 
的 两 个 根 , 即 

  

  

4 取 负 号 ,已 取 正 号 ,多 = YA]7z 

因为 (4.11) 和 (4.12) 只 是 近似 的 , 故 区 间 估 计 [A,B] 的 置信 
系数 ,也 只 是 近似 地 等 于 1- vc. 当 ?7 较 大 ,例如 230 时 ,相去 不 

远 , 实 际 上 ,2 太 小 时 , 找 的 区 间 估 计 意 义 不 大 .因为 这 种 区 间 

者 失 之 过 长 ,实际 意义 不 大 .这 可 由 下 面 的 分 析 看 出 :由 于 0 委 3 云 

1, 记 (1 一 方 ) 的 最 大 值 可 为 14. 这 时 ,区 间 [4A,B] 之 长 ,在 把 六 (1 

- 方 ) 改 为 1M4 后 ,为 za . 取 w=0.05, 有 凡 =1.96， 
右 要 求 这 区 间 之 长 不 超过 0.3( 这 是 一 个 很 低 的 要 求 ) ,必须 1.96/ 

V7+(1.96) 委 0.3. 算 出 7 至 少 应 为 39. 可 以 看 出 :在 试验 次 数 
2 低 于 40 时 , 求 之 的 区 间 估 计 没 有 多 大 实用 意义 . 

例 4.6 设 Xi,…,X，, 为 抽 自 有 波 畦 松 分 布 P(A) 的 总 体 的 
样本 , 求 的 区 间 估 计 . 
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记 Y,=XiI+…+X 设 ?2 相当 大 ,注意 到 波 哇 松 分 布 的 均 

值 方差 都 是 4 ,由 第 三 章 定理 4.2, 知 (Y, - zi)/V 需 近似 地 有 分 
布 N(0,1). 仿 前 例 的 做 法 , 即 得 到 1 的 区 间 估 计 [A,B]j,A,B 为 

二 次 方程 

( 妈 一 AD) = 7Azx2D 

的 两 根 , 即 

A;B=X+apA22) 圭 zipPpV apA4722) 十 XA 

(4.14) 

  

A 取 负 号 , 吾 取 正 号 ,X= Y jz 

例 4.7 设 某 总 体 有 均值 0 ,方差 c.0 和 co2 都 未 知 , 从 这 总 

体 中 抽出 样本 XI1,…,X，, ,要 作 6 的 区 间 估 计 . 

因为 对 总 体 分 布 没 有 作 任 何 假定 ,要 作出 满足 条 件 一 4" 的 

枢 轴 变量 是 不 可 能 的 .但 是 , 若 相当 大 , 则 据 中 心 极限 定理 (第 

三 章 定理 4.2), 有 Vz(X-6)《M~N(0,1). 但 此 处 c 未 知 , 仍 不 
能 以 vz(X-0)ve 作为 枢 轴 变量 .因为 ”相当 大 ,样本 均 方差 S 

是 ca 的 一 个 相合 估计 , 故 可 近似 地 用 S 代 c ,得 

Vza(X-0)XS 一 NO,T) 

由 此 就 不 难得 出 b 的 区 间 估 计 

[X -- Susp/ ,X 十 Srp/v ] 

它 的 置信 系数 , 当 ? 相当 大 时 ,近似 地 为 1- wx. 近似 的 程度 如 何不 

仅 取 决 于 ?7 的 大 小 ,还 要 看 总 体 的 分 布 如 何 . 

例 4.8 考虑 在 例 4.2 中 提出 的 贝 伦 斯 - 费 歇 尔 问题 :Xi， 

…，,X，, 是 从 正 态 总 体 NCw,ci) 中 抽出 的 样本 , Yi ,……,Y， 是 从 正 
态 总 体 N(pa ci) 中 抽出 的 样本 ,要 求 xi - ws 的 区 间 估 计 . 

在 本 例 中 有 

[LOX 一 ) -CAa)]AV GT~ N(0,D 
(4.15) 

这 里 没有 近似 :分 布 是 严格 成 立 的 .但 是 ,由 于 ci,c, 未 知 ,(4.15) 
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并 不 构成 枢 轴 变量 .如 果 ,mm 都 相当 大 , 则 of 和 oz 分 别 可 用 X 

样本 的 样本 方差 St 和 Y 样 本 的 样本 方差 S5 近似 地 代替 之 ,得 

[( 和 -了 ) - (pa)]/AS3 TS2 六 ~ N(0,H) 

(4.16) 

与 (4.1S) 不 同 ,(4.16) 只 是 近似 而 非 严 格 .(4.16) 可 作为 枢 轴 变 

量 ,而 得 出 wi - ma 的 区 间 估 计 . 当然 ,其 置信 系数 只 是 近似 的 . 

例 4.5 一 4.8 所 导出 的 区 间 估 计 , 叫 “大 样本 区 间 估 计 ”. 一 般 

如 果 一 个 统计 方法 是 基于 有 关 变 量 的 当 样 本 大 小 2 很 大 时 的 极 

限 分 布 , 则 称 这 一 统计 方法 为 "大 样本 方法 ”. 反 之, 若 依据 的 是 有 

关 变 量 的 确切 分 布 , 则 称 为 “小 样本 方法 ”如 例 4.1- 一 4.4 导出 的 

区 间 估 计 就 是 小 样本 区 间 估 计 . 这 不 在 于 ”多 大 多 小 :在 例 4.1 一 

4.4 中 ,即使 样本 大 小 2 = 10”, 仍 是 小 样本 方法 .对 例 4.5 而 言 ， 

因 使 用 的 是 极限 分 布 ,即使 2 = 40, 仍 算是 大 样本 方法 ,不 言 而 喻 ， 

大 样本 方法 只 有 在 样本 大 小 较 大 时 才 宜 于 使 用 . 

4.4.4 置信 界 

在 实际 问题 中 ,有 时 我 们 只 对 参数 0 的 一 端的 界限 感 兴趣 . 

例如 ,6 是 在 一 种 物质 中 某 种 杂质 的 百分率 , 则 我 们 可 能 只 关心 其 

上 界 , 即 要 求 找到 这 样 一 个 统计 量 9 ,使 16 委 21 的 概率 很 大 . 6 就 称 

为 0 的 置信 上 界 (或 上 限 ). 又 如 ,6 是 某 种 材料 的 强度 , 则 我 们 可 

能 只 关心 其 下 界 , 即 要 求 找 到 这 样 一 个 统计 量 2 ,使 10 兰 01 的 概率 

很 大 .2 就 称 为 0 的 置信 下 界 ( 或 下 限 ). 下 面 给 出 正式 的 定义 ,为 行 

文 简单 ,就 以 一 个 参数 6 的 情况 为 例 . 

定义 4.2 设 Xi,…,X, 是 从 某 一 总 体 中 抽出 的 样本 ,总体 

分 布 包含 未 知 参数 0,0=0(X…,X) 和 0=0(X,…,X ) 都 是 

统计 量 ( 它 们 与 6 无 关 ) , 则 

1. 若 对 6 的 一 切 可 取 的 值 有 

Pi(6OCXIX) 二 0)=1-a (4.17) 
则 称 6 为 6 的 一 个 置信 系数 为 1- a 的 置信 上 男 ; 
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2. 若 对 4 的 一 切 可 取 的 值 有 
Pi(OUXIX)s0)=1-a (4.18) 

则 称 6 为 的 一 个 置信 系数 为 1- a 的 置信 下 界 . 
把 (4.17) 与 (4.18) 与 区 间 估 计 的 置信 系数 定义 去 比较 ,看 出 : 

和 曾 信 上 、 下 界 无 非 是 一 种 特殊 的 置信 区 间 ,其 一 端 为 ce 或 - co . 因 
此 ,前面 用 于 求 区 间 估 计 的 方法 ,都 很 容易 平行 地 移 至 此 处 . 例如 ， 

找 N(Hp, oz) 的 均值 wx 的 置信 下 界 ,假定 c2 已 知 ,以 
vi( 广 -wx)/e 为 枢 轴 变量 ,其 分 布 为 N(0,1). 有 

P(V(X-Ap/c 委 we)=1-v 

此 式 可 改写 为 
P( 三 Xu 7)=1-a (4.19) 

把 (4.19) 与 (4.18) 比 较 , 即 知 X- wu/ 为 六 的 一 个 置信 下 界 ， 
置信 系数 为 1- a. 将 这 个 方法 用 于 以 前 讨论 过 的 诸 例 ,得 出 一 些 
署 信 上 .下 界 的 结果 ,例如 (记号 均 见 有 关 各 例 ); 

1. 例 4.1 ww 的 置信 上 下界 分 别 为 ( 正 号 为 上 界 ) 
X+ St il(a)/ 

2. 例 4.2 Ai 一 As 的 置信 上 、 下 界 分 别 为 ( 正 号 为 上 界 ) 

(X 一 Y) 圭 Sirm 2(a) 灾 一 于 
7 

3. 例 4.3 2 的 置信 上 界 为 (2 -1)S27Xa-1(1-a), 下 界 为 
(7 一 1)S27X2 -1(u) 

以 上 置信 系数 都 是 1 - c ,其余 各 例 都 与 此 类 似 ,我 们 注意 到 
-点 :在 置信 区 间 中 的 < 在 这 里 都 被 c 取代 . 这 是 由 于 区 间 估 

计 是 双 侧 的 . 共 为 w 的 概率 由 两 边 均 分 ,各 占 w/2. 而 置信 界 则 是 
单 侧 的 . 

4.4.5 贝 叶 斯 法 

用 贝 叶 斯 法 处 理 统计 问题 的 基本 思想 ,已 在 4.2 节 4.2.4 中 
前 述 过 了 .用 它 来 处 理 区 间 估 计 问 题 ,概念 上 和 做 法 上 都 很 简单 : 
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沿用 4.2 节 4.2.4 中 的 记号 .在 有 了 先 验 分 布 密度 (2) 和 样本 

Xi ,…,X, 后 ,算出 后 验 密 度 A(0| Xi ，…,X,) .再 找 两 个 数 0 ,6， 

都 与 Xi ,…,X 有关, 使 

5 elXx)dg=1-a (4.20) 

区 间 [01 ,22>] 的 意思 是 :在 所 得 后 验 分 布 之 下 ,6 落 在 这 区 间 内 的 

概率 为 1- c. 因 此 ,[b1 ,062] 可 作为 9 的 一 区 间 估 计 , 其 后 验 信 度 
为 1-a. 后 验 是 指 “ 有 了 样本 以 后 "的 意思 .因此 ,所 谓 “ 后 验 信 
度 为 1-w， 可 以 解释 为 :在 已 有 了 样本 以 后 ,我 对 区 间 

[6 ,52 ] 能 包含 未 知 参 数 6 的 相信 程度 为 1- w. 这 与 奈 曼 理论 中 
的 置信 系数 的 含义 相似 ,但 理论 观念 上 有 别 .因为 这 里 整个 架构 根 
本 不 同 . 

如 果 要 找 贝 叶 斯 上 下 界 , 则 只 须 把 (4.20) 分 别 改 为 

| Re)dg = Ta( 上 界 ) (4.21) 

| ex 46 = 1 - vc( 下 界 ) (4.221 

对 (4.20) 而 言 还 有 一 个 问题 :满足 条 件 (4.20) 的 61,6, 很 多 ,如 何 

决定 一 对 ? 一 般 是 以 使 - 62 最 小 为 原则 *( 也 可 以 是 使 5276i 
最 小 ,这 要 看 参数 的 性 质 与 实际 问题 中 的 要 求 如 何 而 定 ). 下 面 将 
通过 例子 解释 这 一 点 . 

例 4.9 考虑 例 2.14. 在 该 例 中 所 规定 的 先 验 分 布 之 下 , 找 6 

* 另 一 种 可 取 的 方法 是 找 6 , ,9 ，, 使 

5 _ 
| PC XI,X)dag = w2， |: ANNAX dg = 7 加 
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的 区 间 佑 计 . 

在 该 例 中 已 找 出 0 的 后 验 分 布 为 Ni, 六) 六 分 别 由 
(2.17),(2.18) 决 定 , 这 个 密度 函数 在 夺 点 处 达到 最 大 值 , 然 后 在 

两 边 对 称 地 下 降 . 由 此 易 见 ,如 要 找 5, 和 6 满足 (4.20) 式 , 它 只 

有 在 6 ,56; =t+c 时 才能 使 6。- 6， 最 小 .由 正 态 分 布 即 知 ,c 必须 
取 为 Wisp .于 是 得 出 贝 叶 斯 区 间 估 计 

[一 Mpaepst 二 We 

其 后 验 信 度 为 1- w. 
例 4.10 “考虑 例 2.13. 在 此 已 求 出 当 取 尽 (0,1) 为 先 验 分 布 

时 ,的 后 验 密度 为 

六 ( 记 | XXX ) 

=z(1-b)nY7MBCXT+T1 -XXX+1);0 委 妆 1(4.23) 

要 找 方 1; ,六 > ,使 

人 or- prxdppCX+La-X+D=1-a 
力 

并 使 ?2 一 1 最 小 ,问题 就 麻烦 些 .(4.23) 
的 图 形 大 致 如 图 4.3. 它 在 点 户 =Xvz 处 
达到 最 大 ,然后 往 两 边 下 降 . 故 只 有 图 中 
c,d 那 种 对 子 , 才 能 使 C- < 最 小 . 方法     
是 : 先 在 Xzz 左边 取 定 一 个 值 c .由 方程 oO cxmd 1 也 

c(1 C)z 人 一 6 一 态 )? 

以 户 为 未 知 量 , 解 出 户 = 了 .从 图 4.3 看 国 4.3 
出 ,q 必 大 于 XAz .计算 积分 

区 

| ax- errxapCX+ELn -X+)=A 

若 A>1-a, 表 示 c 取得 太 小 .车 4A<1-v, 则 表示 <c 取得 太 
大 .经 过 几 次 调整 后 即 可 找到 足够 接近 的 近似 值 . 

与 奈 曼 的 理论 相 比 ,我 们 看 出 ,这 里 求 区 间 估 计 的 过 程 容易 多 
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了 .固然 ,在 寻找 适合 (4.20) 的 h 和 6 时 ,往往 计算 很 繁 ,但 并 无 

原则 困难 ,用 计算 机 也 很 容易 实现 .但 用 奈 曼 的 方法 , 则 涉及 到 克 

烦 的 分 布 问题 .如 例 4.1 一 4.4 这 几 个 例 , 就 基于 有 关 的 统计 量 服 

从 上 分 布 , 卡 方 和 下 分 布 等 .这 不 是 常 有 的 情况 ,而 只 是 少见 的 几 

个 特例 (幸好 这 几 个 特例 在 实用 中 用 得 很 多 ). 往 往 由 于 分 布 问题 

无 法 解决 ,而 只 好 求助 于 大 样本 理论 .实用 上 往往 样本 不 很 大 ,使 

我 们 对 由 此 而 产生 的 误差 ( 即 实际 的 置信 系数 与 名 义 的 置信 系数 
的 距离 ) 不 甚 了 然 . 贝 叶 斯 方法 不 存在 这 些 问题 . 当然 , 贝 叶 斯 方法 
有 其 自身 的 问题 , 即 先 验 分 布 如 何 定 , 这 一 点 我 们 在 前 面 已 提 过 
了 . 

习题 

1. 设 Xi，…,X, 是 抽 自 负 一 项 分 布 的 样本 , 求 /的 矩 估计 与 极 大 似 然 
估计 

2. (a) 设 cl,…,a 是 却 个 实数 ,定义 函数 A(a) = 1。 -4 | .证 

明 : 当 < 为 ai,…,a 的 样本 中 位 数 ( 见 4.29) 式 ) 时 ， hk) 达到 最 小 值 (b) 

设 Xi，…，,X， 及 数 荆 。 1. 中 抽出 的 样本 (这 个 分 布 叫 拉 
普 拉 斯 分 布 ) , 求 参 数 6 的 矩 估 计 与 极 大 似 然 估计 . 

3. 设 Xi，…,X， 为 抽 自 均匀 分 布 尺 (9,29) 的 样本 , 求 6 的 矩 估计 与 极 

大 似 然 佑 计 . 

4.《〈a) 证 明 

(ziaya) = (V3ro3) (六 一 azexp| - 5i(z- oj 

一 oo 所 工 妇 co 

作为 zx 的 函数 是 概率 密度 ,其 中 a,o 为 参数 ,- co<a<co,c>0. 

(b) 设 XI，……X， 为 抽 自 此 总 体 的 样本 , 求 <c 和 2 的 矩 估计 . 

(c) 列 出 e,c” 的 极 大 似 然 估 计 所 满足 的 方程 ,并 指出 一 种 琵 代 求解 的 
方法 . 

5. 设 X 为 抽 自 波 蛙 松 分 布 忆 (MA) 的 样本 (样本 大 小 为 1) ,参数 》 有 上 先 验 
密度 RA)=e“( 当 和 >0.p()=0 当 As0). 试 求 的 贝 叶 斯 估计 . 
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