
  

ECOOD= | y 玉 (>)dy = EC 人 | ZLzi)dzl 

0 

+ zznDadzj= 开 (X2?) 瑟 (XI1) 

第 四 章 

2.(a) 只 须 注 意 : 若 cl<c, 则 g(a)=|c-al+ilcr-al 当 
且 仅 当 ci 委 vc 委 c, 时 达到 最 小 值 c; -ci . 故 如 把 al ，…a， 按 由 小 

到 大 排列 为 ad 委 aO… 委 ao , 则 将 AL(a) 写 为 > ， ac 一 al| 一 

7 = 上 

(ao-al+lao-al)+(ao-al+lao-bn-al)+… 后 ， 

可 以 看 出 :为 使 此 式 达 到 最 小 ,a 必须 落 在 下 述 这 些 区 间 的 每 一 个 

之 内 :La ,aojlaoao-D aa 如 本 为 奇 
数 ,适合 这 条 件 的 唯一 的 a 是 altrvn2 :如 关 为 偶数 则 [a 

aa2+rlj 中 任 一 数 a 都 适合 这 条 件 . 不 论 在 何 情况 ,样本 中 位 数 

总 在 其 列 . 

(b) 极 大 似 然 估 计 直 接 由 (a) 得 出 ,为 样本 中 位 数 ,和 抢 估 计 为 

及 . 

3. 总 体 均 值 为 397 2, 故 矩 估 计 为 2X .样本 (XI …,X，) 

的 似 然 函数 为 

09- ", 当 8 乏 min(X) 近 max(X) 雪 29 

人 ro 二 10 其 他 情况 
可 看 出 极 大 似 然 信 计 为 二 max( Xi ，X)， 

4. 因为 积分 

| eee(- 赤 -ed 
是 Na,o2) 的 方差 ,为 ca , 故 立即 看 出 FFCziadya) 为 概率 密度 函 

数 .由 对 称 性 知 此 分 布 均值 为 a , 故 a 的 矩 估计 为 入 .此 分 布 的 方 

差 为 3o2, 故 得 oz 的 扼 估 计 为 5 -六   
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取 似 然 函 数 的 对 数 ,分别 对 ww 和 c 求 偏 导数 ,得 到 决定 极 大 似 

然 佑 计 的 方程 组 
A 1 

和 元   -并 (又 -ao) =0 () 
G 

到 阅 0 - ca) (2 ) 

一 个 至 代 解法 是 : 先 给 定 的 亲生 值 。( 人 ao= 荧 ,但 必须 广 

天 X; 对 任何 门 ,由 (1) 式 解 出 于 之 值 ci 以 o=oi 代 入 (2) 式 解 

出 a 的 下 一 个 值 al( 这 是 一 个 a 的 二 次 方程 ) ,以 wa=at 代 入 (1) 

解 出 c2 的 下 一 个 值 of;. 继续 下 去 直到 (ao ) 与 (aiyotl) 之 
差别 小 于 指定 界限 为 止 . 

$. 先 算出 

| ee 7AXIdA = 10231 XXX 二 0,1,2,… 

即 知 4 的 后 验 密度 为 24+le 2 7X1 .其 均值 , 即 (X+1) 和 为， 

的 贝 叶 斯 估计 . 

4 的 MVU 估计 为 X. 当 X 取 大 值 ( 具 体 说 ,X 盖 2) 时 , 它 大 于 

贝 叶 斯 估计 (X+1)Z2. 请 解释 一 下 其 原因 

6. 先 算出 样本 (Xi ，…X，, ) 的 边缘 密度 

| neveresd = (7 十 1)1AL 二 宛 生 72 

由 此 算出 ) 的 后 验 密度 的 均值 为 

1C1+72X)2+2A7 十 1)1 中 ee8dn 

= (7? 十 2)A(1 十 7 X ) 

这 就 是 4 的 贝 叶 斯 估计 .你 对 这 个 估计 与 通常 估计 比较 ,有 和 何 
评述 ? 

7.(a) 考 虑 N+1 个 球 , 自 左 至 右 排 成 一 列 ,如 图 6. 现 要 从 其 
N+i 中 拿 出 ， +1 个 , 拿 法 有 | ， 种 .将 合法 作 如 下 的 分 解 :固定 列 
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Q 六 十] 

由 6 

中 的 第 m +1 个 球 ac. 将 a 拿 出 ,并 在 a 左边 拿 出 z 个 

7 
入 一 

[全 法 有 | 种 | ,在 。 右边 拿 由 "一 工 个 [ 拿 法 有 | ”| 种 | 
1 人 属 

  

本 

因此 这 样 的 拿 法 有 | ) j 和 和 -再 让 。 由 位 置 工 流动 到 N+ 
人 77 

1( 刀 由 0 到 六 ). 所 得 出 的 拿 法 显然 无 相 重 的 并 无 遗漏 的 .由 此 得 

出 所 给 的 组 合 等 式 . 

(b) 在 所 给 先 验 分 布 之 下 ,X 的 边缘 分 布 为 

P(X= xz)= >VP(OM = 有 )P(X = 工 ) 
玉 二 0 

ET 7 b20A 并 人 八 2 一 工 

NIIN+1l 1 

[人 中 7 十 | 7 十] 

z=0,1,…,. 如 此 得 到 M 的 后 验 分 布 为 

人 
  

. 1 二 0 1 ……，,N 

此 分 布 之 均值 , 即 

人 + 11AN 一 7 N 

00 = 革 寺 人 () 们 二 2 (3 

为 M 的 贝 叶 斯 估计 .上 式 中 的 和 等 于 

人 5 二 人 放 一 人 净 
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后 交 | 仙 交 生 

工 十 1 7 二 1- 人 (+1) 

证 明 的 组 合 公式 ,(4) 中 的 两 个 和 ,分 别 等 于 | 

第 一 项 可 化 为 (zt1)[ ) .四 此 ,由 (a) 中 

23](z+D 和 
二 

72 十 二 

V+1l 、 、 更 

| ，| 小 以 此 代入 (3) 式 并 化 简 , 即 得 所 要 的 结果 
了 

8. 考虑 先 验 密 度 加 (1- 2) (可 以 是 广义 的 ). 得 到 贝 叶 斯 估 

计 为 (z+a+)Az+tae+p+2), 取 aa=c--10=c 一 cc 一 1 即 可 . 

9.(ajX(CX-1l)vMaz 人 (2 -1)].(b) 若 方 (X) 为 gr(p) 的 无 偏 估 

计 , 则 

g( 们 = BE = 5 人 和 0- 人 7 
而 右边 为 训 的 不 超过 2” 阶 的 多 项 式 .由 此 可 知 , 像 e 2 ,1A1+7) 

等 ,都 没有 无 偏 估 计 . 还 有 一 个 有 趣 的 事实 : 令 gl(2) = ， 
ga:(D)= 加 ,83(b)= 加 1 则 gp),eg(2D) 都 有 无 偏 估 计 ( 见 

《c)) ,但 SiCpP) gz(D)= gb) 则 没有 .(e) 只 须 证 明 : 对 任何 自然 

数 & 委 2 ,办 有 无 偏 估计 .直接 验证 :大 的 无 往 估 计 就 是 X(CX=-1) 

…(X-A+l)Aa(a -1)…(72 一 R+T)]: 

开 [IXCOX--1)…(X 一 RAR+1l)M2 一 1)…(2 一 有 十 1)] 

二 > [ii 一 1 一 有 R+1)AM 一 1 一 玉 二 TD) 

7 jz 一 力 ) 

= 之 [全 上 Al 一 户 ) 

1 二 
一 2 ja 轧 )” 

1=0 7 一 

令 1-R 三 7 一 有 =) ,上 上 式 成 为 中 jwa 一 旋 ) 7 三 扩 . 
J=0 JJ 

10. 依 第 二 章 23 题 ,min(X1,，……,X) 与 0-max(XI，…，X，) 
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辣 分 布 .因此 二 者 之 均值 相同 ,由 此 得 
已 [min( Xp,X) +max( XXX )] = 0 

这 证 明了 (a). 又 由 第 二 章 22 题 知 min( Xi ，… ,X ) 的 概率 密度 为 
各 人 -各 ) ( 当 0<z<8, 此 外 为 0), 其 均值 为 6/(m+1) .由 
此 可 知 , 令 CC,=72+1, 则 C,min(X，,X) 为 0 的 无 人 往 估 计 . 这 

证 明了 (b) .为 证 (c), 只 须 算出 Var(Cmin(Xi，…,X)) = (7 十 

>7 (2 ， 六 Vi 2 2? 1D? 三 人 -各 dz -pb -= apAz+2) 与 例 3.5 比 较 即 

得 ( 问 : 由 Cnmin(X1,，……，,X，) 的 方差 表达 式 看 出 这 个 估计 之 不 合 
  理 处 ,在 什么 地 方 ? 2 愈 大 ,其 方差 非但 不 下 降 ,反而 上 升 , 即 

样本 愈 多 ,估计 误差 愈 大 了 ). 

11.(a) 有 

E[B(z)]= > 30)S = em 
得 四 

> 500) 广 - -六 ,因此 Bi) = (一 1) 

估计 了 不依 理 虽然 个 公理 的 估计 可 服 力 。 
12. 利用 忆 (YXY2 ) = 2 ,Var( Xi) = 272. 由 于 (7 --1)6vo2 一 

X2 1, 知 

E[0 -co2= (2 -1-2oRE[2 -1)pvMoz (na -1] 
一 = ( 刀 一 1) 一 ceVar(X2- 1) = 2c4A(z 一 1 

  

  

  

    

  
  

  
  

夯 一 方面 ,有 

7 一 荆 22 7 一 ] 人 > 2 2 一 工人 E(2 二 16-o) -人 E(213)-w) + var(2 9] 

2 2 一 1 人 

= (1 人 1) Var(p) 
马 2 4 1 一 1 了 4 2 二 

= (1 
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由 此 得 出 要 证 的 结 采 . 

13. 与 12 题 一 样 ,用 Var(X2)=27 ,有 

~ 4 7 人 
Var(03) = Var(X7 ) 一 ar < Var(O1) 

这 证 明了 (a) .为 证 (b) ,要 用 克拉 美 - 劳 不 等 式 , 以 c2 作 g,x(6)= 
6 .算出 

ICo) = [ -CKP = 142o9) 
于 是 c2 的 无 偏 估计 之 方差 下 界 为 

1X(CzT(c2)) = 2c4m1 

与 Var(0;) 相 同 . 由 此 证 明了 所 要 的 结果 . 

注 :着 令 ?; = 二 > (Xi -oa)2. 由 12 题 的 证 法 ,64 的 均 广 

误差 为 2c4[(n +2), 比 b 的 均 方 误 差 ( 即 Var(63) ) 小 .由 此 例 可 

知 ,MVU 估计 的 均 方 误差 不 一 定 是 最 小 的 . 
14.(a) 因 为 作 变 换 =w yZ6 可 得 

| 72e-r2d7 一 5-32| yl2e ydy 
CO 

0 

  

方 6-32T(3/2) = 二 VH0-30 

即 知 ECX3) = 35. 故 令 C=2 即 可 .其 次 ,算出 

var( 二 六 3) 一 全 Var(X) 一 2A(720-) 

再 用 克拉 美 - 劳 不 等 式 , 先 算出 

T(O) = E| 广 - | = 1/(202) 

而 g(0)=170, 故 g (0)= 一 176 而 

/ 2 _ 0-411 工 po-2 2、 2 六 
(g (090)) 尖 [zf(CO) = 0 几 2 MO )= 2 人 70-) 一 Var 二 症 2 

于 是 证 明了 所 要 的 结果 。 
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15.(a) 用 第 三 章 定理 3.1,2 ,有 

var( 汪 )= E[ 二 -0+ 羡 (90 

-本 [LE( 和 -62+E(D -6)2]+E[(O -0)(9 -9)] 

< 二 [LE(p， -0)2+ 瓦 (9 -0)2]+ 广 [E(6 一 9) 

. 忆 (0 - 0)2]5 

由 于 0 ,6 都 是 9 的 MVU 估计 ,其 方差 相同 且 都 达到 最 小 值 
c(g0). 由 上 式 得 

Var( 呈 人 二 2j<d c(b) +c(6)] + 二 ce(b) = c(0) 

即 无 偏 估 计 (6, + 92)7 2 的 方差 不 大 于 最 小 值 <(9) ,因而 它 必 为 

MVU 估计 . 

(b) 用 反 证 法 , 若 a0 +8 不 为 0+8 的 MVU 估计 , 则 可 以 找 

到 cb+ 2 的 一 个 无 偏 估 计 6， ,使 

Vare (0) < Vare (ab +0) = a?Vare (0) 

至 少 对 一 个 9 值 60. 令 0;=(01-0)Ma, 则 6， 为 9 的 无 偏 估计 , 且 

Varo (62) = -5Varo(6) < -aa2Varo(9) = Vare (0 ) 

即 无 偏 估计 6 的 方差 , 当 6= 6 时 比 无 偏 估计 6 的 方差 还 小 . 这 与 

6 的 是 6 的 MVU 估计 了 矛盾. 

16. BE( cx) = > cE(CXI) = 人 3 = 9, 故 > cxX 为 无 

但 估计 ， 其 太 关 为 (o varCX ) ) 和 

var( 》， 全 CiX; ) = 2 c2Var( X， 愉 
ID

 J 
> 

C 〇 m
h
 

让 
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oz[ (c: -1xzaj+1Az|c2m 
1=1 

等 号 当 且 仅 当 Cl 一 一 cy 二 工 Z7? 时 才 成 立 . 

17. 因为 max( Xi,，…, X,)( 记 为 6) 的 密度 函数 为 zz" 1《l" 

( 当 0<z<0, 此 外 为 0). 故 

Pi 过 0g 生 cb) = Pb[cs 委 9 近 9) 
站 ， 

一 | 12 ldz《A 所 = (加 --(g[c)2)《M 一 工 一 cm 

要 此 值 等 于 1- c, 只 须 取 <, = (二 ) 
18.(a) 只 要 c+ad=1, 则 cX+cY 为 0 的 无 偏 估计 ,其 方差 

为 cof[a + doiv2 .把 此 式 在 c+&=1l 的 约束 下 求 最 小 值 , 结 

果 为 

= (cs )AciAa + cj ) ,Q = (ai )ACajAza 二 ojvzz ) 

对 这 个 c,d 有 

(cX+adY -60)《A 一 NO,1) 

其 中 A: = (ci cij[o ) 人 at]a + ax) .于 是 得 到 9 的 置信 系 

数 1-ea 的 区 间 估 计 为 cX +cY 土 Ap 

19. 考虑 

2A172XA2hA2j2Y = Z 

分 子 分 母 独立 ,分 别 服从 卡 方 分 布 y* 入 和 X3;. 故 
、 )1X 

P(Fasan 人 1 一 号 ) 忆 闻 < 三， (全 

此 式 可 改写 为 

妇 a 一 42 一 区 人 )= 
P[ 营 /Fosaa( 且 j 二 时 入 划 /Faoan 人 1- 号) =1-a 

即 得 MA; 的 置信 区 间 . 

20.(0,Xi,X2?) 的 联合 分 布 密度 为 

F(0,XIX2) = etel regrr ,0< 0 二 min( Xi,X>) 
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mint 习 AN ) 
了 了 @ 一 (十 大 

忆 doe ( 1 “ 2) 由 此 得 出 《Xi，X2 ) 的 边缘 密度 为 | 
e+xXaTemnxvxs) 1, 而 2 的 后 验 密度 为 

hb XiX) = eg [enntyx) -1 上,0<0 委 min(Xi,X2?) 

此 外 为 0. 这 密度 在 上 述 区 间 内 随 0 上 升 而 上 升 . 故 要 找 一 个 最 短 

的 区 间 [a ,0 ] 使 | 4(g | Xi ,X))dg -= 1 _ wu .5 必须 取 为 min(X ，， 

X2>). 因 

in ，X 乒 1 ?6jg 一 emin( SAX2) 一 e& 

妈 

知 a 必须 取 为 log[ aemintXiX2) +1=-w|. 

21. 由 (2 一 1)S2《[o 一 Xi 从 卡 方 分 布 密度 的 形式 ,不 难 算 
出 Svc 的 密度 困 数 g(s*) 为 :g(s)=0 当 5 委 0 ,而 

(有 一 1-D2 OODO 
一 闪 一 之 

5 2022r( 二 于 1 2 > 352>0 
2 

为 计算 E(S)= | 虽 (s)ds, 只 须 在 积分 

| ee - 全 二 Ds jd 

中 作 变 数 代 换 上 =(2 -1)s 72 以 化 为 下 积分 即 可 . 

22. 作 代 换 世 = (Xi -09 -0 = 区. 则 Y,…， 
Y, 独立 同 分 布 ,其 公共 分 布 为 [0,1] 上 的 均匀 分 布 R(0,1) ,与 

  

90 无 关 . 故 民 (Sy) = FE > (Yi - 了)2Mn -1 也 与 gg 
  

无 关 . 记 为 .有 S= ,|/ 2 (X 一 到 )2A2 -1) = (9 -人 )Sy， 

故 天 (S ) 一 < 00: - 0). 现 有 

FE(X -coS)=( 和 +p)72 -cd 0 0) 

开 (X 十 cuS ) = (6， 十 6)72 十 ca (0 一 9) 
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取 C, =1/(2d,) .此 两 式 分 别 成 为 6 和 0602. 要求 出 C,, 必 须 算出 
dd = 下 (Sy). 这 不 容易 . 

23. 设 此 结论 不 对 , 则 存在 2 的 无 偏 估计 也 ,使 对 于 (90,c) 

的 某 个 值 (9o ,ci) ,有 

Vare ,o(T，) < Vare ,ez(XX ) 一 ai] 

把 Xi …，,X, 看 作为 抽 自 正 态 总 体 N(0,ci) 的 样本 ,0 未 知 而 ci 

已 知 .这 时 , X 和 也 , 仍然 是 4 的 无 偏 估计 . 且 因 此 处 方差 ci 已 

知 .X 是 6 的 MVU 估计 .因此 对 一 切 0 应 有 

Vare,e(T) 之 Vare,ezCX ) 一 ai 

令 9=6bo, 即 得 到 与 前 式 矛 盾 的 结果 ,这 证 明了 X 仍 是 6 的 MVU 
估计 . 

第 五 章 

1.1 p(9)=1-|@|[ 呈 一 ]-@( 扫 二 ) ].@ 为 标准 正 态 
N(0,1) 的 分 布 函数 . 

2” 这 归结 为 方程 组 

(eol G 帮 

z(G-4j -efS-2-1 。 D) 
G G 

这 方程 组 可 以 用 如 下 的 至 代 方 式 ,借助 于 正 态 分 布 表 求解 :指定 
Ci 的 一 个 初始 值 C?. 由 (1) ,(2) 分 别 决定 出 Ci 的 各 一 个 值 , 若 二 
者 差距 不 在 容许 范围 内 ,其 算术 平均 取 为 C4 以 C9 代入 (1),(2)， 
分 别 解 出 两 个 C; 值 . 若 二 者 差距 不 在 容许 范围 内 ,其 算术 平均 取 

为 C; 的 下 一 个 值 Cj . 然后 以 Cl 代入 (1),(2) 中 之 C) , 定 出 Co 
之 下 一 个 值 C?. 这 样 继续 到 某 次 定 出 的 两 个 值 差距 在 容许 范围 内 
为 止 . 

3 记 @'(z)= 8(z)= -万 Ee 7 2, 易 见 B(6) 的 导数 为 
元 
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