
  

这 两 个 检验 @Gi, @G, 中 ,没有 一 个 在 对 立 假 设 各 点 处 处 优 于 另 一 

个 .由 于 水 平 a 的 检验 非常 多 ,其 中 能 有 一 个 一 臻 最 优 者 ,就 不 是 

常见 的 情况 而 是 较 少 有 的 例外 ,更 确定 地 说 ,只 在 总 体 分 布 只 依赖 

一 个 参数 0 ,而 原 假 设 五 0 是 6 委 00 或 万 0 是 60 的 情形 , 且 对 

总 体 分 布 的 形式 有 一 定 的 限制 时 ,一 臻 最 优 检 验 才 存在 . 其 他 情况 

则 是 稀有 的 例外 .在 下 节 我 们 讨论 一 些 具 体检 验 时 ,将 指明 哪些 是 

一 臻 最 优 检验 .有 的 情况 的 证 明 将 在 本 章 附 录 中 给 出 . 

由 于 一 臻 最 优 的 条 件 太 高 ,在 假设 检验 理论 中 也 引入 了 另 一 
些 优良 准则 .这些 都 超出 了 本 课程 的 范围 之 外 ,不 能 在 此 介绍 了 . 

本 节 所 讲 的 假设 检验 理论 的 基本 概念 ,特别 是 限制 第 一 类 错 
误 概 率 的 原则 及 一 臻 最 优 检验 等 ,是 J 奈 曼 (前 在 区 间 估 计 一 节 
中 已 提 到 ) 和 英国 统计 学 家 下 . S. 皮尔 逊 (K. 皮尔 逊 的 儿子 ) 合 
作 , 自 1928 年 起 开始 引进 的 .基于 这 些 概念 所 发 展 的 假设 检验 理 

论 ,一 般 称 之 为 泰 曼 - 皮 尔 逊 理论 .从 统计 学 的 历史 看 ,最 时 引进 假 
议 检 验 并 对 之 作 了 重要 贡献 的 统计 学 家 ,还 要 算 我 们 以 前 多 次 提 
到 过 的 开 . 皮尔 逊 和 R. A. 费 歇 尔 .皮尔 逊 的 工作 将 在 本 章 5.3 
节 中 介绍 . 

3.2 重要 参数 检验 

本 节 中 我 们 将 讨论 几 个 常用 的 检验 .构造 检验 ,也 有 些 带 一 般 
性 的 方法 .但 这 些 方法 应 用 上 比较 成 功 的 情况 ,很 大 一 部 分 也 就 是 
本 节 要 讲 到 的 几 个 常用 例子 .所 以 ,我 们 不 采取 从 介绍 这 种 一 般 方 
法 出 发 再 回 到 具体 例子 的 讲法 ,而 在 每 一 个 具体 问题 中 , 从 直观 想 
法 出 发 去 构造 看 来 是 合理 的 检验 . 

这 种 直观 方法 是 基于 参数 的 点 估计 . 原则 上 很 简单 :考虑 一 个 
单 参数 的 情形 . 设 被 检验 的 原 假 设 是 Ho:b= 0 ,或 6 过 9, 或 0 
60. 有 了 样本 以 后 , 先 找 bo 的 一 适当 的 点 估计 代 . 如 果 9= 和 成 立 . 
则 了 与 go 相去 不 应 太 远 , 故 直 观 上 看 ,应 当 在 | 工 - 6o| > 某 常数 C 时 ， 
否定 孔 ,而 在 | 工 -b| 迄 C 时 接受 瑟 ( 也 可 以 两 边 不 对 称 , 故 一 般 也 可 
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以 :在 CI 委 T 委 C2 时 接受 万 0 ,不 然 就 否定 有 oo) . 如 果 要 检验 的 原 假 

设 是 b 迄 0 , 则 应 当 在 了 >C 时 和 否定 五 0, 这 看 起 来 很 简单 . 但 问题 

在 于 ,我 们 对 检验 有 一 定 的 水 平 要 求 , 上 述 简 单 处 理 有 时 无 法 满足 

这 一 要 求 ,而 需要 在 上 述 基础 上 作 一 些 修 改 . 这 就 没有 定 规 了 .从 

以 下 实例 的 讨论 中 ,读者 会 能 悟 出 这 里 面 的 问题 所 在 . 

本 他 的 另 一 个 任务 是 通过 这 些 例 子 的 解说 ,加 深 对 上 节 所 述 

一 般 概 念 的 理解 ,并 曾 明 若干 在 前 节 没 有 深入 发 挥 的 论点 . 

5.2.1 正 态 总 体 均值 的 检验 

设 Xi，…X， 是 自 正 态 总 体 N(0,c2) 中 抽出 的 样本 ,我 们 来 
讨论 有 关 均 值 6 的 假设 检验 问题 . 在 应 用 上 常见 到 的 形式 有 (bo 
是 一 给 定 的 数 ): 

1 万 0:000 ,BO0< 0 

2” 万 0:0 雪 50 ,HB1:0>b0 

3 ” 万 0:0=00 ,万 :0 天 00 

五 0 ,五 o 和 互 % 为 原 假设 , 百 ; , 互 1 , 瑟 ) 为 对 立 假设 .以 后 都 按 这 次 

序 : 原 假 设 在 前 . 

分 两 种 情况 讨论 

1 . 方差 o 已 知 时 

先 考虑 检验 问题 二 .以 X 记 样 本 均值 ,X 是 0 的 估计 . 故 交 

愈 大 ,直观 上 看 与 原 假设 启 0 愈 符 合 . 反 之 ,X 愈 小 , 则 与 对 立 假设 
互 ! 愈 符合 .由 此 得 出 一 个 直观 上 合理 的 检验 6 是 

G: 当 XC 时 接受 原 假设 妃 ,,X< C 时 否定 妞 ，(2.1) 
要 定 出 常数 C ,使 检验 有 给 定 水 平 e ,为 此 要 考虑 6 的 功效 函数 

po40). 按 定义 (1.1), 有 

名 (0) =PI(CX < C) 

=Po(CVvna(X-6bM<vnaCC-b)Mo) 
当 总 体 有 正 态 分 布 N(0,o2) 时 ,Va(X-6)ve 服从 标准 正 态 分 布 
N(C0,1). 以 更 记 其 分 布 函 数 ,有 
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po(00) = BOVCC -0vc) (2.2) 

当 6 增 加 时 ,vvz(GC-0)M 下降 , 故 ip(0) 也 下 降 , 这 样 一 来 ,要 

使 as(9) 委 (a 当 0 害 04 时 ) 只 要 po(0o) = au 即 可 . 按 记 号 x。 的 定 

义 ( 见 第 四 章 (4.3) 式 ), 应 取 C 满足 VC(C-60)M=oi-s= 一 种 ， 
由 此 得 

C = 0 一 oz VD (2.3) 

(2.1) 和 (2.3) 结 合 决定 了 检验 盏 .以 C 代入 (2.2) ,得 到 更 的 功 
效 函 数 为 

po(0) = @(Va (6 -0)Mz 一 mx) (2.4) 
当 0< 6 即 属 于 对 立 假设 万 | 时 ,8(0) 愈 大 愈 好 . 怎样 才能 

使 Be(2) 大 昵 ? 从 公式 (2.4) 分 析 , 并 牢记 分 布 函数 是 非 降 的 , 易 
得 出 以 下 几 条 结论 : 

(a)0 愈 小 , 85(0) 愈 大 . 直观 的 解释 是 :6 愈 小 , 则 离 原 假 设 
5 愈 远 , 愈 易 和 原 假 设 分 辨 开 , 即 犯错 误 ( 第 二 类 ) 的 概率 应 愈 

小 ,因而 pp(0) 应 愈 大 . 当 9<b 但 6 接近 0 时 ,8o(0)=u. 由 于 

a 一 般 是 很 小 的 数 ,这 时 犯 第 二 类 错误 的 概率 1- Bo(9)=:1-a 
很 接近 1 . 

(b) 对 固定 的 6< bo,c 愈 大 ,Bo(0) 愈 小 .直观 的 解释 是 :co 愈 
大 ,表示 误差 的 方差 愈 大 .9 与 bo 的 差别 被 “淹没 "在 误差 中 ,不 易 
被 检 出 ,因而 犯错 误 的 概率 就 大 了 .正如 一 杆 秤 误差 愈 大 , 愈 不 易 
分 别 出 两 件 其 重量 略 有 不 同 的 物件 就 轻 就 重 .反之 ,6 愈 小 ,po(0) 

愈 大 ,表示 9 与 go 的 差别 愈 易 检 出 . 

(c)a 愈 大 , 则 ws 愈 小 ,而 65(9) 就 愈 大 . 直观 上 的 解释 是 :wa 
愈 大 ,表示 能 容许 的 第 一 类 错误 概率 增 大 ,这 时 ,作为 补偿 ,第 二 类 
错误 的 概率 应 有 所 降低 , 即 Be(6) 应 增加 .这 里 明白 看 出 两 种 错误 
概率 的 矛盾 关系 . 

如 果 我 们 提出 要 求 ;“ 犯 第 二 种 错误 的 概率 要 小 于 指定 的 6> 
0”, 该 怎么 办 ? 这 等 于 要 求 

po(0) 志 1-8,0< gb (2.5) 
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但 是 , 当 9<b 但 0 接近 加 时 ,po(0)sa, 而 因为 c,p8 都 很 小 ,一 

般 有 ac<1-8. 这 就 看 出 :要 求 (2.5) 无 法 达到 .我 们 只 能 放松 一 
点 ,要 求 对 某 个 指定 的 6,< 60, 有 

po(0) 三 1-8, 当 0 过 0 (2.6) 
因为 &(6) 随 9 增加 而 下 降 (图 5.2)， 

人 0， (2.6) 等 价 于 要 求 
po(0)1-8 (2.7) 

4 个 按 (2.4) ,此 即 
一       

9 0 0 2 BCvVn(-0) 人 -wo) 三 1- 

或 者 说 v 2 (go - 9- za 关 wp, 即 
1 疡 02( os 十 xz [OO (2.8) 

就 是 说 ,样本 大 小 至 少 应 达到 (2.8) 右 边 那么 大 .例如 , 若 c2 = |， 

a=B8B=0.0$,00-0i=0.5, 则 

2 之 (1.96 +1.96)2[(0.$) = 61.4656,72 之 62 

即 样本 大 小 至 少 为 62. (2.6) 式 中 91 的 选择 ,当然 要 看 实际 需要 

而 定 . 它 表示 ,只 有 对 01 及 比 0 更 小 的 值 来 说 ,否定 “090" 才 是 

要 紧 的 ,(2.8) 式 中 了 与 co- 成 正比 , 即 当 方差 c: 愈 大 时 ,为 达到 一 

定 的 分 辩 率 (在 此 可 以 用 | bo- 51| 来 刻画 ) ,所 需要 的 样本 数 也 愈 
多 . 

对 检验 问题 2 ,仿照 上 述 讨论 ,容易 得 出 基于 检验 统计 量 己 

的 检验 是 

囊 : 当 X 执 b0+ ov 时 接受 万 1:0 去 0， 

不 然 就 否定 五 0 (2.9) 

疼 5$.2 

此 检验 的 水 平 为 c ,功效 函数 为 

8a(9) =T -GOvVna 人 (gb-0)Mtz) (2.10) 

者 选 定 9 >b0， 而 要 求 Be(0) 关 1-8 当 90) , 则 得 最 小 所 需 样 
本 大 小 革 仍 由 (2.8) 式 决定 . 

如 果 样 本 (Xi,，…, X,) 使 得 
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0 一 ae AV 7 志和 委 0+or LV (2.11) 

则 按 检验 问题 的 提 法 ,应 接受 :0 三 0 ,而 按 2 的 提 法 , 则 应 ， 
接受 Ho:6< 委 0. 从 常理 看 这 有 矛盾. 其实, 这 反映 了 统计 推断 的 

一 种 特点 , 它 不 是 按 那 种 " 非 此 即 彼 的 逻辑 .这 类 现象 我 们 以 前 就 

磁 到 过 了 : 作 一 个 参数 9 的 点 估计 , 据 同 一 组 样本 你 可 以 作出 若 

干 不 同 的 估计 , 讲 起 来 都 有 其 合理 性 ; 作 区 间 估 计时 ,不 仅 用 不 同 

的 枢 轴 变 量 可 导出 不 同 的 估计 ,即使 用 同一 枢 轴 变 量 ,界限 可 以 有 

不 同 选 择 ,置信 系数 可 以 有 高 低 , 都 可 导致 不 同 的 区 间 , 这 些 我 们 

都 不 认为 有 矛盾 .此 处 亦 然 ,关键 在 于 原 假 设 的 选 定 并 非 任意 ,而 
要 看 问题 中 提 法 上 的 "倾向 性 ”此 语 可 通过 下 面 的 实例 来 解释 . 

假定 某 工 三 生产 的 一 种 产品 ,其 质量 指标 服从 正 态 分 布 
NO,c), 且 假定 co 已 知 .9 为 平均 质量 指标 . 设 0 愈 大 ,质量 愈 

好 ,而 bo 为 达到 优 级 的 界限 . 某 商 店 经 常 从 该 厂 进货 ,商店 提出 的 

条 件 是 按 批 验 收 , 只 有 通过 原 假 设 0 这 b 的 检验 的 批 才 被 接受 .于 

是 有 两 种 情况 : 

(1) 从 过 去 较 长 一 段 时 期 的 记录 ,商店 相信 该 厂 产 品质 量 总 
的 说 是 好 的 ,当然 这 不 排 床 偶尔 也 出 现 较 关 的 批 . 于 是 它 同 意 把 
0 之 b0 作 为 原 假 设 并 选 定 一 个 较 低 的 检验 水 平 ,例如 w =0.05 其 

至 c=0.01. 这 样 做 对 工 广 有 利 , 因 为 这 保证 了 :优质 的 批 ( 即 0 福 
00 的 批 ) 只 以 很 低 的 概率 vc 被 拭 收 ,而 非 优质 的 批 仍 能 以 不 很 小 

的 概率 被 接收 .从 商店 的 角度 考虑 ,他 们 也 认为 这 样 做 并 非 不 利 ; 
一 则 因为 该 厂 产品 质量 一 贯 表现 好 , 故 检 验 可 放宽 些 , 要 有 很 强 的 
证 据 ( 即 X< 20 - cx ) 才 否定 4 外 .一 则 因为 ,既然 大 多 数 
批 质量 是 优等 的 , 取 较 小 的 ,保证 了 这 样 的 批 能 以 很 大 的 机 会 通 
过 检验 ,这 对 商店 有 利 .又 因为 质量 差 的 批 本 来 就 不 多 ,即使 这 样 
的 批 有 较 大 比例 混 过 检验 ,影响 也 不 大 . 

(2) 反之 , 若 以 往 一 段 时 期 的 记录 表明 ,工厂 产品 质量 并 不 很 
好 ,这 样 ,商店 就 可 能 坚持 以 6 委 bu 作为 原 假设 ,并 选 定 一 较 低 的 
水 平 <. 这样 做 ,表明 商店 要 求 要 有 较 强 的 证 据 ( 即 又 > 0 + 
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axsA7 ) 才 能 相信 这 批 产品 质量 为 优 . 等 于 说 一 个 人 一 向 表现 不 
好 , 则 必须 有 较 显 著 的 好 的 表现 ,才能 相信 他 确 有 进步 . 这 样 做 就 
达到 了 至 少 把 100(1- a)% 的 非 优 批 拒 之 门 外 的 目的 . 

由 此 可 见 (从 以 商店 为 主动 的 一 方 看 ) ,同一 个 问题 ( 即 之 b0 
或 否 ?) ,由 于 对 背景 的 了 解 不 同 而 采取 了 不 同 的 态度 ,具体 是 通过 
选择 何者 作为 原 假设 来 体现 .到 这 里 ,也 就 不 难 理解 当 样 本 满足 
(2.11) 时 ,两 个 原 假设 Ho 和 y 都 能 接受 的 表面 矛盾 :你 产品 质 
量 一 贯 很 好 时 ,我 认为 这 样本 尚未 构成 这 批 产 品 非 优 的 有 力 证 据 ; 
你 产品 质量 一 贯 不 好 时 ,我 认为 这 同一 样本 尚未 构成 这 批 产 品 为 
优 的 有 力 证 据 . 出 发 点 不 同 ,并 无 矛盾 可 言 . 

最 后 ,对 于 检验 问题 了, 开 o:0=0o 而 互 ) :90 尖 0 ,直观 上 看 合 

理 的 检验 规则 是 : 当 6 的 估计 值 广 离 00 较 远 时 ,否定 末 1, 不 然 就 
接受 9，, 即 

@: 当 |X- 60| 委 C 时 接受 所 0 ,不然 就 否定 HT (2.12) 
选择 C ,使 检验 @" 有 指定 的 水 平 w. 这 等 于 要 求 

T 工 一 wa =Po(IX- 00)| 私 C ) 

= Po (|vz(X- bo 过 VCve) 

=@(VnCv) - 盏 (- VCva) 

=2@G(VzCv) -1 

即 理 (VaC《c)=1-a2, 这 导出 VaCM=zo 或 

C = osPpAV7 (2.13) 

(2.12) 与 (2.13) 结 合 ,决定 了 下 

可 以 证 明 ( 见 附录 A) :检验 @ 和 下 分 别 是 检验 问题 1,2" 的 
水 平 x 的 一 臻 最 优 检 验 . 而 双 则 不 然 , 它 不 是 检验 问题 3 的 水 平 
ca 一 臻 最 优 检 验 . 更 有 甚 者 ,可 以 证 明 : 检 验 问 题 3" 的 一 臻 最 优 检 
验 根 本 不 存在 .直观 上 这 一 点 不 难 解 释 : 问 题 1",2" 是 所 谓 “* 单 侧 ” 

的 , 即 对 立 假设 和 原 假设 各 据 一 侧 , 这 时 ,检验 法 则 只 须 照顾 一 头 . 
而 检验 问题 3 是 所 谓 “ 双 侧 ” 的 , 即 对 立 假 设 分 据 原 假设 的 两 边 ， 
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它 人 迫使 检验 法 则 采取 一 种 折衷 的 形态 ,这 就 损害 了 其 最 优 性 . 

以 上 我 们 详尽 地 讨论 了 检验 问题 下 一 了 当 方差 已 知 的 情况 ， 

在 实用 上 方差 一 般 未 知 .我 们 之 所 以 对 这 一 情况 作 仔细 讨论 ,是 因 

为 这 个 场合 足够 简单 ,使 我 们 有 可 能 借 此 对 一 些 重要 概念 作出 清 
楚 的 解释 ,以 便 举一反三 .现在 转 到 第 :个 情况 的 讨论 . 

2 . 方差 c: 未 知 时 

仍 以 问题 1 为 例 . 这 时 ,从 原则 上 看 ,制定 检验 盏 ( 见 (2.1) 
式 ) 的 想法 仍 适 用 ,但 困难 在 于 :由 (2.3) 所 决定 的 常数 C 依赖 于 
未 知 参数 ec, 无 法 确定 . 这 就 需要 在 上 述 想 法 的 某 础 上 作 一 定 的 修 

改 ,如 本 节 开 始 处 所 曾 提 到 的 . 

把 由 (2.1) 和 (2.3) 决 定 的 检验 @ 改写 成 等 价 形式 ; 

劝 : 当 V 7 (X 一 00)《vc 之 一 za 时 接受 万，， 不 然 就 否 阜 瑟 0 

这 里 c 未 知 ,我 们 可 考虑 用 其 估计 值 S 代替 ,其 中 S2 -= \， 人 (Xi 一 

X)](Cna -1) 为 样本 方差 .但 在 用 S 代替 v 后 ， 分 布 也 起 了 恋 化 ， 
由 正 态 分 布 变 为 自由 度 2-1 的 z 分 布 ( 当 0=0 时 , 见 第 二 章 
44.34) 式 ) ,因而 常数 wx 也 要 相应 改 为 上 i(a) .经 过 这 一 修改 ， 
得 到 检验 : 

@: 当 v 2(X -60)《S - 忆 -1(a) 时 接受 万 ,不 然 就 否定 万， 

(2.14) 
其 水 平 为 ,要 证 明 这 一 点 ,就 得 考虑 检验 yw 的 功效 函数 

Bi(0,c) = Po (Vza(X -290) < 一 ta)) (2.15) 

可 以 证 明 :这 个 函数 只 依赖 于 SG=(0-b)《M, 它 是 人 的 下 降 函 
数 , 且 当 SG=0 即 2= .00 时 其 值 为 w. 这 最 后 -条 容易 证 明 : 因 为 当 

0=0 时 ,统计 量 Vv2z(X-6b)S 一 1( 第 一 章 (4.34) 式 ) ,再 根据 
刀 -1 的 密度 函数 关于 0 对 称 及 记号 上 (au) 的 意义 , 即 有 

(bc) = Po CVDGX-b)MS >D ia)) = 

利用 Bp(0,c) 是 SG=(9-6o)7Mc 的 下 降 丽 数 知 , 当 9> 6 时 即 当 
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6>0 时 ,8 0,c) 委 pb0,c)=aw ,这 证 明了 检验 % 有 水 平 c. 关 于 

8.(9,c) 只 依赖 于 3 且 是 8 的 下 降 函 数 的 证 明 , 见 附录 已 ， 

类 似 的 论据 给 出 检验 问题 2 和 3 的 水 平 x 检验 ,分 别 记 为 沙 
和 Vw : 

凡 : 当 VCX -6)7S 近 思 (ec) 时 接受 瑟 0 ,不然 就 否定 呈 0 

(2.16) 

几 : 当 | VCX-6b)《MS 过 忆 (ecZ2) 时 接受 万 1， 
不 然 就 否定 厅 0 (2.17) 

这 三 个 检验 统称 为 上 检验 ” ,是 应 用 上 最 重要 的 检验 之 一 .由 于 c 
未 知 , 这 些 检验 的 性 质 也 就 较为 复杂 .例如 ,不 论 你 怎么 指定 一 个 
0< po, 无 法 找到 一 个 样本 大 小 ,使 当 6 委 0 时 ,检验 w 接受 

互 o: 0 之 b 的 概率 ,不 超过 充分 小 的 8>0( 见 附录 有 B) ,而 在 c 已 知 
时 这 是 可 以 做 到 的 ,又 如 在 c 已 知 时 , 单 侧 检验 下 和 此 都 是 一 至 
季 优 的 ,但 ec 未 知 时 ,除非 检验 水 平 这 1Z2 ,zx 检验 W 和 峭 都 不 是 
-- 致 最 优 . 

例 2.1 两 厂 生 产 同 一 产品 ,其 质量 指标 假定 都 服从 正 态 分 
布 ,标准 规格 为 均值 等 于 120. 现 从 甲 厂 抽出 5 件 产品 , 测 得 其 指 
标 值 为 

119,120,119.2,119.7,119.6 

从 乙 厂 也 抽出 $ 件 产品 , 测 得 其 指标 值 为 
110.$,106.3,122.2,113.8,117.2 

妥 根 据 这 些 数 据 去 判断 该 两 厂 产品 是 否 符合 预定 规格 120. 
这 可 以 提 为 假设 检验 问题 6= 120: 0 和 120 ,方差 cz 未 知 , 对 

甲 广 数据 ,算出 X=119.5,S=0.4, 取 w=0.05, 查 表 得 ， _ (av 
2)=14(0.02$)=2.776. 有 

* 更 乌 切 些 ,(2.15) 和 (2.16) 称 为 " .样本 单 侧 检验 (一 样 木 表示 具有 -组 样本 
AAS.17) 称 为 “一 样本 双 侧 检验 ". 有 时 也 把 5 已 知 时 的 检验 男 , 瑟 和 更 称 
为 “z 检验 ”, 但 不 如 上 检验 的 各 称 用 得 广 . 
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v 1X-bAS =y5ll119.5 -120|1m0.4 = 2.795 > 2.776 

对 乙 厂 数据 ,算出 X=114,S=6.105, 而 

viX-6lxs=yv5lll4- 120|m.105 = 2.198 < 2.776 

故 按 0.05 的 水 平 ,结论 是 : 甲 三 产品 与 规格 不 符 , 但 未 发 现 乙 三 产 

名 不 符合 规格 的 有 力 证 据 . 

这 个 结论 可 能 使 不 少 人 感到 难以 接受 .因为 甲 广 $ 件 产品 都 

与 标准 值 120 相差 很 少 ,反倒 认为 不 合 规格 ;而 乙 厂 5 件 中 除 一 件 
外 ,都 比 规 格 值 120 低 不 少 ,反倒 认为 可 以 通过 .这 是 为 什么 ? 

我 们 说 ,问题 不 能 这 么 简单 地 看 . 
a. 首 先 ,我 们 注意 到 , 申 广 的 S=0.4 远 低 于 乙 厂 的 S = 

6.105, 这 表明 , 甲 广 产品 规格 比 乙 厂 稳 定 得 多 . 

b. 也 正 因为 甲 广 产品 规格 很 齐整 (误差 很 小 ) ,所 以 ,与 标准 值 
120 的 些微 差别 (此 处 X=119.5 比 120 只 差 0.$) 也 被 检 出 来 了 . 
不 能 不 承认 : 申 广 产品 的 平均 规格 ,有 很 大 可 能 略 低 于 标准 值 
120. 虽 失 略 低 些 ,也 是 事实 ,不 能 委 之 于 随机 误差 .至 于 这 样 -- 个 

差别 的 实际 重要 性 如 何 , 那 要 另 当 别论 了 ,此 处 只 讲 统计 上 的 显著 

性 一 一 即 差异 不 能 用 随机 误差 解释 .统计 上 显著 的 差异 不 一 定 有 
现实 重要 人 性. 

c. 乙 乒 抽出 的 几 件 产品 的 指标 大 多 远 低 于 标准 值 120, 使 我 
们 很 有 理由 怀疑 ,该 三 产品 平均 规格 达 不 到 120. 但 是 ,由 于 该 厂 

产品 质量 波动 太 大 ,所 测 得 的 数据 尚 不 能 很 有 把 握 认 为 ,其 平均 规 

格 确 与 120 有 差距 ,而 非 随机 性 影响 所 致 ,就 是 说 , 现 有 数据 可 能 

”所 以 ,对 乙 广 我 们 首先 认为 :其 产品 质量 波动 太 大 应 当 改 进 . 
至 于 其 平均 规格 是 否 与 120 有 差距 的 问题 ,可 以 再 补充 一些 数据 
再 检定 ,最 好 是 先 能 采取 措施 把 方差 缩小 些 再 决定 这 个 问题 . 

S.2.2 两 个 正 态 总 体 均 值 差 的 检验 

设 NiX， 是 从 正 态 总 栖 NC0 co) 中 抽出 的 样本 ，Y，， 
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YY 是 从 正 态 总 体 NC0,c) 中 抽出 的 样本 . 0 ,0 都 未 知 ,c” 

可 以 是 已 知 或 未 知 .注意 两 总 体 有 同一 方差 c”. 

给 定常 数 60 ,所 要 考虑 的 检验 问题 是 : 

1]” 有 oo:0 一 0>00,HI:00-02<b0 

2” 万 0:0 -0 和 近 00 万) :91 一 0> 轴 

3 了 万 0:01-0=0, :0 一 0 天 0 

在 应 用 上 常见 的 情况 是 o- 未 知 ,而 0,=0. 

所 有 概念 上 的 讨论 与 前 一 段 没有 本 质 差 异 . 先 说 o 已 知 的 情 
形 . 以 X 和 Y 分 别 记 X 样本 和 Y 样本 的 均值 , 则 X- 立 为 6 -0， 
的 佑 计 . 于 是 对 问题 二 而 言 , 一 个 合适 的 检验 是 当 X -YY 三 C 时 
接受 万 0 ,不 然 就 否定 妃 o. 如 何 根据 给 定 的 检验 水 平 c 去 决定 常数 
C ,其 过 程 与 决定 检验 (2.1) 中 的 C 而 得 到 (2.3) 一 样 .所 不 同 的 
是 :这 里 X-Y 的 方差 是 (1 +1xzz)a2, 因 而 相应 地 ,(2.3) 式 中 
的 Vz 要 改 为 vazxz]2a+ 办 )、 这 样 得 到 CC = 0- 中 
V(2 十 于 ) LA272 .如 果 引 进 统计 量 

U =/ 一生 (X- 立 -0)vc (2.18) 
?7 十 77? 

则 主 的 一 个 水 平 ac 检验 为 

8: 洒 了 订 伺 - 时 接受 万, ,不 然 就 否定 五 | 

类 似 地 ,问题 2 ,3 的 水 平 ac 检验 为 

g : 当 厅 委 oo 时 接受 所 0, 不 然 就 否定 万 

gg : 当 | 丰 迄 下 时 接受 五 1 ,不 然 就 否定 F70 

对 c 未 知 的 情况 ,处理 也 与 前 一 段 一 样 , 即 通过 样本 对 之 进行 估 
计 ,以 估计 值 代替 六 .这 里 有 两 组 样本 可 用 于 估计 co, 将 其 综合 ， 
得 出 较 好 的 估计 值 

-06- 六 )3 + 一 世 )) 

以 S 代 蔚 避 中 的 c ,得 检验 统计 量 

了 =A/ 症 二 (X -YY- 600)7S (2.19) 
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控 第 “ 章 (4.36) 式 , 当 0 -0=g9 有 时, 工 服从 月 由 度 为 站 上 六 一 2 

的 二 分 布 ，， :基于 了 ,作出 在 e 未 知 时 ,检验 问题 上 一 3" 的 

水 平 wx 检验 户 , 六 和 刀 ,分 别 为 
几 :和 近 开 人 -aal) 时 接受 万 9, 不 然 就 否定 后 (42.20) 

/7 于 去 三 (ar) 时 接受 万 0 ,不 然 就 否定 厅 0 (2.21) 

j :省 | 人 | 过 wa(a) 时 接受 妃 0 ,不 然 就 否定 有 0 
(2.22) 

这 三 个 检验 A,A ,记者 称 为 “两 样本 检验 ",A 和 挛 是 单 侧 

的 而 产 是 双 侧 的 .它们 都 属于 应 用 上 重要 的 检验 .问题 提 法 中 有 

一 个 不 大 自然 的 条 件 一 一 两 总 体 有 加 -方差 ,不 作 这 一 假定 就 无 

法 使 用 : 分 布 .这 是 一 个 为 了 迁就 数学 上 的 简单 化 而 对 实用 背景 

有 所 损失 的 例子 .所 科 的 是 :只 要 两 总 体 方差 之 比 与 1 相差 不 太 

大 , 则 经 验 表明 ,使 用 上 检验 是 可 以 令 人 满意 的 . 

例 2.2 甲乙 两 厂 生产 同 -- 种 产品 ,其 质量 指标 假定 分 别 服 

从 正 态 分 布 N(0,o2) 和 Nb,c2). 现 从 该 两 三 分 别 抽出 若干 件 

产品 测 得 其 指标 值 : 

甲 厂 :2.74,2.7$,2.72,2.69(XI ,XI) 

乙 厂 :2.75,2.78,2.74,2.76,2.72(Y|，…,Y5) 

要 通过 这 些 数据 来 检验 这 两 厂 产品 质量 何者 为 优 . 

在 这 种 阿 题 中 , 你 可 以 用 估计 的 方法 去 处 理 : 甲 厂 样 本 平均 

X=2.72S, 乙 厂 样 本 平均 Y=2.7S, 因 站 >X, 从 所 抽样 本 看 乙 厂 

较 优 .但 这 还 不 黄 令 人 信和 服 , 因 为 这 个 差距 也 可 以 是 因为 抽样 的 随 

机 性 而 来 ,不 一 定 反 映 本 质 ， 

也 可 以 用 区 间 估 计 的 方法 来 处 理 这 个 问题 ,算出 X-Y= 

一 0.025， 
上 4 5 的 

S =[> (CO -X)2+> (YY -YAM4+S-2) 
1 一 1 j1 

=0.00058S71， S = 0.0242 

1 =4, 因 = 三 3. 取 置信 系数 0.95, 查 表 得 17(0.025$)=2.365. 用 第 四 
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章 (4.6) 式 得 0-02 的 区 间 估 计 为 

-0.025 士 0.0242 Xx 2.365v 9420 = [-0.063,0.013] 

60. 和 0I< 0 三 种 情况 都 有 可 能 .区 间 整 个 偏向 于 负 轴 一 边 , 显 未 

情况 略 有 利于 乙 厂 .但 最 大 差距 也 只 达到 0.063. 如 果 这 么 大 小 的 

”差距 并 无 实际 重要 性 , 则 可 以 说 ,区 间 估 计 的 结果 显 未 了 两 厂 产品 
的 质量 水 平 大 体 相 当 . 

如 果 要 用 假设 检验 来 处 理 这 个 问题 , 则 结果 取决 于 原 假 设 的 

提 法 ,而 这 要 参考 问题 的 背景 . 例如 , 若 以 往 的 记录 表明 : 甲 厂 产品 
质量 一 般 或 经 常 优 于 乙 厂 ,现在 我 们 想 通过 实测 检验 -- 下 目前 情 
况 如 何 .这 时 ,我们 取 态 0o:0; - 0 过 0 为 原 假设 .这 个 取 法 , 配 之 以 
较 低 的 检验 水 平 ,保证 了 必须 有 很 强 的 证 据 才 能 否定 五 ,一 一 即 改 
变 对 现状 的 看 法 .这 是 因为 ,这 个 现状 , 即 万 ,, 已 经 万 了 一 段 时 期 
的 考验 ,除非 实测 结果 表现 出 很 不 利于 它 , 人 们 还 是 倾向 于 把 数据 
中 表现 出 来 的 不 利于 它 的 差异 委 之 于 随机 性 . 

按 bo=0,X-Y=-0.025,S=0.024, 算 出 (2.19) 式 的 统计 
量 工 之 值 为 -1.540. 查 表 得 17(0.05) = 1.895. 因 为 -1.540 > 
-1.895, 按 检验 ,应 接受 五 , 即 维 持 “ 甲 三 产品 质量 优 和 于 乙 厂 ” 
的 看 法 .或 者 说 ,实测 数据 没有 提供 改变 这 个 看 法 的 有 力 证 据 . 

如 果 我 们 一 开始 就 采用 妃 o:0; - 92 委 0 作为 原 假设 , 则 所 得 
数据 当然 也 使 它 通 过 . 这 种 表面 上 的 矛盾 已 在 前 面 解释 过 了 . 

如 采 我 们 不 涉及 以 往 两 厂 产品 质量 上 的 表现 ,而 单纯 以 * 中 
立 的 态度 来 对 待 这 个 比较 问题 , 则 合适 的 原 假 设 是 FI:09 - 0 
=0, 用 所 得 数据 检验 的 结果 , 仍 接受 所 .这 个 结论 也 与 我 们 上 文 
的 分 析 一 致 . 

我 们 把 上 面 的 问题 的 提 法 作 一 点 变化 , 借 此 解释 一 下 显著 性 
和 显著 性 检验 这 两 个 概念 . 

一 工 上 用 一 定 工艺 生产 某 种 产品 有 相当 时 间 . 现 有 人 提出 对 
工艺 作 些 更 改 以 图 改进 产品 质量 . 设 在 工艺 改变 前 后 产品 质量 指 
标的 分 布 分 别 为 N(b,o) 和 NI(0,c2) 如果 0,>0 ,就 表示 产 
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品质 量 确 有 改进 . 现 要 通过 试验 来 决定 此 项 工艺 改变 是 否 可 取 . 为 

此 ,抽取 工艺 改变 前 后 的 产品 各 者 于 个 以 测定 其 质量 . 以 Xi ，…， 

X， 和 YY 分别 记 工艺 改变 前 后 的 抽样 测定 数据 . 

即便 不 从 统计 学 方法 的 角度 去 考虑 ,人 们 也 多 半 会 采用 如 下 
的 判 据 : 计 算 立 - 刁 ,只 有 当 立 -达到 或 超过 某 个 界限 C 时 , 才 

认为 工艺 改变 后 产品 质量 有 "显著 "提高 因而 值得 采用 . 这 个 界限 
C 可 以 通过 改变 工艺 所 需 费用 与 所 得 收益 的 分 析 去 确定 ,但 这 种 
不 涉及 统计 方法 的 分 析 有 一 点 不 足 之 处 , 即 它 没有 考虑 随机 误差 

的 影响 .采用 假设 检验 的 观点 去 分 析 这 个 问题 ,是 克服 这 -不 足 之 
处 的 一 个 方法 . 

按 假 设 检验 的 观点 ,我 们 应 当 把 五 0:0 羡 0 取 为 原 假 设 . 如 
以 前 多 次 讲 过 的 ,这 个 取 法 , 辅 之 以 较 低 的 检验 水 平 w ,保证 了 它 
不 会 轻易 被 否定 ,必须 有 很 强 的 证 据 才 能 使 我 们 接受 “工艺 改变 确 
能 提高 产品 质量 ”的 看 法 . 按 检验 站 ( 见 (2.20)) ,这 只 有 在 

站 -XXX>S aa(a)wv( 7 放 ) 帮 7 (2.23) 
时 成 立 . 

当 这 种 情况 出 现时 一 一 也 就 是 说 , 原 假设 0 三 0 在 水 平 w 上 
被 否定 时 ,我 们 说 立 -X 达到 了 “显著 性 ”, 即 差异 如 此 显著 ,以 至 

可 以 否定 0 之 0 .以 此 之 故 , 这 一 检验 也 就 称 为 “显著 性 检验 ” 
从 统计 学 的 观点 看 ,达到 显著 性 无 非 是 指 :在 给 定 水 平 上 , 差 

异 (Y-X) 已 不 能 仅 由 随机 性 来 解释 ,而 也 有 0,9) 的 原因 ., 统 
计 上 的 显著 性 不 一 定 意味 着 了- X 很 大 .实际 上 ,由 (2.23) 看 出 : 

若 2 ,zz 很 大 ,或 S 很 小 , 则 站 -XXX 只 须 略 大 于 0 就 可 以 达到 显 

闭 性 .由 此 可 见 ,是 否 达到 显著 性 并 非 应 否 采 取 某 种 行动 (在 此 为 
修改 工艺 ) 的 唯一 依据 ,还 须 结 合 其 他 方面 的 考虑 ,如 前 面 所 曾 提 
到 的 . 

从 某 种 意义 上 说 ,任何 一 个 检验 都 可 以 理解 为 显著 性 检验 .但 
显著 性 检验 这 个 名 词 最 常用 于 有 关 某 种 效应 或 差异 是 否 存 在 的 那 
种 问题 , 且 我 们 主观 上 是 希望 该 效应 存在 的 . 如 在 本 例 中 ,我 们 自 
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然 希 望 ,工艺 的 修改 确 有 助 于 产品 质量 的 提高 .这 与 例 2.2 那 种 种 

情况 选择 原 假 设 时 所 依据 的 考虑 不 同 .在 这 种 情况 ,我 们 有 理由 倾 

向 于 相信 和 原 假 设 成 立 . 

所 以 ,你 可 以 简单 地 把 “显著 性 检验 理解 为 "希望 原 假设 被 否 

定 的 那 种 检验 .显著 性 检验 的 特点 不 在 于 这 检验 自身 ,而 在 于 其 
在 使 用 中 的 含义 如 何 . 

sS.2.3 正 态 分 布 方差 的 检验 

包括 一 个 正 态 分 布 方差 的 检验 和 两 个 正 态 分 布 的 方差 之 比 的 

检验 . 和正 态 分 布 均值 的 检验 相 比 ,方差 的 检验 在 应 用 上 较 少 一 

些 ,但 也 有 一 些 应 用 .例如 ,一 种 仪器 或 一 种 测定 方法 的 精度 ( 指 其 

内 在 误 老 ,不 是 指 由 于 没有 调 准 而 产生 的 偏离 ) 是 否 达 到 某 种 界 

限 , 当 一 种 产品 的 质量 问题 主要 在 于 波动 太 大 时 ,可 能 需要 检验 方 

差 ;方差 比 检验 可 用 于 检验 两 个 方差 相等 的 假定 (如 在 两 样本 上 检 

验 中 ) 是 否 合理 等 . 

先 考虑 一 个 正 态 总 体 的 情况 . 设 Xi,…，,X，, 是 从 正 态 总 体 N 

(0,o) 中 抽出 的 样本 . c2 未 知 ,9 可 以 已 知 或 未 知 .以 下 只 讨论 6 

未 知 的 情况 (2 已 知 的 情况 读者 自己 给 出 ). 设 ci 为 给 定 的 数 . 可 

以 提出 以 下 几 个 检验 问题 : 

1 刀 :coco2<ci 

2” 万 0:c 委 ci, 瑟 1:c2>cai 

3 瑟 0:o=ag, :ao2 天 ci 

先 考虑 1. 取 叶 的 估计 S2 = > (X 一 又)2/( -1) .1 的 一 
7 二 1 

个 直观 上 合理 的 检验 为 

9: 当 > (Xi - 又 ) 之 C 时 接受 局 ,不然 就 否定 媚 
i-1 

(2.24) 

为 定 出 C ,要 计算 9p 的 功效 函数 .以 人 (z) 记 自由 度 为 一 1 

的 卡 方 分 布 函数 , 则 按 第 二 章 (4.33) ,有 
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1 

BCb,o) = Po((X 一 XX 六 << C 

一 P (> (X 一 X)2Aa2 所 Ca ) 

i=1 

= 天。 1(CC《o) (2.25) 

注意 8。(6,c) 与 均值 6 无 关 , 且 为 o 的 下 降 函 数 . 故 只 须 找 C ,使 

天 ，1(CCvoi)= wa. 这 得 出 

C 一 aixz-if1 一 a) (2.20) 

(2.24) 和 (2.26) 结 合 定 出 了 问题 荆 的 检验 p. 类 似 地 ,得 出 问题 2 

的 检验 P 和 问题 3 的 检验 w ,分 别 为 

2O: 当 >)(0X - X) 过 cix2(a) 时 接受 囊 0, 不 然 就 否定 万? 
一 1 

(2.27) 

8 :当下 妇 -(1- 生 j 和 过 半 (X -3 < 中 2-( 半 ) 时 接受 
7 二] 

D1 ,不 然 就 否定 万 (2.28) 
例如 ,取样 本 大 小 za=30,ax=0.05. 查 表 得 

X 为 (0.025) =45.722 ,X3%(0.05) = 42.557 

X3(0.975) = 16.046 
取水 平 c =0.05 ,检验 wo” 要求 在 

S 去 ci(42.557)[29 = 1.467ci 

时 ,接受 c< 委 ci 之 假设 . 就 是 说 ,在 方差 估计 值 S2 大 约 为 ci 的 

1.5 倍 时 , 仍 得 接受 方差 ci. 如 果 是 双 侧 检验 o“, 则 差距 更 大 , 它 
要 求 在 

0.533oi 委 S 过 1.S77ci 

时 接受 叫 0:o = cl. 上述 不 等 式 之 上 界 约 为 下 界 之 三 们 ,这 说 明 ， 

直至 像 30 这 么 大 小 的 样本 ,方差 检验 仍 甚 不 可 靠 (许多 远离 ci 之 

值 仍 能 被 接受 为 等 于 oj , 即 犯 第 二 类 错误 的 概率 会 甚大 ). 

现 考虑 两 个 正 态 总 体 的 情况 , 设 Xi,…,X, 和 Yi,……,Y， 分 
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别 是 从 正 态 总 体 N(b,ci) 和 N(0,coi) 中 抽出 的 样本 ,可 提出 以 

下 几 个 检验 问题 : 

1” 万 :co3a ,Hi:cioi<a 

2” Bl:ci《c3 委 < 万 1:ct[o5>a 

3” 万 :ai《o3s= ac1yc5 天 c 

a 为 给 定 的 数 .事实 上 ,2" 可 转化 为 卫 , 只 须 掉 换 ct 和 oz 的 位 置 

即 可 . 故 只 须 考虑 下 和 3 . 

考虑 芋 .以 S? 和 S3 分 别 记 X 样本 和 Y 样本 的 样本 方差 . 则 
Si7S5 为 ci/oi 的 一 个 估计 值 . 故 癌 题 卫 的 一 个 直观 上 合理 的 检 

验 为 

4: 当 Si/S;  C 时 接受 万 0 ,不 然 就 否定 媚 9 (2.29) 

其 功效 函数 为 

PCO0 0,al;a2) = Po ,on (SILS; < C) 

， 2 
-Panual Si as < 2C 

= Ginw_i(ciCAeo1) 

此 处 G, -tw-iz) 是 月 由 度 为 (2z-1,7 -1) 的 下 分 布 郴 数 ( 见 

第 二 章 (4.35)). 此 函数 是 ci《ci 的 下 降 函 数 . 故 只 须 决 定 C ,使 
Cn-iCCL)=aw 即 可 .由 此 得 

C = aF io il-a) = ai(Cc) 《2.30) 

最 后 一 式 见 第 二 章 习 题 ， 

类 似 地 导出 检验 问题 了 的 一 个 检验 为 : 当 Ci 委 Si/S3 委 C。 
时 接受 原 假设 五 0 ,不 然 就 否定 互 0, 其 中 

Cl = aaa2) ,Cs = apF ini(a) 

a 为 检验 的 水 平 . 

sS.2.4 指数 分 布 参数 的 检验 

指数 分 布 的 密度 函数 是 第 二 章 (1.20) 式 ,分 布 函数 则 是 该 章 
41.21) 式 . 它 是 一 个 单 参数 分 布 族 一 一 只 包含 一 个 参数 1 . 这 个 分 
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布 的 重要 性 在 于 ;如 我 们 曾 指出 的 , 它 描述 了 在 一 定 条 件 下 元 件 等 

的 寿命 分 布 ,因此 在 可 靠 性 分 析 中 是 -- 个 基础 性 的 分 布 ,有 不 少 的 

应 用 . 

现 设 Xi,…,X, 是 从 这 总 体 中 抽出 的 样本 .在 实际 应 用 中 ,这 
可 以 是 2 个 抽 来 供 试验 的 元 件 ,从 开始 试验 起 到 失效 为 止 ,各 元 

件 经 历 的 时 间 , 要 根据 这 些 数据 检验 以 下 这 些 假 设 (40 给 定 ); 

1 万 0:14 之 0 五: 和 < 

2” 万 0: 委 10, 百 1:14>>10 

3” :=)0 ,HA 天 2h0 

我 们 已 经 知道 :X 是 1/ 的 无 偏 估 计 . 当 Re 成 立时 ,X 应 倾 

加 于 取 较 小 的 值 .于 是 ,问题 了 二 的 一 个 直观 上 合理 的 检验 为 

%: 当 X 雪 C 时 接受 Ho, 不 然 就 否定 (2.31) 

这 个 检验 的 功效 函数 不 难 计算 . 因为 当 参 数值 为 4 时 ,有 
2A4(XI+ 十 X) 一 27AX 一 X3. 

因此 

PCA) =PX>C) = P(2AX > 27AC) 

=1 一 天 (272AC) (2.32) 

这 里 K2,(z) 是 X 因 的 分 布 函数 ,8B。(4) 为 的 下 降 函 数 , 故 为 使 
检验 P 有 指定 的 水 平 ,只 须 取 C ,使 

Bo) =1 一 天 (2700C) = wa 

这 导致 2muoC= yx3,(c) ,而 
C = XY 包 (aa)A(2700) (2.33) 

若 指定 MK Mo ,而 要 求 当 ) 委 1; 时 ,接受 原 假 设 太 , 的 概率 

不 超过 给 定 的 相当 小 的 数 B, 则 由 B(A) 为 六 的 下 降 函 数 , 知 只 须 
有 Bo(AUD=1I-B, 即 

Ka2n(Xain(a)hi[Ao) = B 

利用 此 式 可 用 试 算法 结合 查 六 分 布 表 去 决定 ). 先 取 一 个 试探 性 
的 ?2 代入 上 式 左 边 . 若 计算 结果 小 于 8, 则 取得 太 大 . 若 大 于 已， 

则 2” 取得 太 小 .经 过 调整 ”之 值 后 再 算 . 
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类 似 地 可 得 到 检验 问题 2 和 3 的 水 平 v 检验 w 和 人 
0 : 当 X 之 X%2(1 - a)A2oxo) 时 接受 万 ,不 然 就 否定 互 0 

(2.32”) 

gr: 当 好 (1- 和 号)/2mao) 过 又 友 好, 人 (等 ]))2mao) 时 接受 
五 0 ,不然 就 否定 三 0 (2.33”) 

可 以 证 明 ( 见 附录 A):p 和 9 都 是 相应 假设 的 一 臻 最 优 检验 ,而 

go 则 不 是 一 一 问题 3" 没 有 一 臻 最 优 检验 ， 
我 们 来 看 看 问题 2". 假设 瑟 可 写 为 

刀 0: 元 件 平均 寿命 立 1AAn0 

而 检验 wp 可 写 为 ”“ 当 (1/X)M1Ao) 二 X 和 (1- vc)Z2m 时 ,接受 

五 0”. 这 意思 是 说 :只 要 观察 的 平均 寿命 1/X 不 小 于 设 定 的 平均 

寿命 1[o 的 xy 玉 (1--a)Zm 倍 , 假 设 互 0 就 可 以 接受 . 取 wa = 

0.0S$,? =15, 查 表 得 

X3(1L- a)[m = Xy3(0.95)[30 = 18.493730 = 0.6184 

即 ,只 要 观察 到 的 和 平均 寿命 能 达到 设 定 值 的 约 62% ,就 可 接受 " 平 

均 寿 命 不 小 于 1/Ao 的 假设 . 这 看 来 不 大 能 为 人 接受 ,其 解释 是 : 

一 则 我 们 选择 了 较 小 的 水 平 w{( 要 求 不 轻易 否定 五 ,) ,一 则 样本 大 

小 1$ 太 小 了 些 . 对 前 者 , 知 将 ec 上 升 为 0.3, 则 相应 的 界限 约 为 17 

AM0 的 8S$% .对 后 者 , 若 仍 维持 =0.05, 但 取 ?= 100 ,将 得 出 相应 

的 界限 约 为 1/ 的 84% ,这 已 算 比 较 合 理 了 . 

因此 ,在 解释 假设 检验 的 结果 时 , 切 不 能 单纯 只 注意 到 是 接受 

还 是 否定 .接受 是 在 什么 条 件 下 ,和 否定 又 是 在 什么 情况 下 ,其 含义 

如 何 , 有 哪些 因素 起 作用 ,都 须 进行 估量 ,这样 才能 得 出 切合 实际 

的 看 法 . 

截 尾 寿 命 检 验 

直接 将 前 述 检验 用 于 元 件 寿命 检验 ,在 实施 上 有 一 个 不 便 之 

处 : 拿 ”个 元 件 同 时 开始 使 用 ,到 其 全 部 失效 时 试验 才能 停 住 . 这 

?2 个 元 件 中 难免 有 少数 凡 个 寿命 特长 的 .这 么 一 来 ,就 必须 等 待 很 
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长 的 时 间 才 能 结束 试验 ,为 免除 这 个 不 便 , 在 实际 工作 中 常 采用 所 

渭 截 尾 法 . 下 面 我 们 把 这 个 方法 的 实施 步骤 介绍 -下 ,其 中 涉及 的 
分 布 问题 就 不 能 在 此 细 讲 了 . 

1. 定数 截 尾 法 

取 ?2 个 元 件 做 试验 . 定 下 一 个 自然 数 >< 7 ,试验 进行 到 有 > 

个 元 件 失效 时 为 止 . 把 到 此 时 为 止 , 全 部 2 个 元 件 的 工作 时 间 加 

起 来 记 为 开 , 即 

三 = YY (2.34) 

这 里 Y; 是 最 先 失 效 的 那个 元 件 的 失效 时 刻 ( 从 时 刻 0 开始 算 
起 ), Y: 为 第 二 失效 的 元 件 的 失效 时 刻 . 以 此 类 推 ,第 > 个 失效 元 
件 在 时 刻 交 , ,试验 也 就 到 此 为 止 , 余 下 尚 有 ?2 - 个 未 失效 元 件 ， 
筷 们 已 工作 的 总 时 间 为 (2 ->)Y,. 这 样 得 到 T 的 表达 式 (2.34). 
不 难 理解 : 工 愈 大 .就 愈 使 我 们 相信 元 件 的 平均 寿命 大 .因此 , 比 
如 说 ,问题 2 的 一 个 合理 检验 为 

y: 当 开关 C 时 接受 原 假 设 石 0 ,不 然 就 否定 如 (2.35) 

可 以 证 明 : 当 参 数值 为 时 ,24T 一 六. 由 此 出 发 , 仿 前 面 的 推 
理 ,就 不 难 在 给 定 检 验 水 平 uc 之 下 定 出 (2.35) 中 的 C 为 

C = X 吉 (1 -aa)A220) 

例如 ,要 检验 某 种 元 件 平 均 寿 命 不 小 于 5000 小 时 这 个 原 假 
设 .这 相当 于 问题 2 ,并 且 Mo=17S000. 取 15 个 元 件 做 试验 , 预定 
到 第 5 个 失效 时 ,试验 停止 .于 是 = 15,=5. 设 前 5 个 失效 元 件 
的 工作 时 间 依 次 是 

800,1200,1500,2000 ,2200( 小 时 ) 
则 了 工 =800+1200+1S00+2000 +2200+10x2200=27500 ,= 
0.05 , 查 表 得 

C = Xio(0.95) x 2500 = 3.940 x 2500 = 9850 
因为 27300>9850 ,应 接受 原 假设 1 过 17S000， 

* 见 本 章 习 题 15 
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2. 定时 稚 昆 法 

指定 一 个 时 刻 To, 拿 2 个 元 件 做 试验 ,直到 时 刻 To 为 止 .把 

到 这 时 为 止 全 部 ”个 元 件 的 工作 总 时 间 加 起 来 记 为 工 ,算法 是 : 

若 某 个 元 件 在 To 之 前 的 某 个 时 刻 上 已 失效 , 则 该 元 件 的 工作 时 

间 为 二. 若 到 To 时 刻 仍 未 失效 , 则 该 元 件 的 工作 时 间 为 To.“ 显 

然 ,平均 寿 命 愈 大 , 则 T 愈 倾 癌 于 取 较 大 之 值 , 于 是 得 出 检验 : 

几 : 当 三 之 C 时 接受 所 0, 不 然 就 否定 五 0 (2.36) 

可 以 证 明 : 近 似 地 有 24T* 一 yi. 这 里 x 是 到 时 刻 TY 停 试 时 已 
失效 的 元 件 个 数 .由 此 出 发 , 仿 前 面 的 推理 , 即 可 和 定 出 在 给 定 水 平 

ax 时 C 的 近似 值 ( 因 24T 一 x+1 只 是 近似 成 立 ) ,为 

C = XiGL- w)《/210) (2.37) 
例如 , 仍 取 Mo0=1XS000,ax=0.05, 取 10 个 元 件 做 试验 ,把 To 

定 为 1000. 到 时 刻 To 时 ,已 有 5 个 元 件 失效 ,时 刻 分 别 为 100， 

150,230,500 和 580 , 则 

T*” = 100 + 1S0 + 230 + S00 + 580 + S x 1000 = 6560 

此 处 x=5S$, 按 (2.37) ,有 

C = 和 (0.95) x 2500 = 4.575 x 2500 = 11437.5 

因为 6560<11437.5 ,应 否定 原 假设 刀 1 

5.2.5 二 项 分 布 参数 p 的 检验 

设 某 事件 的 概率 为 如 , 未 知 . 作 ”次 独立 试验 ,每 次 观察 该 

事件 是 否 发 生 . 以 X 记 该 事件 发 生 的 次 数 , 则 X 服从 二 项 分 布 召 

(2 , 户 ). 要 根据 X 去 检验 以 下 一 些 假 设 : 

1 Po:2p 和 bo,H: 力 >z0 

五 o:> 加 , 瑟 1:< 加 0 

妃 0:= 加 0, 末 1:2 天 j0 

2 

3 

  

* 也 可 以 更 一 般 - 些 , 对 参 试 的 ”个 元 件 的 每 一 个 规定 不 同 的 停 试 时 刻 了 | ，…， 

厂 ,总 工作 时 间 工 计 算 方法 与 上 述 相同 ， 
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先 考 虑 王 .从 直观 上 看 ,一 个 显然 的 检验 法 为 

p: 当 X 委 C 时 接受 万 0 ,不然 就 否定 万 0 (2.38) 

国 X 只 取 整 数值 , 故 C 可 限于 整数 . 此 检验 的 功效 函数 为 

pb) =PX>C) =1-POX 云 C) 

-1_y (jza 四 (2.39) 
i=0 \Z 

据 第 二 章 习 题 7,B。(P) 为 户 的 增 函 数 . 故 只 须 取 .C ,使 B.(zo)= 
x, 则 检验 p 将 有 水 乎 w. 这 相当 于 要 选择 整数 C ,使 

蕊 

> (ja -pox=1-a (2.40) 
z 一 人 

有 烦 的 是 ,不 一 定 正 好 有 一 个 整数 C 使 (2.40) 成 立 . 较 常 见 的 情 

沈 是 :存在 这 样 一 个 Co. 使 

| i=0 

Co+1 

“Jam <1-a< 人 Ma- 
(2.41) 

这 时 ,我 们 只 好 取 C 为 Co 或 Co +1. 当 取 C 为 Co 时 ,相当 于 把 
水 平 e 升 高 一 些 , 即 允许 犯 第 一 类 错误 的 概率 略 大 一 点 . 当 取 C 
为 Co+ 1 时 , 则 相当 于 把 水 平 vc 降 一 点 ,只 要 x， 充分 大 , 则 

1 1 放 or (1 o)2co 

这 一 项 一 般 很 小 ,这 种 修改 也 就 很 小 ,不 会 太 影响 实际 . 因为 水 平 
“ 取 为 0.05 或 0.01 等 并 无 特殊 含义 ,这 样 的 修改 也 不 产生 原则 
问题 . 
但 是 ,在 ”不 很 大 时 ,有 可 能 (2.41) 的 左右 两 边 都 与 1- ve 有 

不 可 忽略 的 距离 ,这 时 如 屈从 一 端 , 则 对 水 平 的 修改 太 大 ,可 能 
对 当 事 的 一 方 不 利 .举例 如 下 ， 

例 2.3 一 工厂 向 商店 供 货 , 商店 要 求 废品 率 不 超过 户 -~ 
0.05. 经 双方 同意 制定 抽样 方案 :每 批 (假定 批量 很 大 ) 抽 = 24 
件 , 检 查 其 中 废品 个 数 X, 当 X 挟 C 时 ,商店 接受 该 批 产 品 ,否则 
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就 拒 收 .双方 约定 检验 水 平 为 =0.0$, 这 意味 着 废品 率 为 0.05 

的 批 , 有 9$% 可 通过 检查 ( 若 上 <0.05$, 通 过 的 比率 当然 比 0.95 

更 高 ). 问题 是 决定 C , 按 (2.40), 要 找 C 使 

『 = 阿 人 0.05700.9525 = 0.95 
720 人世 

查 二 项 分 布 表 ”, 知 

C =2 时 ,=0.884;C = 3 时 ,J = 0.970 
此 两 值 都 与 约定 的 0.95 有 相当 距离 . 若 取 C=2, 对 商店 有 利 ; 取 
C=3 则 对 工厂 有 利 . 

照 数字 看 ,0.97 与 0.95 距离 较 近 , 似 以 把 C 取 为 3 较 合 理 . 

但 如 商店 不 同意 ,一定 要 坚持 0.95 这 个 数 , 则 只 好 按 如 下 的 方式 
处 理 ; 

a. 当 X 委 2 时 接受 产品 (接受 假设 bp 委 0.05) , 当 X 三 4 时 拒 收 、 

b. 奋 X=3, 则 既 不 完全 接受 也 不 完全 拒绝 ,而 按 一 定 的 概率 接 
受 . 接 受 的 概率 是 

~ = (0.95 - 0.884)/(0.97 -0.884) = 0.767 
可 以 这 样 设想 : 拿 一 个 袋子 ,其 中 含 白 球 767 个 , 红 球 233 个 .每 次 
抽样 得 出 X=3 时 , 即 随机 从 袋子 中 抽出 一 个 球 ,如 为 白 球 ,产品 
通过 :和 否则 就 拒 收 . 

ab 二 者 结合 就 严格 维持 了 0.05 这 个 约定 的 水 平 .这 样 的 检 
验 叫做 “随机 化 检验 ”, 因 为 在 b 这 个 步骤 中 ,包含 了 一 个 随机 机 制 
去 决定 原 假 设 是 否 被 接受 .在 所 有 涉及 离散 型 分 布 的 检验 中 , 如 要 
坚持 约定 的 水 平 ,往往 得 通过 这 样 的 随机 化 .但 这 种 做 法 ,一 则 标 
更 ,二 则 对 实用 工作 者 而 言 往往 觉得 不 自然 .因此 ,除非 确 有 必要 ， 
实用 上 不 大 采用 .这 里 交代 了 以 后 ,以 下 我 们 就 不 再 提 这 个 问题 . 

继续 把 问题 1 看 成 一 个 产品 抽样 验收 的 问题 ,在 实际 使 用 

* 月 前 国内 较 仔 细 的 二 项 分 布 表 , 以 及 其 他 几 种 常用 统计 表 , 包 括 正 态 分 布 ,统计 
三 大 分 布 及 波 哇 松 分 布 等 的 表 , 是 由 全 国 统计 方法 应 用 标准 化 技术 委员 会 制定 的 国家 
标准 ,统计 分 布 数 值 表 GB4086. 
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中 , 除 规 定 加 和 水 平 c 外 ,还 要 指定 一 个 较 加 o 大 一 些 的 数 如 及 

充分 小 的 数 8 ,并 要 求 检验 能 满足 如 下 的 条 件 : 若 训 之 户 , 则 原 假 

设 瑟 0 被 接受 的 概率 不 超过 8. 就 是 说 ,废品 率 不 小 于 户 ; 的 批 ,只 

有 至 多 1008% 的 批 能 通过 检验 .在 抽样 验收 中 ,一 般 使 用 1- A 

(P) 而 不 使 用 pp(zp)1- Bo(p) 称 为 检验 p 的 操作 特征 图 数 或 

OC 盟 数 ,和 暂 记 为 志 (z). 有 
C 

Le( 六 = 了 人 和信 (2.42) 
1=0 1 

于 是 所 提 的 要 求 可 综合 为 

志 Lo 人 轧 0) 王 一 ca ,Le ) 王 (2.43) 

如 图 S.3 所 示 ,为 实现 (2.43) ,可 能 试 着 选 一 

个 ?2, 按 (2.40) 决 定 C. 定 出 C 后 ,把 户 = 轧 不 P) 
代 和 人 (2.42) 算 出 Leo(zpi). 若 Lo(pD)<B, 则 

7 取得 太 大 了 .和 若 Leo(zi) >B，, 则 7 取得 太 1=-c 

小 ,经 调整 ，” 值 之 后 再 重复 上 述 试 算 . 应 用 

上 ,对 一 些 特 定 的 zo,p 和 wx,8 值 ,把 和 

C 的 值 造 了 表 . 图 5 3 

产品 抽样 验收 是 二 项 分 布 参数 问题 的 一 

项 重要 应 用 , 它 已 经 发 展 成 为 数理 统计 学 的 一 个 应 用 分 支 ,刚才 所 

讲 只 是 一 种 最 简单 的 情况 . 实际 应 用 中 ,为 了 对 付 各 种 情况 一 一 例 

如 ,每 批 产 品 个 数 不 大 ,而 需要 用 超 几 何 分 布 代 替 二 项 分 布 ;一 次 

完成 抽样 可 能 不 经 济 , 而 可 以 考虑 多 次 完成 ,如 复式 抽样 方案 ( 见 

习题 ) 及 序 贯 抽样 方案 ;产品 也 可 以 不 单纯 只 看 其 是 否 合 格 , 而 要 

测定 其 指标 值 ( 数 量 验收 方案 ); 验 收 可 以 是 针对 和 孤立 的 一 些 批 ,或 

古 连续 性 的 ,因而 可 以 考虑 在 何 时 放宽 或 加 严 检查 ,等 等 . 

检验 问题 2 ,3" 的 处 理 方法 类 似 . 给 定 水 平 ,其 检验 分 别 为 

2 : 当 X 志 C 时 接受 刀 0, 不 然 就 否定 虽 0 (2.44) 

其 中 C 由 关系 式 

CO PP 1 履 

m
A
 ] 

-1 

之， [7 ja - po)" 一 = 
1 二 休 
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确定 . 

0 : 当 CI 和 受 X 委 CC 时 接受 末 0, 不 然 就 否定 民 0 (2.45) 

其 中 Cl,C， 分 别 由 关系 式 
Ci-1 

富 人 局 G- po = 
四 (2.46) 

守 人 1 呈 0 -六 0o) 二 a]2 

确定 .可 以 证 明 :2 和 9 都 是 所 给 水 平 下 的 一 致 最 优 检 验 ,而 问题 

3' 没 有 一 臻 最 优 检验 . 
符号 检验 

符号 检验 的 原始 形态 如 下 :假定 有 甲 、 乙 两 种 牌号 的 同一 产品 

(例如 两 种 啤酒 ). 为 了 解 大 众 的 反映 如 何 , 挑 选 了 ， 个 人 ,每 人 给 
以 甲乙 两 牌号 的 产品 各 一 份 , 请 他 们 使 用 后 作出 评定 ,规定 : 若 你 

认为 甲 优 于 乙 , 则 给 一 个 ”+ “号 ;大 认 为 乙 优 于 甲 , 则 给 一 个 “-” 

号 .以 户 记 ”认为 甲 比 乙 优 " 的 人 在 整个 大 众 (而 不 止 限于 挑 出 的 

这 ? 个 人 ) 中 所 占 比例 , 若 如 =12, 则 甲乙 两 种 牌子 谁 也 不 占 优 

势 . 为 检验 是 否 如 此 (检验 原 假 设 =1/2), 看 这 ?2 个 人 的 回答 中 

正 号 的 个 数 X.X 服从 二 项 分 布 B(m,). 于 是 可 以 使 用 检验 

(2.45) ,Cl,C> 由 (2.46) 给 出 ,其 中 zzo=12. 若 X<Ci, 则 判 甲 

不 如 乙 . 若 X>C;, 则 判 乙 不 如 甲 . 若 CI 委 X 委 C，, 则 认为 在 水 平 
a 上 尚 不 足 作出 判断 一 一 尽管 在 样本 中 十 、-- 号 个 数 有 差别 ,但 差 

别 不 够 大 ,还 不 能 认为 它 一 定 不 是 由 抽样 的 随机 性 所 引起 . 

更 进一步 ,在 有 些 场合 下 ,可 以 要 求 参 试 的 人 打分 .如 定 下 

0 一 100 分 的 范围 ,可 以 要 求 每 个 参 试 者 对 甲 、. 乙 两 牌号 的 产品 各 
给 一 个 分 ,如 下 表 前 两 行 所 示 . 

  

参 试 人 1 
评 分 
息 一 乙 的 符号 + 

  

  

  
  

柑 2 

昌 | 
区 |
 

| 
|
 办
 |
 

  十
 

s
 

2
 

总 
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对 这 批 数据 可 以 考虑 用 : 检验 法 :一 是 把 XI ，…,X 和 妈 ,了 

分 别 看 作 从 正 态 总 体 N(9,c) 和 N(6,c2) 中 抽出 的 样本 ,用 两 

伴 本 上 检验 (2.22) 去 检验 原 假 设 0 = 0:. 这 个 做 法 的 问题 在 于 : 

各 人 品味 和 打分 尺度 不 同 . 品味 较 高 的 人 也 许 倾 向 主 把 分 给 得 低 

一 些 , 反 之 则 给 得 高 一 些 . 这 不 仅 会 破坏 正 态 性 ,也 会 使 方差 o” 加 

大 而 降低 检验 的 功效 . 另 一 种 想法 是 取 差 

Di = Xi -人 二 7 

把 Zi, 之 视 为 取 自 NAnoi) 的 样本 (CAw 作为 一 四 而 ci 可 视 

为 上 文 的 2c*. 或 者 ,根本 不 必 与 上 文 的 0 ,0 和 o2 发 生 联 系 ). 而 

用 一 样本 上 检验 (2.17) 去 检验 假设 wK=0. 这 个 做 法 部 分 地 弥补 了 

前 一 做 法 的 缺点 ,但 仍 有 其 问题 :各 人 在 差 吾 如 何以 分 数 反映 上 尺 

度 也 可 能 不 一 , 同 是 感觉 上 这 一 点 差距 ,有 人 觉得 用 SS 分 的 相差 就 

够 了 .而 有 人 可 能 愿意 用 20 分 .这 也 会 破坏 上 文正 态 性 假设 和 使 

方差 ct 增 大 . 

现在 看 表 上 最 后 一 行 : 巴 一 玉 的 符号 , 这 就 免除 了 前 面 所 讲 
的 可 能 的 缺点 ,因为 此 处 只 要 一 个 好 坏 对 比 的 意见 ,而 不 问 县 体 程 

度 如 何 , 这 样 就 回 到 了 符号 检验 . 

当然 , 符 叶 检验 也 有 其 缺点 , 即 它 亚 失 了 Xi, Y 这 些 数据 中 
相当 部 分 的 信息 ,如 果 有 把 握 认为 参 试 人 给 分 的 尺度 并 无 重大 差 
别 , 用 z 检验 比 用 符号 检验 很 可 能 给 出 更 高 的 分 辨 率 .因此 ,要 不 

要 把 分 数 转化 为 符号 ,这 是 一 个 要 依据 对 实际 背景 的 了 解 去 考虑 
的 问题 . 

在 符号 检验 中 ,我们 对 样本 X,, Y; 所 来 自 的 总 体 的 分 布 ,不 
需 有 什么 特殊 的 假定 .这样 的 检验 在 数理 统计 学 上 称 为 “ 非 参 数 检 
验 ”, 意 即 它 不 是 只 适用 于 某 种 特定 的 参数 分 布 族 , 如 正 态 分 布 族 
或 指数 分 布 族 之 类 . 非 参 数 方法 是 数量 统计 学 中 的 一 个 重要 分 支 . 
顺便 说 一 句 : 符 号 检验 中 那 种 回答 问题 的 方式 ,是 在 民意 测验 

中 对 某 问 题 作 二 者 取 一 的 回答 的 那 种 方式 (你 是 否 赞 同 某 项 措施 ， 
两 位 候选 人 中 你 打算 投 谁 的 票 之 类 ) .在 西方 每 值 大 选 或 总 统 选 举 
之 前 ,进行 多 次 民意 测验 ,每 次 挑选 数 百 至 数 千 (以 至 更 多 ) 的 人 进 
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行 调查 . 历史 证 明 : 这 种 调查 与 事后 的 结果 停 人 地 一 致 .不仅 统计 
学 的 人 对 此 可 能 党 得 难以 理解 :一 国人 民 多 至 千 万 以 至 以 亿 计 ,为 

什么 区 区 数 千 人 的 意见 与 全 体 的 意见 相距 如 此 之 近 , 其 实 不 难 解 

释 . 以 )” 计 调查 人 数 ,和 记 某 种 特定 回答 (如 准备 投 4 的 票 ) 的 人 

数 , 以 关 [ 三 六 估计 疡 因 ， 甚大 ,可 以 用 第 四 章 (4.13) 式 作 记 的 

区 间 估 计 , 它 大 体 上 就 是 方 二 六 pV (1- 玉 ) .如 取 史 =2500， 
a=0.05, 则 

扩 V 方 (1 一 方 ) <1.96A/ 了 - 过 j/2500 

=1.90% 之 2% 

即 用 方 估计 户 , 大 约 只 有 上 土 2% 的 误差 .如 果 一 个 候选 人 比 另 一 个 
领先 5 个 百分点 , 则 在 民意 测验 中 就 能 有 确定 的 反映 了 . 

S.2.6 波 哇 松 分 布 参数 1 的 检验 

设 有 一 个 取 非 负 整 数值 的 离散 总 体 , 其 分 布 为 包含 未 知 参 数 
4 的 波 哇 松 分 布 , 如 第 二 章 (1.7) 式 所 示 . 现 设 X 为 抽 自 该 总 体 的 
样本 ”, 要 考虑 以 下 的 一 些 检验 问题 (4o>0 为 给 定常 数 ): 

1 五 0:A 委 10, 互 |: 和 >Ah0 

2 ” 五 0:14 之 1 , 瑟 1:1<AN 

3 万 0: 久 = 和 0， 百 :和 = 00 

爷 考 虑 下 .由 于 X 的 均值 为 1 , 当 Fo 成 立时 ,X 倾向 于 取 较 
小 之 值 ,由 此 得 出 下 述 直观 上 合理 的 检验 : 

9: 当 X 委 C 时 接受 感 0 ,不 然 就 否定 妃 。 (2.47) 
其 功效 郴 数 为 

《0 

pr) =1-POX 坟 C)=1- >eMil (2.48) 
E 一作 

* 可 以 一 般 地 设 Xi ,X, 为 抽 自 该 总 体 中 的 样本 ,但 只 要 取 X = 广 1 十 十 习 ，， 
则 据 第 二 章 例 4.3,X 仍 为 波 哇 松 分 布 , 只 参数 改 为 以 ,因此 ,只 抽 .- 个 样本 的 限制 并 
无 损 于 - ` 般 性 . 
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根据 第 二 章 习 题 10,8.(A) 是 》 的 增加 函数 . 故 为 决定 C 使 检验 9 

有 给 定 的 水 平 c ,只 须 取 C ,使 BC4o)=a，, 即 
( 

>)erioioAl=1T-a (2.49) 

这 里 也 有 我 们 在 讲 二 项 分 布 参数 的 检验 问题 时 碰 到 的 情况 , 即 不 
一 定 存在 整数 C 使 (2.49) 恰 好 成 立 ,而 是 存在 Cu ,使 

. Cotl 

> < 1 -ea < 2 AU0Ai (2.50) 

这 时 ， 或 者 调整 ca 之 值 ， 上 者 施行 随机 化 ( 当 X=Co+l 时 ), 步 骤 

与 以 前 讲 的 相同 . 

适合 条 件 (2.$0) 时 Cu 还 可 以 由 等 式 ( 第 二 章 习 题 10) 

C0 oo 

Yeahivil -| eejeld; (2.51) 
1=(0 40 

通过 卡 方 分 布 表 得 出 .事实 上 ,在 上 式 右 疹 的 积分 中 作 变 数 代 换 

一 /2 ,得 

1 -tc ] | -zj ec 
一 | etdt = e Te 
C1 40 2c+lc1! 240 

1 

一 222225 2 2 ) 2 

=1 一 天,52(220) (2.52) 

此 处 KK2+2(z) 为 自由 度 2c+2 的 卡 方 分 布 范 数 .由 (2.49 )， 

42.31) 和 (2.52) ,得 KK， (2A0o)= a, 即 

210 三 X5zcs2(1t 一 w ) (2.5S3) 

然后 查 yz 表 用 试探 法 . 先 取 定 一 个 C 值 查 表 得 出 ya:2(1-a). 
者 此 值 小 于 20, 则 表示 C 取得 太 小 ,反之 则 太 大 ,实际 上 ,从 表 上 

“T 工 -a“ 那 一 列 从 上 往 下 看 就 直接 可 以 找到 满足 (2.49) 或 (2.50) 
的 C. 例 如 , 取 0=1.7$2,a=0.05, 则 20=3.504. 从 xy 表 中 头 
上 为 1-w=0.95 的 那 一 列 往 下 看 , 见 到 

X8(0.95) = 2.733,Xio(0.95) = 3.940 
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故 满足 (2.S0) 的 Co 为 Co=3. 这 个 方法 的 缺点 是 : 它 没 有 给 出 

(2.50) 左 . 右 两 端 之 值 .因而 在 Co+ 1 处 施行 随机 化 时 的 概率 ( 即 

例 2.3 中 0.767 这 个 数 ) 算 不 出 来 (如 果 所 用 的 六 表 的 表 头 上 人 恰 
有 ”240 这 -一 栏 ,当然 就 不 成 问题 ). 

例 2.4 假定 一 指定 地 区 内 的 人 口中 ,每 年 患 某 种 特殊 疾病 

的 人 数 服从 波 哇 松 分 布 , 且 过 去 相当 长 一 段 时 间 ,平均 每 年 发 病人 

数 为 2.3 人 .但 近 4 年 内 记录 到 的 发 病人 数 分 别 为 3,4,1,5. 问 是 

和 否 有 明显 证 据 表明 发 病 率 上 升 了 ? 

从 数字 上 看 ,发 病 率 的 上 升 甚 为 明显 .从 统计 学 的 角度 观察 问 

题 ,加 是 要 检验 一 下 这 表面 上 的 增加 是 否 达 到 了 在 一 定 水 平 a 之 

下 的 显著 性 , 即 不 能 仅 从 偶然 波动 的 角度 去 解释 

为 此 ,以 As 和 2.3 作为 原 假 设 , 把 4 个 年 份 的 数字 相 加 ,得 X 

=3+4+1+5S=13. 要 注意 和 的 分 布 为 参数 是 41 的 波 哇 松 分 布 ， 
因此 据 X 去 进行 检验 时 , 原 假设 要 改 为 1 生 10=4x2.3=9.2. 取 
a=0.0$. 查 表 有 

Xa 和 (0.95) = 18.493 > 210,Xa(0.95) = 16.928 < 2h0 
由 此 知 应 当 在 X 委 13 时 接受 1 委 9.2,X15 时 否定 (X=14 要 施 

行 随机 化 ,或 把 14 放 到 和 否定 域内 ). 总 之 , 按 所 得 数据 X= 13 尚 不 

能 否定 年 平均 发 病人 数 未 上 升 " 之 假设 . 

若 取 a =0.20, 则 查 表 得 

X5(0.80) = 19.820 > 20,X3(0.80) = 18.062 < 2 
相当 于 (2.50) 式 中 的 Co=11, 现 X=13, 该 和 否定 原 假设 二 9.2. 

随 着 所 取水 平 a 的 不 同 , 在 同 -- 数 据 下 一 个 假设 的 接受 与 否 
岂可 以 不 同 ,而 水 平 的 选择 是 人 为 的 .由 此 可 知 ,不 能 把 检验 的 结 
果 按 其 表面 意义 解释 得 太 死 . 拿 本 例 而 言 ,如果 你 认为 事态 并 非 很 
严重 ,而 采纳 “发 病人 数 增加 ”的 结论 将 导致 需要 巨额 经 费 的 措施 ， 
你 可 以 慎重 一 些 而 采取 一 个 较 低 的 水 平 , 如 we =0.05. 这 时 你 的 结 
论 是 :目前 尚 无 十 分 有 力 的 证 据 表 明 情 况 已 恶化 了 ,可 再 观察 一 段 
时 间 . 但 如 你 只 是 把 这 个 问题 作为 一 个 单纯 的 科研 题目 ,你 也 许 会 
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倾 问 于 认为 不 必 过 于 保守 , 即 宁 取 较 大 一 点 的 水 平 ,例如 vc = 

0.20. 这 时 你 的 结论 将 是 :已 有 较 充 分 的 证 据 表 明 情 况 有 了 恶化 ， 

值得 注意 ,采取 这 个 看 法 犯错 误 的 机 会 不 超过 0.2. 这 两 种 看 法 并 

无 记 盾 .恰恰 相反 ,也许 这 两 种 看 法 的 结合 ,使 我 们 对 本 题 中 随机 

性 的 影响 如 何 , 得 到 了 更 深入 一 步 的 理解 . 

对 问题 2 和 3" ,类似 的 讨论 得 到 水 平 的 检验 o 与 go 如 下 : 

op : 当 X C 时 接受 呈 1 ,不 然 就 否定 HE (2.54) 
其 中 C 由 关系 式 

ai = wa (2.55) 

确定 ,或 用 
2A0 = X2c(e) (2.56) 

p : 当 C 委 和 X 委 CC， 时 接受 五 0, 不 然 就 否定 妞 9? (2.57) 

(CC 分 别 由 

Ci-1 C: 
>yJeioiAil = ae 1-a2 (2.58) 

7 二 1 

确定 ,或 用 
2)0 = X2c(a2),210 = X2cta(1- ac2) (2.59) 

波 哇 松 分 布 参数 检验 有 一 个 有 趣 的 应 . 
用 , 印 用 于 本 节 (3$.2.4) 中 讲 过 的 定时 截 尾 “上 一 -一 

  

  

      寿命 检验 的 情形 . 前 面 我 们 讲 的 定时 截 尾 。。 
是 预定 一 个 时 刻 Tu, 在 时 刻 0 时 对 7 个 2 加 

元 件 (其 寿命 都 服从 参数 为 的 指数 分 元件 失效 时 刻 
布 ) 进 行 测 试 .每 个 参 试 元 件 如 在 时 刻 T。 几 。 
前 失效 , 则 记 下 其 失效 时 刻 而 并 不 替换 该 
元 件 .现在 对 试验 作 一 点 修改 :开始 时 ”个 元 件 参 试 ,不 论 在 To 
之 前 的 哪个 时 刻 其 中 哪个 元 件 失效 了 ,就 立即 用 一 个 新 的 替换 上 
去 .到 时 刻 To 时 结束 试验 ,把 到 那 时 为 止 失效 的 元 件 总 数 记 为 
X. 如 图 $.4, 表 示 在 时 刻 0 有 3 个 元 件 参 试 ,到 时 刻 To 结束 , 共 
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有 X=1l 个 元 件 失效 . 

用 第 二 章 习 题 25 容易 推出 :X 服从 参数 yv= zToux 的 波 哇 松 

分 布 . 如 要 检验 “元 件 平 均 寿 命 不 小 于 1 即 ” 委 0 ,可 归结 为 

在 波 哇 松 总 体 中 观察 了 X ,要 检验 假设 “vv 委 ?2Toao .这 正 是 我 们 

讨论 过 的 问题 ， 

s.2.7 大 样本 检验 

在 上 面 讲 的 一 些 检 验 问题 中 ,我 们 都 知道 了 有 关 检 验 统计 量 

的 确切 分 布 . 据 此 ,就 可 以 在 给 定 的 检验 水 平 c 之 下 ,决定 检验 统 

计量 的 临界 值 , 即 我 们 前 面 多 次 提 到 的 常数 C( 或 Ci,C: ,如 在 双 

侧 情 形 )， 

但 在 不 少 问题 中 ,检验 统计 量 在 直观 上 看 合理 ,但 其 确切 分 布 

求 不 出 .这 时 ,往往 就 求助 于 其 极限 分 布 ,依据 它 去 决定 临界 值 C. 

举 一 个 例子 . 

例 2.S 《〈 贝 伦 斯 - 费 区 尔 问题 ) 设 XXX， 和 了 

分 别 是 抽 自 正 态 总 体 Ng ,ci 和 N(0 ,ci) 的 样本 . 9 ,ci,02 ,oa 

全 都 未 知 ,也 没有 假定 ci 与 ci 相等 .要 检验 原 假设 “0 = 02”, 对 

立 假设 是 "9 和 关 0 .也 可 以 考虑 单 侧 的 情形 , 即 “ 站 委 0 为 原 假 
设 . 

据 正 态 分 布 的 性 质 有 

  (XK-Y)-(2 -02) 三 一 一 一 一 一 一 NO, 2.60 本 《0,1) (2.60) 

因为 cf,o; 未 知 , 虽 则 (2.60) 为 确切 分 布 , 仍 无 法 据 以 确定 检验 的 

临界 值 .于 是 以 X 样本 的 样本 方差 Si 作为 ci 的 估计 ,以 Y 样本 

的 样本 方差 S; 作为 o; 的 估计 ,分 别 取代 (2.60) 中 的 oi 和 cz 得 
到 

_(X-Y)-(2 -9，) 

V Si]m + S3j7Az 

其 确切 分 布 很 复杂 ,但 当 ”mm 都 较 大 时 ,其 分 布 接近 N(0,1). 姑 
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且 认 为 它 就 是 N(0,1), 则 得 到 原 假 设 02; = 0: 的 下 述 检验 法 : 当 

[又 -TVNSTS 记 去 wp (2.62) 
时 接受 原 假设 ,不 然 就 否定 . 

大 样本 检验 ,例如 (2.62) ,在 下 述 意 义 下 是 近似 的 :原先 预定 

的 检验 水 平 是 c ,而 该 检验 的 实际 水 平 与 c 有 差距 . 这 是 由 于 

(2.61) 式 的 了 的 分 布 与 N(0,1) 的 分 布 有 距离 .如 果 ”和 户 都 较 

大 , 则 工 的 分 布 与 N(0,1) 的 差异 就 很 小 ,而 检验 (2.62 ) 的 实际 水 

平 就 与 其 预定 水 平 a 相差 很 小 .问题 在 于 ,我 们 一 般 并 不 清楚 对 

一 定 的 和 户 ,T 的 分 布 与 N(0,1) 的 差 异 有 多 大 ,因而 也 就 不 能 

估计 检验 的 实际 水 平 与 其 名 义 水 平 究 竟 差 多 少 .在 区 间 估 计 中 也 

有 这 个 问题 :由 于 使 用 了 有 关 变 量 的 近似 分 布 , 所 作出 的 区 间 估 

计 , 其 实际 置信 系数 与 名 义 (预定 的 ) 置 信 系 数 之 间 , 有 一 个 我 们 不 

了 解 的 差距 . 

因此 ,大 样本 方法 是 一 个 “不 得 已 而 为 之 ”的 办 法 ,只 要 有 基于 

精确 分 布 的 方法 (小 样本 方法 ), 我 们 总 是 乐于 采用 的 ,可 惜 的 是 : 

在 数理 统计 学 的 许多 问题 中 ,能 找 出 形式 足够 简单 且 便 于 使 用 的 

精确 分 布 的 情况 ,到 底 还 是 不 多 .因此 ,大 样本 方法 在 数理 统计 学 

中 占有 重要 的 地 位 . 

也 有 的 情况 ,精确 分 布 是 知道 的 ,但 在 样本 大 小 2 太 大 时 , 计 

算 不 便 ,我 们 也 时 常用 其 较 简 单 的 极限 分 布 去 取代 之 .下 面 是 一 个 

例子 . 

例 2.6 ”再 考 存 S$.2.5 段 讨 论 过 的 二 项 分 布 参数 记 的 检验 

问题 .以 该 处 的 问题 3 ( 原 假 设 2 = po) 为 例 , 前 面 我 们 已 找 出 检 

验 (2.4$) ,其 中 Ci,C， 由 (2.46) 决 定 . 当 ，” 很 大 时 ,(2.46) 中 的 和 

无 法 从 二 项 分 布 表 上 查 得 ,因而 Ci ,C; 的 决定 就 不 易 . 

但 根据 中 心 极 根 定理 (第 三 章 定理 .4.3) , 当 原 假设 户 = 4 成 

联 而 2 一 co 时 ,，(X - atpo)/V zatpo(l =- po) 的 分 布 趋向 于 NI(0， 

1) .近似 地 就 把 N(0,1) 作 为 其 分 布 , 则 可 提出 如 下 的 检验 : 当 

[1(X 一 1 力 0) | ALV Hpo(1L- po) 委 xp 
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即 

?7 力 0 一 Wei V zol1 一 四 ) 委 X 所 10p0+znp V po(1 -=- po) 

(2.63) 

时 接受 原 假 设 上 = 加 ,不 然 就 拒绝 .与 (2.45$) 比 较 , 这 等 于 以 

(2.63) 两 端 之 值 作 为 Cl 和 C， 的 近 侯 值 .这 两 个 值 比 Ci, C， 的 

确切 值 (由 (2.46) 决 定 的 ) 要 容易 计算 得 多 . 

我 们 再 提醒 一 下 以 前 曾 解 释 过 的 一 件 事情 :统计 方法 的 大 小 

样本 之 分 ,不 在 于 样本 大 小 7) 多 大 (这 无 清楚 界线 ) ,而 全 看 其 是 

否 使 用 有 关 变 量 的 极限 分 布 . 拿 本 例 而 言 , 若 用 检验 (2.63 ) ,无 论 

7? 多 小 ,总 是 大 样本 方法 ; 若 用 检验 (2.45$) 而 Ci ,C, 由 (2.46) 决 

定 , 则 无 论 2 多 大 , 仍 是 小 样本 方法 . 

s.2.8 贝 叶 斯 方法 

册 叶 斯 方法 的 一 般 原则 已 经 在 4.2 节 4.2.4 段 中 冰 述 过 ,并 
已 曾 用 于 点 估计 和 区 间 估 计 问 题 . 贝 叶 斯 方法 用 于 检验 问题 至 为 

简单 :如 已 经 选 定 了 先 验 分 布 , 则 在 有 了 样本 Xi ,…,X, 后 ,分 别 

算出 原 假 设 五。 的 条 件 概率 P(Eu| Xi,…,X,) 和 对 立 假设 媚 ; 的 

条 件 概 率 已 ( 呈 | Xi,,X，). 若 前 者 大 于 后 者 , 则 接受 原 假 设 
瑟 0; 若 后 者 大 于 前 者 , 则 和 否定 原 假设 万 0. 如 果 二 者 相等 (都 等 于 17 

2), 则 可 让 其 悬 而 不 决 (留待 进一步 考察 ) ,或 随机 地 取 其 一 ,举例 
说 明之 . 

例 2.7 ”考虑 第 四 章 例 2.14, 但 此 处 我 们 讨论 有 关 9 的 检验 
问题 . 

1 ” 设 原 假 设 万 o :9 委 0, 对 立 假设 囊 | :9 >0, 就 该 例 给 的 先 验 

分 布 N(wn,c“) ,已 求 出 后 验 分 布 为 正 态 Ni 大 ) ,其 中 上 ,人 分 别 
见 第 四 章 (2.17) 和 (2.18) 式 . 

当 0 一 Nb 六) 时 ,9 委 0 的 概率 易 算 出 ,此 处 我 们 只 关心 它 
是 否 小 于 12 .显然 , 若 上 >0, 此 概率 小 于 1 ,车 上 <0, 则 大 于 17 

2. 当 上 =0 时 则 恰 为 12. 因 此 ,得 出 在 所 给 先 验 分 布 之 下 的 贝 叶 
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斯 检验 为 
信 上 <0 即 X<- wao2) 时 接受 局 :0 委 0 

4 当 上 >0 即 X>-- MACaaa2 ) 时 和 否定 瑟 。 

( 当 上 = 0 即 误 =- wanc2) 时 , 悬 而 不 决 
从 其 中 看 出 先 验 信息 的 影响 . 设 六 >0, 则 先 验 信息 较 有 利于 瑟 ,: 
0>0. 所 产生 的 后 果 是 :又 必须 小 于 一 个 比 0 更 小 的 数 - pv 
(ja2) ,才能 接受 6 二 0, 若 无 这 一 先 验 信息 的 “ 先 人 之 见 ”, 则 公平 
的 看 法 是 : 当 斑 <0 时 认为 6 二 0 的 可 能 性 较 大 ,因而 接受 它 . 先 验 
信息 的 存在 使 我 们 要 求 更 强 的 证 据 . 从 其 影响 上 看 ,与 选择 检验 水 

平 c 有 其 相通 之 处 :我 们 愈 是 相信 原 假设 ,就 愈 是 倾向 于 选择 较 
低 的 “ ,而 使 检验 更 有 利于 原 假 设 . 当然 ,这 只 是 一 个 比喻 .在 贝 叶 
斯 方法 中 没有 “检验 水 平 ” 的 概念 ,其 方法 的 精神 与 奈 曼 -皮尔 逊 理 
论 根本 不 同 . 

2。 若 取 原 假 设 为 有 :0 有 委 6 和 受 0 00,0; 给 定 ) , 则 原则 上 完 

全 一 样 :在 6 一 NG 7) 时 ,算出 0 委 g 委 0 的 概率 为 

P(O 委 0 过 0 | Xi X，)= 2 人 (2 二 z( 

(2.64) 

我 们 留 给 读者 去 证 明 : 这 数 作为 寺 的 函数 , 当 上 由 - ce 升 至 co 

时 , 先 增 后 减 .由 此 可 知 , 使 此 表达 式 大 于 172 的 上 是 落 在 某 区 间 

(ca,p) 内 (可 以 是 空 集 ). 相 应 地 ,X 落 在 某 区 间 (A, 甩 ) 内 , 即 贝 叶 

斯 检验 为 : 

| 当 A<X< 电 时 ,接受 原 假 设 Hu:0 雪 9 扫 60， 

当 X<A4 或 X > 电 时 ,和 否定 B0 

当 误 = 4 或 B 时 , 悬 而 不 决 
(2.65) 

用 非 页 叶 斯 方法 , 即 奈 曼 -皮尔 逊 的 方法 ,也 可 以 得 到 形式 一 

样 的 检验 ,但 临界 值 不 同 ,这 留 作为 一 个 习题 . 

3 最 后 考虑 检验 问题 感 0:0=0, 瑟 1:0 尖 0.



因为 后 验 分 布 为 正 态 ,6 取 一 个 值 0 的 后 验 概 率 为 0: 已 (五 0 

| XXX) 总 为 0. 故 依 贝 叶 斯 检验 ,不 论 样本 如 何 , 总 要 否定 
瑟 1. 

这 样 的 解 看 来 很 不 吸引 人 .这 里 面 就 有 些 思想 得 弄 清 楚 . 

首先 ,就 贝 叶 斯 方法 而 言 , 它 只 看 后 验 概率 的 大 小 .0 这 个 值 

的 先 验 概率 为 0, 即 根本 不 可 能 之 事 , 就 是 说 ,先天 地 已 知道 “6 = 

0 "不 可 能 ,还 有 什么 值得 去 检验 的 ， 

问题 就 出 在 这 个 “绝对 "上 . 如果 你 要 检验 某 个 物件 的 重量 “ 绝 

对 地 ”等 于 2.367959 克 ,我 说 你 不 必 检 验 , 世 间 找 不 出 其 重量 与 

2.367939 克 一 丝 不 差 的 物体 .在 这 个 意义 上 ,你 可 以 不 经 检验 否 

定 0=0o 这 种 假设 ,可 是 在 实用 中 ,人 们 并 不 这 人 么 绝对 的 看 问题 . 

当 人 们 检验 6= 9 这 假设 时 ,他 是 理解 为 :所 检验 的 其 实 是 :6 在 

00 附近 一 个 可 允许 的 限度 内 , 且 只 要 样本 中 包含 的 证 据 不 与 这 一 

点 相去 太 远 ,就 可 考虑 接受 .这 是 我 们 日 常 处 理 这 种 问题 的 看 法 . 

我 们 以 前 讲 过 的 ,以 奈 曼 -皮尔 逊 思想 为 基础 的 检验 法 ,很 好 地 体 

现 了 这 一 点 . 

在 此 ,如 一 定 要 用 贝 叶 斯 方法 来 检验 0=0 这 个 假设 ,就 必须 

给 0 这 个 点 以 一 正 的 先 验 概 率 加 o. 剩 下 的 1- po 的 概率 以 某 种 方 

式 分 布 在 0 天 0 的 范围 内 ,例如 按 正 态 分 布 .此 处 不 涉及 细节 ,有 

兴趣 的 读者 可 参看 陈 希 顺 . 倪 国 趴 合 著 的 《数理 统计 学 教程 yp.204 

僵 $.8. 大 家 可 能 觉得 : zo 这 个 值 毫 无 定 准 ,如 何 给 法 ? 在 并 无 确 

实 的 先 验 信息 可 依 时 ,只 好 赁 考虑 两 类 错误 的 后 果 去 选择 :如果 你 

认为 错误 地 否定 02=0 后 果 较 严重 ,你 可 以 选择 一 个 略 大 的 训 0 ,以 

使 -2 =0 难于 被 否定 一 些 . 这 与 在 奈 曼 -皮尔 逊 方法 中 选择 检验 
水 平 c 有 同一 效应 一 一 须知 ,水平 ac 的 选 定 也 并 无 理论 依据 ,而 

是 基于 实际 考虑 .此 处 加 的 选择 ,不 妨 也 作 如 是 观 . 

贝 叶 斯 方法 的 最 大 的 好 处 是 :一 经 选 定 了 先 验 分 布 , 则 剩 下 的 
只 是 计算 问题 ,而 没有 找 检 验 统计 量 的 问题 ,特别 是 没有 找 检验 统 
计量 的 精确 分 布 的 问题 ,看 一 个 例子 . 
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例 2.8 设 Xi,…,X, 为 抽 自 正 态 总 体 NC2,c>) 的 样本 ,9 和 

5 都 未 知 ,考虑 检验 问题 

Da 和 甩 0 过 0 万 :0<a 或 9 > 0. (2.66) 

其 中 ,2 都 是 给 定 的 有 限 常数 ,w< 2 

在 本 节 ($.2.1) 段 中 ,我 们 曾 讨 论 过 6 委 00,0 过 0 和 0= 0 等 

原 假设 的 检验 问题 ,但 就 是 没有 提 到 过 (2.66) ,其 实 这 个 问题 在 应 

用 上 也 有 其 重要 性 .原因 就 在 于 :用 非 忠 叶 斯 的 方法 ,这 个 检验 所 

涉及 的 分 布 问 题 不 易 解 决 . 

现 用 贝 叶 斯 法 ,给 6 以 广义 先 验 密度 1 ,给 c 以 广义 先 验 密度 
ac ,并 设 二 者 独立 . 这 等 于 说 给 (6,c) 以 广义 先 验 密度 c-1, 当 
-co<0<co,c>0. 由 第 四 章 (2.10) 和 (2.11) 式 ,得 知 在 有 了 样 

本 Xi,…,X, 时 (0,c) 的 后 验 密 度 为 

一 (72+1]) _ 1 呈 2 _ oo oa Cn exp| 5 (X 0) | 人 <O<co>0) 

(2.67) 

这 里 

_ | 一 (zz+1) _ 四 Sn _ 一 Cn = (| | 。 exp| 2 (X 5) |d6dc ) 1 

C 是 一 个 与 b,c 无 关 但 与 样本 有 关 的 常数 ,以 下 的 常数 D, ,下 ， 

等 也 如 此 ,它们 没有 必要 去 计算 .将 (2.67) 对 c 从 0 到 co 积分 ,得 
到 6 的 边缘 后 验 密度 ,为 

Co 四 革 必 

c|， GT Dexp| - 5 之 (2X 一 0)? |do 

一 Du( 定 (X 一 0)2)22 = D,(Si+mn(X-0)2) 72 

= DuSi"[I+ (COX- 6)2LSi] "2 
= 已 [1+mn(X- 60) 一 1)S2] -22 (2.68) 

其 中 Si 为 2 (X --X) , 即 (2 -1)S2,S2 为 样本 方差 . S,,S 都 

与 c,b 无 关 . 令 
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0* =V72 (0-X)ZS (2.69) 

它 是 9 的 线性 函数 .由 0 有 密度 (2.68) , 易 算 出 0 有 密度 冰 数 

1 -2 )2， oo<0x < oo (2.70) 7 一 1 

把 这 个 表达 式 和 第 二 章 (4.31) 式 比较 , 即 知 它 是 自由 度 为 -1 

的 分 布 密度 ,因而 常数 户 就 必然 是 T( 生 }/ (3P(2 
以 1 记 目 由 度 2 -1 的 z 上 分布 函数 ,用 (2.69),(2.70), 即 得 

P(Do| XXX) = Pae 近 0 二 XXX) 

= P(Vza(a -X)MS 委 0 和 雪 VaO-X)ASTXITX) 

- Ti 人 (te )- Ta 忆 ) 

  

  

看 它 是 否 大 于 1 , 即 决定 是 否 接受 原 假 设 互 ,. 

例如 , 取 原 假设 为 -1 委 6 委 1, 样 本 大 小 2 =16, 且 设 由 样本 算 
出 X=0.8,S=2. 则 

va(O-X)《S =4(01-0.8)2 =0.4 

va(a-X)AS =4(-1-0.8) 人 =-3.6 

因而 

P(-1 委 0 近 1 XXX)= Tis(0.4) -Ti (- 3.6) 

查 上 分 布 表 知 上 式 右 边 为 0.621119 - 0.086245 = 0.S37874 > 
1 . 故 应 当 接受 原 假设 . 

有 意思 的 是 看 (2.69) 式 的 0 , 若 回 到 非 贝 叶 斯 的 看 法 , 即 把 
X,S 看 作 是 随机 的 而 0 为 未 知 常数 , 则 如 第 二 章 (4.34) 所 示 ,0 
的 分 布 为 自由 度 -1 的 :， 分 布 鼠 -1 .刚才 我 们 又 证 明了 :在 所 给 

的 (广义 ) 先 验 密度 之 下 ,0 的 后 验 分 布 是 *，， , 殊 途 而 同 归 , 但 解 
释 截 然 不 同 . 在 非 贝 叶 斯 意义 下 得 到 的 6" 一 上 无 助 于 解决 此 处 
的 检验 问题 ,而 在 贝 叶 斯 方法 之 下 ,由 0* 的 后 验 分 布 为 ti-1 芯 即 
导致 检验 问题 的 解 . 

顺便 交代 一 下 :30 年 代 初 ,R. A. 费 歇 尔 从 非 贝 叶 斯 的 结果 
”232 ，



VT(X--O)XMS 一 二 (2.71 ) 

出 发 ,用 如 下 的 推理 :在 上 式 中 把 X,S 看 作 已 知 常 数 而 将 6 看 成 

是 随机 的 , 则 (2.71) 式 可 看 作 决 定 了 6 的 一 个 分 布 ,他 称 之 为 6 的 

信仰 分 布 (fiducial distribution). 其 解释 如 下 :在 抽样 前 ,我 们 对 2 

茫然 无 所 知 . 有 了 样本 后 , 仍 不 能 确切 地 定 出 0. 但 根据 样本 所 提 

供 的 信息 ,我 们 对 2 取 各 种 值 的 “信仰 程度 "有 了 不 同 :例如 ,我 们 

相信 0 取 X 附近 值 的 程度 , 比 相信 0 取 远 离 X 的 值 的 程度 要 大 

些 . 信 和 仰 分 布 从 数量 上 刻画 了 这 个 相信 程度 . 若 以 下 记 6 的 信仰 

分 布 , 则 F(Co) -下 (ac) 就 是 我 们 对 “9 落 在 区 间 (a,2) 内 ”的 信仰 

概率 (fiducial probability). 利用 这 个 就 可 以 进行 统计 推断 一 一 作 

区 间 佑 计 , 检 验 等 ,这 个 方法 在 数理 统计 学 中 称 为 信仰 推断 法 
(fiducial inference ). 

费 歇 尔 的 思想 与 贝 叶 斯 学 派 的 基本 思想 有 共同 之 处 , 即 都 是 

把 未 知 参数 视 为 随机 变量 ,可 以 谈论 其 概率 分 布 .二 者 不 同 之 处 在 

于 贝 叶 斯 学 派 要 求 先 验 分 布 而 费 歇 尔 不 要 求 . 贝 叶 斯 方法 中 的 后 

验 分 布 与 费 软 尔 的 信仰 分 布 可 以 作 等 量 观 , 但 是 ,在 贝 叶 斯 方法 

中 ,由 先 验 分 布 到 后 验 分 布 有 一 定 的 规则 遵循 , 即 求 条 件 分 布 的 规 

则 .因此 ,一 旦 先 验 分 布 指定 了 ,后 验 分 布 并 无 岐 义 . 费 软 尔 的 信仰 

分 布 则 不 然 , 它 虽 不 依赖 什么 先 验 分 布 , 但 不 仅 无 一 定 的 法 则 可 遵 
循 , 且 在 较 复 杂 的 场合 ,简直 不 知 从 何 着 手 . 正 是 由 于 这 个 原因 , 信 

仰 推断 的 方法 没有 能 推 开 来 ,与 频率 学 派 和 贝 叶 斯 学 派 易 足 而 三 . 

但 是 ,这 方法 在 有 些 情 况 下 有 其 应 用 ,特别 是 在 我 们 多 次 提 到 过 的 
页 伦 斯 一 费 软 尔 问题 中 ,此 方法 颇 为 成 功 (参看 前 引 陈 希 、 倪 国 
黑 书 p. 182 一 183) ,目前 仍 有 些 学 者 对 它 进 行 研究 ， 

再 回 过 头 说 说 贝 叶 斯 检验 .上 面 提 到 的 那个 准则 , 即 在 P(E。 

| Xi ,Xn) >172 时 接受 原 假设 ,并 非 一 成 不 变 的 . 在 实际 问题 
中 ,不 论 接 受 或 是 否定 互 0 ,往往 都 意味 着 一 种 可 能 带 来 经 济 上 或 
其 他 方面 后 果 的 行动 .由 于 后 果 的 严重 性 不 同 及 当事者 的 承受 力 
不 同 ,他 在 作出 决定 时 所 采用 的 “临界 概率 "就 不 一 定 是 172 ,可 以 
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大 一 些 或 小 一 些 . 举 例 言 之 :接受 0 表示 兴办 某 一 商业 活动 .这 

活动 一 旦 成 功 ,大 有 利 可 图 ,但 也 很 可 能 失败 而 招致 一 定 的 经 济 损 

失 . 一 个 有 实力 能 承担 这 样 的 风险 且 又 富 于 冒险 精神 的 实业 家 ,可 

能 决定 只 要 在 30% 的 成 功 机 会 就 准备 一 试 ,这 时 他 把 接受 万 0 的 

标准 定 为 已 ( 互 ,| Xi ，,X,) 志 0.3. 反 之 ,一 个 实力 不 强 且 较 稳 健 

的 人 ,也 许 会 要 求 有 八成 把 握 才 干 .这 已 不 单纯 是 统计 推断 问题 ， 
而 是 一 种 统计 决策 问题 ,其 特点 是 不 仅 要 考虑 到 样本 提供 的 信息 ， 
还 须 考虑 到 种 种 决定 可 能 带 来 的 后 果 ”. 

$.3 拟 合 优 度 检 验 

拟 合 优 度 检 验 是 为 检验 观察 到 的 一 批 数据 是 否 与 某 种 理论 分 
布 符合 . 例如 ,我 们 考察 某 一 产品 的 质量 指标 而 打算 采用 正 态 分 布 
模型 ,或 考察 一 种 元 件 的 寿命 而 打算 采用 指数 分 布 模型 ,可 能 事先 
有 一 些 理论 或 经 验 上 的 根据 .但 这 究竟 是 否 可 行 ? 有 时 就 需要 通 
过 样本 进行 检验 .例如 ,抽取 若 于 个 产品 测定 其 质量 指标 ,得 Xi， 
Xe 然后 依据 它们 以 决定 “总体 分 布 是 正 态 分 布 ? 这 样 的 假设 

能 否 被 接受 .又 如 ,有 人 制造 了 一 个 仍 子 ,他 声称 是 均匀 的 , 即 出 现 
各 面 的 概率 都 是 146 ,是 否 如 此 ? 单 审视 人 子 外 形 恐 还 不 足以 下 
判断 ,于 是 把 仍 子 投掷 若 于 次 , 记 下 其 出 现 1 点 ,2 点 ,…;6 点 的 次 

数 ,去 检验 这 结果 与 “各 面 概率 都 是 1[6"” 的 说 法 能 否 符 合 . 
拟 合 优 度 检验 在 应 用 上 很 重要 . 除 直 接 用 于 分 布 拟 合 外 , 列 联 

表 ( 见 下 文 5.3.3 段 ) 也 是 一 项 重要 应 用 .另外 ,这 个 问题 在 数理 统 
计 学 发 展 史 上 占有 一 定 的 地 位 .其 历史 情况 是 这 样 的 :统计 分 析 方 
法 在 19 其 纪 时 多 用 于 分 析 生 物 数据 , 那 时 曾 流 行 一 种 看 法 认为 正 
态 分 布 普遍 地 适合 于 这 类 数据 .到 上 世纪 末 , 开 . 皮尔 逊 对 此 提出 
问题 ,他 指出 有 些 数据 有 显著 的 偏 态 ,不 适 于 用 正 态 模 型 .他 于 是 

* 关于 统计 推断 与 统计 决策 的 异同 的 论述 ,可 参看 前 面 所 引 陈 希 取 与 倪 国 熙 合 著 
的 书 pp. 222 一 225. 
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