
  

大 一 些 或 小 一 些 . 举 例 言 之 :接受 0 表示 兴办 某 一 商业 活动 .这 

活动 一 旦 成 功 ,大 有 利 可 图 ,但 也 很 可 能 失败 而 招致 一 定 的 经 济 损 

失 . 一 个 有 实力 能 承担 这 样 的 风险 且 又 富 于 冒险 精神 的 实业 家 ,可 

能 决定 只 要 在 30% 的 成 功 机 会 就 准备 一 试 ,这 时 他 把 接受 万 0 的 

标准 定 为 已 ( 互 ,| Xi ，,X,) 志 0.3. 反 之 ,一 个 实力 不 强 且 较 稳 健 

的 人 ,也 许 会 要 求 有 八成 把 握 才 干 .这 已 不 单纯 是 统计 推断 问题 ， 
而 是 一 种 统计 决策 问题 ,其 特点 是 不 仅 要 考虑 到 样本 提供 的 信息 ， 
还 须 考虑 到 种 种 决定 可 能 带 来 的 后 果 ”. 

$.3 拟 合 优 度 检 验 

拟 合 优 度 检 验 是 为 检验 观察 到 的 一 批 数据 是 否 与 某 种 理论 分 
布 符合 . 例如 ,我 们 考察 某 一 产品 的 质量 指标 而 打算 采用 正 态 分 布 
模型 ,或 考察 一 种 元 件 的 寿命 而 打算 采用 指数 分 布 模型 ,可 能 事先 
有 一 些 理论 或 经 验 上 的 根据 .但 这 究竟 是 否 可 行 ? 有 时 就 需要 通 
过 样本 进行 检验 .例如 ,抽取 若 于 个 产品 测定 其 质量 指标 ,得 Xi， 
Xe 然后 依据 它们 以 决定 “总体 分 布 是 正 态 分 布 ? 这 样 的 假设 

能 否 被 接受 .又 如 ,有 人 制造 了 一 个 仍 子 ,他 声称 是 均匀 的 , 即 出 现 
各 面 的 概率 都 是 146 ,是 否 如 此 ? 单 审视 人 子 外 形 恐 还 不 足以 下 
判断 ,于 是 把 仍 子 投掷 若 于 次 , 记 下 其 出 现 1 点 ,2 点 ,…;6 点 的 次 

数 ,去 检验 这 结果 与 “各 面 概率 都 是 1[6"” 的 说 法 能 否 符 合 . 
拟 合 优 度 检验 在 应 用 上 很 重要 . 除 直 接 用 于 分 布 拟 合 外 , 列 联 

表 ( 见 下 文 5.3.3 段 ) 也 是 一 项 重要 应 用 .另外 ,这 个 问题 在 数理 统 
计 学 发 展 史 上 占有 一 定 的 地 位 .其 历史 情况 是 这 样 的 :统计 分 析 方 
法 在 19 其 纪 时 多 用 于 分 析 生 物 数据 , 那 时 曾 流 行 一 种 看 法 认为 正 
态 分 布 普遍 地 适合 于 这 类 数据 .到 上 世纪 末 , 开 . 皮尔 逊 对 此 提出 
问题 ,他 指出 有 些 数据 有 显著 的 偏 态 ,不 适 于 用 正 态 模 型 .他 于 是 

* 关于 统计 推断 与 统计 决策 的 异同 的 论述 ,可 参看 前 面 所 引 陈 希 取 与 倪 国 熙 合 著 
的 书 pp. 222 一 225. 
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提出 了 一 个 包罗 甚 广 的 ,日 后 以 他 的 名 字 命名 的 分 布 族 , 其 中 包含 

正 态 分 布 ,但 也 有 很 多 偏 态 的 .皮尔 逊 认 为 :第 一 步 工作 是 根据 数 

据 去 从 这 一 大 族 分 布 中 硬 选 一 个 最 能 反映 所 得 数据 性 态 的 分 

布 ” .第 二 步 就 是 要 检验 所 得 数据 与 这 个 分 布 的 拟 合 如 何 , 这 一 步 

就 是 似 合 优 度 检 验 . 他 为 此 引进 了 著名 的 " 卡 方 检 验 法 “以 后 写 为 

X 检验 法 ). 20 年 代 ,R，A. 费 软 尔 对 六 检验 法 作出 了 重要 贡 
献 ,他 纠正 了 皮尔 逊 工 作 中 的 一 个 关键 性 的 错误 . 

s.3.1 理论 分 布 完 全 已 知 且 只 取 有 限 个 值 的 情况 

设 有 一 总 体 X. 设 从 某 种 理论 ,或 单纯 作为 一 种 假定 ,认为 X 

的 分 布 为 

万 0:P(X = ai) 三 太一 1 ,上 (3.1) 

其 中 wa ,Di =1 ,都 为 已 知 , 且 cd 两 两 不 同 , p; >0， 

2 二 1,…，,A&. 

现在 从 该 总 体 中 抽样 2 次 ,或 者 说 ,对 X 进行 次 观察 ,得 样 

本 Xi1，……,X, .要 根据 它们 去 检验 (3.1) 的 原 假 设 万 , 是 否 成 立 . 至 

于 为 什么 这 种 检验 称 为 拟 合 优 度 检 验 ,将 在 下 文 解释 . 

先 设想 交 足 够 大 . 则 按 大 数 定理 , 若 以 ， 记 Xi，……,X, 中 等 于 
ai 的 个 数 , 应 有 jj 储户 , 即 环 zi 我们 把 ?2 称 为 w 这 个 

“类 的 理论 值 ,而 把 ，” 称 为 其 经 验 值 或 观察 值 .如 下 表 所 示 

  

  

  

  

关 别 站 本 
理论 值 7z 户 1 2 户 2 712 户 : …- 7 太 

经 验 值 1 Y2 和 ] E ] 人 
  

显然 , 表 中 最 后 两 行 差 异 愈 小 , 则 瑟 o 愈 像 是 对 的 ,我们 也 就 愈 乐 
于 接受 它 .现在 要 找 出 一 个 适当 的 量 来 反映 这 种 差异 .皮尔 逊 采 用 

* 我 们 在 讲 点 估计 时 提 到 的 “和 矩 估 计 法 ”, 就 是 皮尔 逊 为 这 个 只 的 而 创立 的 .有 趣 的 
是 ,日 前 在 数理 统计 学 中 ,和 抢 法 的 Popularity 反倒 超过 了 皮尔 进 分 布 族 ,这 慌 怕 是 皮尔 
逊 始 料 所 不 及 的 . 
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的 量 是 
2 = 》)( 理 论 值 - 经 验 值 )7 理论 值 

= (?b 一 三) 六 [1 

这 个 量 每 项 的 分 子 部 分 好 解释 ,分 母 用 xp; 则 难于 从 直观 上 说 清 

楚 了 , 见 下 文 . 

这 个 统计 量 称 为 皮尔 逊 的 拟 合 优 度 关 统计 量 , 下 文 简称 X 

统计 量 . 名 称 的 得 来 是 因为 下 面 这 个 重要 定理 , 它 是 皮尔 逊 在 

1900 年 证 明 的 : 

定理 3.1 如 果 原 假设 刀 成 立 , 则 在 样本 大 小 2 一 co 时 ,QZ 

的 分 布 趋向 于 自由 度 &-1 的 和 2 分布, 即 yt -1 

这 个 定理 从 理论 上 说 明了 在 2 的 定义 中 ,分 母 取 为 zzp; 的 道 

理 : 若 用 别 的 值 , 就 得 不 到 这 么 简单 的 极限 分 布 ， 

这 个 定理 的 严格 证 明 超出 了 本 课程 范围 之 外 .为 使 读者 相信 

其 正确 性 ,我 们 对 有 &=2 这 个 简单 情况 仔细 考察 一 下 ,在 这 一 情 

况 ,有 

(3.2) 

zj 一 TtL 一 力 ),va 三 7 一 J 

于 是 
L = (7z 力 ; 一 1 ) ”ATz 力 | 十 (272 一 17 轧 ] 一 32 十 v1)2]z(1 一 力 1 ) 

= (vi -22j) [ap 一 1) 

=[ (vi 一 7z 力 1 ) 7 V zzpi(1 一 力 1) 上 

据 中 心 极限 定理 (第 三 章 定 理 4.3), 当 ?一 ceo 时，(z 一 zt)V 

Vi 二 方 ) 的 分 布 收敛 于 标准 正 态 N(0,1). 于 是 之 的 分 布 收 
敛 于 标准 正 态 变量 之 平方 的 分 布 , 按 定义 , 即 X= x_i 因此 处 
太 一 2. 

用 这 个 定理 就 可 以 对 互 0 作 检 验 . 显 然 , 应 当 在 QZ >C 时 否定 

五 0,Z 委 C 时 接受 互 0.C 的 选取 根据 给 定 的 水 平 c , 若 近 似 地 认为 

2Z 的 分 布 就 是 yt -1, 则 显然 应 取 C 为 x_i(a). 于 是 得 到 检验 : 

p: 当 了 Z 雯 好 1(a) 时 接受 呈 o, 不 然 就 否定 Ho (3.3) 
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这 是 一 个 " 非 此 即 披 "的 解决 方式 ,在 实用 上 ,有 时 采取 一 种 更 

有 弹性 的 看 法 , 它 能 提供 更 多 的 信息 , 且 解 释 了 ” 拟 合 优 度 这 个 名 

词 . 

假定 据 一 组 具体 数据 算出 的 Z 值 为 24. 我们 提出 这 样 的 问 

题 :在 五 0 成 立 之 下 ,出现 像 20 这 么 大 的 差异 或 更 大 的 差异 的 可 

能 性 有 多 大 ? 按 定 理 3.1, 这 概率 , 暂 记 为 (2Z0o) ,近似 地 为 

pp(Zo) = PCZ 二 0) o)s 1 KTC20) 

其 中 儿 -1CX) 为 自由 度 &-1 工 的 xy 分 布 函数 . 显然 ,这 个 概率 愈 
六 , 舟 说 明 即 使 在 Bo 成 立时 ,出 现 Z 这 么 大 的 差异 就 愈 不 稀奇 ， 
因而 就 愈合 人 们 相信 5 的 正确 性 .以 此 之 故 ,把 训 (Z0) 解 释 为 数 
据 对 理论 分 布 (3.1) 的 “ 拟 合 优 庆 ”. 拟 合 优 度 愈 大 ,就 表示 数据 与 
理论 之 间 的 符合 愈 好 ,该 理论 分 布 也 就 获得 更 充足 的 实验 或 观察 
支持 .检验 (3.3) 不 过 是 树立 了 一 个 门槛 ax: 当 拟 合 优 育 (20) 低 
于 a 时 , 即 放弃 已 0“ 自然 , 若 取 ac=0.05, 则 当 (Zu)=0.06 或 
ppLZo)=0.94 时 ,都 接受 媚 . 但 后 者 数据 对 理论 分 布 的 支持 显然 
比 前 者 大 得 多 :前 者 虽 勉 强 过 关 ,但 已 接近 骨 溃 的 边缘 . 

例 3.1 考虑 前 面 提 的 检验 货 子 均 匀 的 问题 , 它 相 当 于 w = 

1825i=1[6=1, ,60ai 的 具体 值 不 重要 , 它 只 是 代表 一 个 类 而 
已 ), 设 作 了 2=6x10" 次 投掷 ,得 出 各 点 出 现 的 次 数 为 (理论 值 : 
7 轧 =1010) 

v1 =10 一 104m2 = 100+1.5x106,7 = 10I0 -2 x106 

"4 =100+4x106v5 = 100-3x10v = 100+10672 

(3.4) 
算出 这 组 数据 的 拟 合 优 度 统计 量 2 之 值 为 

六 这 种 看 法 不 仅 适 合 于 此 处 ,也 适合 于 前 面 所 讲 过 的 那些 检验 问题 .举例 而 言 , 设 
和 是 抽 自 正 态 总 体 NX(C8,1) 的 样本 ,要 检验 已,:0< 且 0, 设 z0 是 兴 的 具体 值 .可 以 把 已 
(XZzo10g=0)》=1- 有 (zxo) 作 为 xo 这 个 数值 的 拟 合 优 度 .如果 zw , 则 拟 合 优 度 

低 于 a 而 否定 五 .如果 “=0.05, 则 zo=2 和 <xo=100 都 要 否定 吾 ,, 但 后 者 提供 的 否 

定 五 0 的 诈 据 ,显然 比 前 者 有 力 得 多 . 
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ZJ =(102 +2.23SX102+4x1l0o2+16x10 

+9x1lo2+102M4)X0U = 3250 

此 处 =6,&-1=5. 查 入 分 布 表 ,K5(3250) = 0.9999…, 故 拟 合 

优 度 户 (Zo) 几 乎 是 0. 这 说 明 , 实 验 数据 极 不 支持 " 货 子 均匀 ”这 个 

假设 . 

这 个 结果 值得 玩味 . 如 拿 数 据 (3.4) 对 户 作 估 计 , 则 估 出 户 

的 值 都 在 176+10… 数 量 级 之 内 .从 实用 的 观点 看 这 式 怕 可 认为 

是 足够 均匀 了 . 这 种 差异 ,即使 存在 ,也许 并 无 实用 意义 .可 是 ,由 

于 试验 次 数 极 大 ,我们 达到 了 ”明察秋毫 ”的 地 步 ,把 这 么 小 的 差异 

也 检测 出 来 了 .本 例 说 明 :假设 检验 的 结果 的 含义 必须 结合 其 他 方 

面 的 考虑 (样本 大 小 ,估计 值 等 ) ,才能 得 到 更 合理 的 解释 .统计 上 

的 显著 性 并 不 等 于 实用 上 的 重要 性 ,这 一 点 在 前 面 已 提醒 过 了 . 

下 面 举 一 个 反方 向 的 例子 . 

例 3.2 一 家 工厂 分 早 . 中 、 晚 三 班 , 每 班 8 小 时 ,近期 发 生 了 

一 些 事故 , 计 早 班 6 次 ,中 班 3 次 , 晚 班 6 次 . 据 此 怀疑 事故 发 生 率 

与 班次 有 关 ,比方 说 ,中 班 事故 率 小 些 , 要 用 这 些 数 据 来 检验 一 下 . 

我 们 把 

五: 事故 发 生 率 与 班次 无 关 (3.5) 

作为 原 假设 .如 分 别 以 1,2,3 作为 早 、. 中 、 晚 班 的 代号 ,这 个 假设 相 
当 于 (3.1) 中 的 wu =i, 户 =143,=1,2,3. 理 论 值 为 z 户 =15x 
1M3=S3. 算 出 2 之 值 为 

2Zo=[(S-6) +(35-3)2+(35-6)2] = 1.2 

&-1=3-1=2. 查 X2z 分 布 表 , 得 拟 合 优 度 
pp(Zo) =1-K(1.2)=1-0.451 = 0.549 

故 数据 未 提供 否定 Bo 的 证 据 . 更 清楚 地 说 ,即使 事故 与 班次 完全 
无 关 ,在 每 一 百 家 工 厂 中 ,你 平均 会 观察 到 $5 家 ,其 各 班次 事故 数 
表面 上 的 差异 甚至 比 这 里 观察 到 的 还 大 .因此 ,表面 上 6:3:6 的 差 

异 其 实 并 不 稀奇 . 

没有 统计 思想 的 人 易 倾 向 于 低估 随机 性 的 影响 .在 此 例 中 ,由 
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于 观察 数 =15 太 小 ,随机 性 的 影响 就 大 了 .读者 可 计算 一 下 : 若 

观察 的 总 事故 达到 75 而 仍 维持 上 述 比例 ( 即 早 班 30 次 ,中 班 15 

次 ,上 晚 班 30 次 ), 则 户 (Zo) 降 至 0.05 以 下 ,因而 有 较 充 分 的 理由 认 
为 三 个 班次 有 差异 了 .在 15 这 人 么 小 的 观察 数 之 下 ,对 目前 这 个 结 
朱 , 只 宜 解释 为 :一 方面 数据 未 能 提供 事故 率 与 班次 有 关 的 支持 ， 
一 方面 也 认为 表面 上 的 差异 究竟 不 宜 完全 忽视 ,值得 进一步 观察 . 

s.3.2 理论 分 布 只 含有 限 个 值 但 不 完全 已 知 的 情况 

先 举 两 个 例子 . 

例 3.3 回 到 “符号 检验 "中 讨论 过 的 那个 问题 . 被 调查 者 对 
甲乙 两 牌号 何者 为 优 的 回答 可 能 有 三 种 :1. 甲 优 .2. 乙 优 .3. 认 
为 一 样 或 不 回答 .所 谓 “ 甲 乙 两 牌号 一 样 ? 这 时 应 理解 为 ,这 三 种 情 
况 的 概率 依次 为 pi = 0,p = 0,p3=ITI-20, 对 某 个 0 人 0,6 扫 
1/2. 在 这 里 ,理论 分 布 只 是 部 分 已 知 (有 上 述 形式 ,特别 是 , p; = 
思 ) ,但 其 中 包含 未 知 参 数 0 ,并 不 完全 知道 . 

例 3.4 想 要 考察 特定 一 群 人 的 收入 与 其 花 在 文化 上 的 支出 
有 无 关系 的 问题 . 把 收入 分 成 高 .中 、 低 三 档 , 文 化 上 的 支出 分 为 
多 、 少 两 档 . 则 每 个 人 可 归 和 六 个 类 别 中 之 一 . 分 别 以 X=1 2， 
…,6 记 ( 高 ,多 ),( 高 , 少 ),…,( 低 , 少 ) 这 6 类 .如 果 这 二 者 独立 ， 
则 应 有 ,例如 

尸 ( 高 ,多 ) = 已 (高 ) 已 (多 ) 
分 别 以 pi,zaz,zs 记忆 (高 ),P( 中 ),P( 低 ). 这 三 个 数 就 是 收入 为 

高 `. 中 、 低 档 者 在 全 体 人 口中 的 比率 , 思 + 思 + =1. 类 似 地 以 91 
和 42 分 别 记 已 (多 ),P( 少 ), 有 ali+ ga=1. 这 样 , 若 独立 性 成 立 ， 
则 X 的 理论 分 布 为 

1 P(X=1)= zcl,P(X = 2) = zia2,P(X = 3) = z9i 

PLX =4) = zzqz,P(X =5S) = zpdqi,P(X =6) = 130， 

(3.6) 
这 里 ,我 们 知道 理论 分 布 有 (3.6) 这 种 特殊 形状 ,但 并 不 完全 知道 ， 
因为 其 中 包含 未 知 参 数 , pp。 和 gl ,其 数目 为 3， 
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这 个 例子 代表 了 一 类 重要 应 用 ,将 在 下 一 段 专 门 讨论 . 

现在 我 们 可 以 提出 一 般 的 形式 , 设 总 体 X 只 取 有 限 个 值 cl， 

…，,ak, 其 概率 为 

P(X = aih) = 轧 (01 9) 二 工 开 (3.7) 

其 中 0 ,…，,0. 为 未 知 参 数 ,可 在 一 定 范围 内 变化 .如 在 例 3.4 中 ， 

三 个 参数 bp ,ol 的 变化 范围 为 

四 1 字 0, 加 字 0,b+b 思 和 委 10 委 qi 系 1 

参数 个 数 > 委 & 一 2. 

及 对 X 进行 了 7 次 观察 , 仍 如 前 ,以 记 X 取 a 的 次 数 .所 

已 o:(3.7) 对 (0 ,9.) 的 某 一 组 值 (209,… ,00) 成 立 (3.8) 
检验 这 个 假设 的 步骤 与 前 面相 似 , 只 多 了 一 个 参数 估计 问题 : 

1 利用 数据 对 参数 0 ,…,6. 之 值 作 一 估计 .采用 极 大 似 然 

舍 计 法 ,即使 ( 略 去 了 与 0 ，…,6, 无 关 的 因子 zl [iT TD)) 

了 = DO 20) jp2P(CO 000 90)) 
达到 最 大 . 取 logL ,对 6 求 偏 导 数 并 命 之 为 0. 得 

ea J/ pi001 0 ) 之 有 0 四 = 0,i =1,…,r (3.9) 

此 方程 组 的 解 记 为 2 ,0 . 

2” 就 以 (6 ,6,) 作 为 (9 ,…,6.) 的 真 值 .算出 

记 = 记 (8521 
然后 按 公 式 (3.2) 算 出 统计 量 2 之 值 . 有 如 下 的 定理 : 

定理 3.2 在 一 定 的 条 件 下 , 若 原 假设 (3.8) 成 立 , 则 当 样 本 
大 小 ac 时 ,2 的 分 布 趋向 于 自由 度 有 -1- > 的 X” 分 布 , 即 

XA-1-r、 

这 个 定理 是 费 软 尔 在 1924 年 证 明 的 ,其 确切 条 件 很 复杂 ,不 
在 此 细 述 了 .与 皮尔 进 定 理 3.1 相 比 ,差别 在 于 自由 度 由 大 一 1 下 
降 为 &-1->. 即 :所 减少 的 自由 度 正 好 等 于 要 估计 的 参数 个 数 . 
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在 这 以 前 ,皮尔 逊 曾 认为 这 自由 度 仍 为 有 一 | 

3” 据 定理 3.2, 若 以 Zo 记 统计 量 2 的 具体 值 ,算出 Zo 的 拟 

合 优 度 pp(Z0)=1-RK (2Z0o). 如 给 定 检验 水 平 cx, 则 当 (2Z0) 

<w 时 ( 即 Zo>X21，(a) 时 ) ,否定 五. 

在 这 几 步 中 ,最 及 烦 的 往往 是 解 方程 组 (3.9). 要 计算 记 QZo)， 

得 有 较 细 的 y2 分 布 表 . 
现在 回 到 例 3.3. 调 查 了 ?2 个 人 ,以 iv 和 妆 分 别 记 回答 

“ 甲 优 ?>，“ 乙 优 2 和 ”认为 一 样 或 不 回答 "的 人 数 . 例 3.3 已 指出 

pi(O)=zp0)=0,p300)=1-20. 由 此 得 出 (3.9) 为 

(vi +o)《M -23 人 1L-20) =0 

其 解 为 6=(v +)M22 .于 是 算出 各 类 的 理论 值 : 

zzb1(O) 一 (yi1 十 2 )M2 ,npo(O 1) 一 〈《Y1 十 2)M2 ,2p3(0 ) 二 23 

因此 

z = (，- 电 和 雪 ) /1 (- 反 后 和 

nl 一 2 ) 

1 十 2 

比 处 R=3,r=1, 自 由 度 为 好 -1 一 -三 1. 

不 难看 出 ,(3.10) 与 用 以 下 方法 算出 的 2 一 致 :只 考虑 有 效 

回答 数 六 =yi 十 2 .把 它 作为 一 个 有 二 2. DPI 一 六 ， 一 1 /2 的 假设 去 

检验 .事实 上 , 按 这 个 处 理 法 ,2 值 为 

(1-NOD2)ANO2)+( -NO2)ANOD) = (vv)]LN 

即 43.10). 按 定理 3.1, 当 原 假 设 pz =z 加 =172 成 立时 ,其 极限 分 

布 应 为 yY3_1= Xi, 与 由 定理 3.2 得 出 的 一 致 ,这 个 特例 说 明了 :在 
有 需要 由 数据 估计 的 参数 时 ,自由 度 确 有 所 降低 . 

5.3.3 ”对 列 联 表 的 应 用 

列 联 表 是 一 种 按 两 个 属性 作 双 向 分 类 的 表 . 例 如 ,一群 人 按 男 

女 ( 属 性 A) 和 有 否 色 盲 (属性 B) 分 类 ,目的 是 考察 性 别 对 色盲 有 

261 

    

(3.10)



无 影响 .属性 也 可 以 是 在 数量 划分 之 下 形成 的 . 如 在 例 3.4 中 属性 

4 一 一 收入 可 按 月 3000 元 以 上 (高 ) .月 1000 一 3000 元 (中 )》、 月 

1000 元 以 下 ( 低 ) 分 为 三 档 , 如 数据 量 大 ,档次 还 可 以 多 分 一 些 . 

表 3.1 显示 一 个 ex 双向 列 联 表 . 属 性 A 有 a 个 水 平 1,2， 
…,a, 昌 有 8 个 水 平 1,2,…,0. 随 机 观察 了 ?2 个 个 体 , 其 中 属性 
入 处 在 水 平 : ,而 属性 吾 处 在 水 平 ; 的 个 体 数 ,为 表 中 之 .又 

表 3.1 ax 列 联 表 
  

  

  

有 。 1 2 机 辐 四 2 
人 利 吾 

1] 7211 7221 1 7 5 7 好。 | 7 .t 

2 ?212 开 22 | 如 ;2 ”7 720 2 好 ,2 

了 7121 72 27 站 了 2 由 好 wj 好. 

召 721p ?725 … 卫 轴 “0 7 12 .5 

和 好 1 姑 交 也 好       

-mw 72 . 站 = (3.11) 

分 别 是 属性 A 处 在 水 平 : 的 个 体 数 和 属性 处 在 水 平 7 的 个 体 
数 . 记 

zi = 忆 ( 属 性 4, 电 分 别处 在 水 平 二 7) 
问题 是 要 检验 A, 忆 两 属性 独立 的 假设 马 . 如 万, 为 真 ,应 有 

zi = UL 三 03 三 ]…),0 (3.12) 

其 中 

2.i = 局 属 性 4 有 水 平 ;),uw = 已 (属性 下 有 水 平 及 
因此 , Fo 之 成 立 ,等 价 于 存在 | zj ,ju 上 满 足 

< 让 
>0>0=liw>o>u=1 (3.13) 

[二 1] 了 = 工 

使 (3.12) 式 成 立 . 

在 这 个 模型 中 ,xi ,vi 等 充当 了 参数 0 ,…,6, 的 作用 .总 的 独 
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立 参 数 个 数 为 

rr=(a-l)+(eo-1l)=4+b0o 一 2 

为 估计 zi , 志 , 写 出 似 然 函 数 

- 焉 Too)= 一 IT2 “证 
:=1 7=1 

取 对 数 
也 

log = > ，71 ， logz; 十 > 77 .jlog 孔 
z 一 工 | 

注意 独立 参数 为 zl 21 和 zip- 而 zu 二 一 MI 一 … 一 

  

Gu au 
ww 

1.7=1,…,0-1. 由 此 得 方程 

BlogL 7 和 
0 = Ga; 天 辣 汪 0 人 1] 

logL _ ?2 2 四 
0 三 au 也 也 ,7 一 1 0 一 1 

由 这 方程 组 ,并 利用 (3.13) 以 及 
4 B 

= 交 
即 得 解 为 

从 

= [II 二 Ta03 大 二 11 三 10 

(3.14) 

其 实 , 估 计量 (3.14) 不 是 别 的 , 正 是 用 频率 估计 概率 .例如 ,mi 是 

在 7 个 个 体 中 ,属性 A 取水 平 二 的 个 体 数 , 故 .Am 正好 是 频 

由 估计 量 (3.14) 得 四 = 郑 二 = 2 因而 得 到 第 (; 7) 

2i2ij 不 允许 为 0. 实际 上 . 若 某 个 z.=0( 因 而 & =0,) 则 表 3.1 的 第 ; 列 全 为 

0. 这 时 4 的 水 平 ; 应 当 划 去 .这 当然 不 是 说 4A 不 能 有 水 平 f, 只 是 在 样本 中 未 出 现 , 无 

法 讨论 ,只 能 看 作 没有 . 
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格 的 理论 值 为 7 防 5 三 12i.72 .j /7 ,因此 统计 量 Z 为 

也 

Z 一 >， > (7 加 12.72.jA7 ) ACTA ) 
下 

二 

4、
 

记 

一 >，>， (2223 一 772 ACT272 7 7) (3.15) 

自由 度 为 &-1-r=o-1-(arbo-2)=(o-D( 1) 
在 <=0=2 这 个 特例 , 表 3.1 有 时 也 称 为 “四 格 表 ”人 简单 的 

代数 计算 证 明 ,这 时 有 

Z = 7(71172? 一 112721)A(C71.722.72.172 2) (3.16) 

自由 度 为 1. 

例 3.5 考虑 例 3.4. 设 随机 从 某 特 定 一 大 群 人 中 ,调查 了 

201 名 ,结果 如 下 表 . 其 中 A 表 收 入 ,1,2,3 分 别 表 示 低 .中 高 ;如 

表 文 化 文 出 ,1,2 分 别 表示 “ 少 ” 和 ”多 ”. 

   

       1 

63 

16 

79 

2 和 

160 

41 

201 

       
    

  

     

     

  

     
     

  

     
      

    
    

  

1 

2 

和 

    
    
    

60 

8 

68 

37 

17 

34 

须 分 别 就 每 个 格子 计算 和 (3.1S$) 中 的 项 .例如 ,第 一 个 格子 为 
(201 x 63 - 79 x 160)2/(201 x 160 x 79) = 0.0002. 

其 他 5 个 格子 之 值 依次 算出 为 0.8333 ,0.6367,0.0008,3.2521， 
2.4847. 这 6 个 数 的 和 , 即 统计 量 2 的 值 Zu ,为 7.2078 ,自由 度 为 

(3-1(2-1)=2. 查 X 分 布 表 ,得 拟 合 优 度 训 (2Z0) =0.0207. 此 
值 很 低 ,说 明 "收入 与 文化 支出 无 关联 ”的 假设 极 不 可 能 成 立 .考察 
所 得 数据 ,收入 高 者 文化 支出 偏 低 . 

例 3.6 ”有 三 个 工厂 生产 同一 种 产品 .产品 分 1,2,3 三 个 等 
级 . 为 考察 各 工厂 产品 质量 水 平 是 否 一 致 ,从 这 三 个 工厂 中 分 别 随 
机 地 抽出 产品 109 件 ,100 件 和 91 件 , 每 件 鉴 定 其 质量 等 级 ,结果 
如 下 表 . 
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等 上 厂 ft 2 3 和 

级     1 58 38 32 138 
2 28 44 45 117 
3 23 18 14 55 

和 109 100 91 300 

  

  

            

“各 工厂 产品 质量 一 致 "这 个 假设 ,可 看 作 是 “工厂 ”和 "质量 等 
级 "这 两 个 属性 独立 的 假设 .用 公式 (3.15) ,算出 统计 量 2 之 值 

Zo=13.59. 自 由 度 为 (3-1)(3-1)=4. 查 六 分 布 表 ,得 拟 合 优 度 

为 (Zo)=1-K4(13.$9)<0.01, 故 结果 高 度 显 著 , 即 有 明显 证 
据说 明 各 工厂 产品 质量 并 不 一 致 .从 表 上 数据 看 ,1 厂 质 量 明显 优 
于 另 两 厂 , 而 2,3 厂 的 差别 似 不 大 . 

本 例 与 例 3.5 比 有 一 点 不 同 .在 例 3.5 中 ,每 一 个 体 抽出 后 ， 
才 去 确定 其 两 属性 的 水 平 , 故 表 中 边缘 的 数据 , 即 79,54,68 ,及 
160,41 ,都 是 随机 观察 结果 .本 例 则 不 然 . 三 厂 各 自 抽样 数 109， 
100 ,91 等 ,在 抽样 前 已 定 下 ,并 非 随机 ,每 一 个 体 在 被 抽出 时 ,其 

A 属性 的 水 平 事 先 已 定 ( 从 第 一 厂 抽 的 产品 ,事先 就 知 其 A 属性 
的 水 平 必 为 1). 昌 有 这 个 差别 ,但 理论 上 可 以 证 明 : 定 理 3.2 仍然 
适用 . 

像 例 3.6 这 种 检验 问题 常 称 为 “ 齐 一 性 检验 ”. 因 为 ,本 例 更 自 
然 的 看 法 是 把 三 个 工厂 的 产品 看 成 三 个 分 别 的 总 体 ,每 总 体 依 质 
量 等 级 各 有 其 分 布 ,共有 三 个 分 布 .检验 的 假设 是 “这 三 个 分 布 一 

致 ”( 或 齐 一 ). 而 像 例 3.5 那 种 检验 问题 则 称 为 “独立 性 检验 ”, 其 
目的 是 判定 两 个 属性 有 无 关联 存在 . 

S.3.4 总 体 分 布 为 一 般 分 布 的 情形 

这 包括 总 体 分 布 为 离散 型 ,但 能 取 无 限 多 个 值 例 如 波 哇 松 分 

布 的 情形 ,以 及 总 体 分 布 为 连续 型 ,例如 正 态 分 布 的 情形 . 设 Xi， 

…,X， 为 自 某 总 体 中 抽出 的 样本 ,要 检验 原 假 设 

五 0 :总 体 分 布 为 严 (z) (3.17) 
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其 中 FUz) 可 以 是 完全 已 知 ,也 可 以 带 有 未 知 参数 ,这 时 忆 (z) 成 

为 下 (z;b 0.). 其 中 (0 ,0.) 可 以 在 一 定 的 范围 内 取 值 ,而 

(3.17) 则 改 为 
已 :对 其 一 组 值 (88,…，,60) ,总 体 分 布 为 下 (z368 97) 

(3.18) 

检验 这 一 假设 的 办 法 是 ,通过 区 间 分 划 把 它 转化 为 已 讨论 过 

的 情况 . 为 确定 计 , 设 正 是 连续 型 的 .把 (- co,oco) 分 割 为 一 些 区 

间 
一 co 三 CO<aI 所 Ga 苹 :所 上 1 所 Q 二 co 

一 共有 个 区 间 : 姜 = (aoyalj 和 天 =(ailyaij 有 三 (ak-l， 

ai) .如 果 总 体 的 分 布 为 下 (z3;0 ,0), 则 区 间 无 有 概率 

CO01 0 ) = 下 (ai301，…，O.) 

-Fa ip 0) = 1 ,RE (3.19) 

以 vi 记 样 本 XI, …，,X。， 中 落 在 区 间 无 内 的 个 数 ,z=1,…, 太 .通过 

这 个 办 法 ,我 们 就 回 到 了 在 5.3.2 段 中 已 讨论 过 的 情况 , 连 记 号 

六 (0 0 也 一 样 .以 下 的 步骤 就 与 那里 讲 的 完全 一 样 , 基 

于 定理 3.2, 拟 合 优 度 统计 量 2 的 极限 分 布 为 yt-1 ，,, 故 分 区 间 

的 数目 & 不 能 小 于 ”+2. 

当然 ,通过 分 区 间 ,我 们 实际 上 是 用 另外 一 个 假设 GT 代替 了 

原来 的 假设 (3.18) .五 0 是 :对 某 一 组 值 ( 包 ,…，,00) ,总 体 在 区 间 

无 内 的 概率 为 如 (0 ,60)=1, ”车 (3.18) 成 立 , BY 当 

然 成 立 . 反 之 ,由 丈 0 成 立 推 不 出 (3.18) 成 立 ,因为 6 丝毫 没有 

限制 总 体 在 每 个 区 间 天 内 的 分 布 如 何 .所 以 如 否定 了 五 0, 则 更 有 

理由 否定 五 0. 大 接受 瑟 0, 则 我 们 也 接受 互 0 一 一 这 方法 就 是 如 此 

规定 的 .可 以 设想 , 若 区 间 分 得 很 细 , 则 每 个 小 区 间 大 内 的 概率 都 
不 大 , 妃 0 与 五 o 之 间 也 就 更 接近 ,但 是 ,分 区 间 数 & 取决 于 样本 大 

小 ?为 了 使 定理 3.1 或 3.2 中 的 极限 分 布 与 Z 的 确切 分 布 的 差 

距 缩小 ,就 要 求 分 区 间 数 少 些 ,以 使 每 区 间 内 样本 数目 ( 即 ，) 大 一 

些 , 这 是 两 个 互相 矛 盾 的 要 求 , 在 实际 工作 中 ,通常 是 根据 样本 值 
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的 情况 来 划分 区 间 ,以 使 每 个 区 间 内 所 含 样本 数 不 小 于 5, 而 区 

间 数 & 又 不 要 太 大 或 太 小 .一 般 在 40 委 2 委 100 时 ,区 辐 数 可 取 为 

6 至 8; 当 100 委 2” 委 200 时 ,可 取 为 9,…,12. 当 ”>200 时 可 适当 

增加 ,一 般 以 不 超过 1S 一 20 为 宜 .这 样 划 分 时 ,有 时 不 能 照顾 到 各 

区 人 间 ( 除 局 和 玉 外 ) 之 长 相等 . 

对 总 体 为 离散 的 情况 , 设 它 能 取 的 值 按 大 小 排列 为 af< az< 

… 大 样本 Xi …,X 中 有 较 多 个 (例如 至 少 和 个 以 上 ) 取 a; 为 

值 , 则 wa; 自 成 一 组 . 若 不 然 , 则 把 相 邻 的 几 个 a; 并 成 一 组 ,分 组 数 

目的 考虑 与 上 述 相同 . 

这 个 检验 中 最 难 的 一 部 分 就 是 计算 出 01，……,6, 的 估计 值 5 ,， 

…，,0,. 这 要 通过 解 方程 组 (3.9), 其 中 方 (01,…,0.) 由 (3.19) 给 

出 .这 种 方程 确切 解 的 计算 很 难 . 例 如 , 若 要 检验 总 体 分 布 为 正 态 
No , 则 -=2,6=w0=c. 而 

zi(A，a) = 志 | em[- 5(z 一 oo) |dz 

要 把 这 样 的 表达 式 代 入 (3.9) 而 求解 是 很 难 的 ,因此 在 应 用 上 , 常 
使 用 更 易于 计算 的 估计 ,如 用 

忆 =X,a=S 

其 中 X 和 S 分 别 是 样本 均值 和 样本 方差 . 理论 上 知道 ,用 这 一 佑 
计 代替 由 (3.9) 决 定 的 估计 去 计算 统计 量 Z ,已 使 定理 3.2 的 结论 
不 成 立 了 ,但 差距 还 不 大 , 故 应 用 上 还 是 可 以 . 

以 下 这 两 个 数字 例子 取 自 H. 克拉 美的 《统计 数学 方法 ?第 30 
章 . 

例 3,7 有 一 取 0,1,2… 为 值 的 离散 变量 ,对 其 进行 了 2608 
次 观察 ,结果 如 下 表 所 示 : 

  

* 按理 论 的 要 求 (为 了 使 定理 3.1,3.2 的 结论 有 效 ) ,划分 区 间 必 须 在 未 看 到 祥 本 
之 前 就 做 好 ,而 不 能 依 样本 情况 去 划分 .但 实际 工作 中 难于 遵守 这 一 点 , 它 引起 的 误差 
-- 般 也 很 小 ,不 必 拘 泥 . 
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1 6 1 2 3 4 5 6 7 8 9 人 (10 1 12) 

1137 20 38 3 32 408 23 89 和 227 (0 4 2) 

要 检验 其 分 布 为 波 蛙 松 分 布 的 假设 . 

先是 分 组 .对 z=0,1,…9,， 都 比较 大 ,可 单独 成 组 .10,11 和 

12 合并 为 一 组 , 故 该 组 的 六 ,应 改 为 10+4+2=16. 

其 次 是 用 样本 估计 波 哇 松 分 布 的 参数 和 .要 是 用 (3.9), 则 其 

为 麻烦 . 此 处 用 其 通常 估计 X : 

1 =X=3.870 

然后 据 此 算出 各 组 理论 值 . 除 最 后 一 组 外 ,理论 值 是 

    

  

ne ii = 2608e-3.820(3.870)j1i = 0.1…9 
例如 ,算出 ;=0 时 为 S4.399,; = 工时 为 210.$23 等 .最 后 一 组 的 

理论 值 为 

2608>)c 570(3.870)Ai 1 = 17.075 

最 后 按 公 式 (3. 2) 算 出 统计 量 2 之 值 ,结果 为 Z=12.885. 此 处 到 
=11( 共 分 11 个 组 ),r>=1( 有 一 个 参数 1 被 估计 ) , 故 自由 度 为 
11-1-1=9. 查 X 分 布 表 ,得 拟 合 优 度 为 训 (Zo)=1- Ko 
〈12.885) =0.17. 这 拟 合 优 度 尚 可 ,但 不 太 好 :即使 总 体 真 服从 波 
哇 松 分 布 ,也 有 17% 的 机 会 产生 比 本 例 数据 更 大 的 偏离 .0.17 概 
率 的 事件 当然 不 稀奇 .但 这 概率 毕竟 偏 小 一 些 , 使 人 不 很 放心 . 

例 3.8 ”瑞典 斯 德 哥 尔 摩 自 1841 年 至 1940 年 ,百年 期 间 6 
月 份 平 均 温 度 的 记录 ,分 组 后 如 下 表 . 要 检验 这 温度 的 分 布 服从 正 
态 分 布 NCnp ,ca ) 对 某 个 (wa2)， 

  

  

全 文 后 

(摄氏 度 ) 观察 数 “ ( 报 民 许 ) 观察 数 “ 
一 12.4 10 14.3 一 14.9 10 

12 .9- 一 12.9 12 13.0 一 19 .4 9 

13.0 一 13.14 马 I3 .9 一 16.0 6 

13.3 一 13.9 1 16.0 一 16.4 7 

14 .0 一 14.4 T19 16 .5 一 8         
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死 拉美 给 出 的 w 和 ce 估计 值 是 =14.28,5=1.374. 利用 这 
组 估计 就 可 以 算出 各 组 的 理论 值 .例如 ,12.$ 一 12.9 这 一 组 是 

1 12 :95 (并 一 14.28) 
1 万 em| 2 x(1.S74) jd 

= 100 xx0.0789 = 7.89 

而 一 12.4 这 一 组 为 

1 1245 ff (并 一 14.28)? 
100 | p| 2 X 也 34 呈 jd 

= 100 x0.1289 = 12.89 

等 等 , 式 中 的 积分 可 通过 转化 到 标准 正 态 分 布 函 数 去 计算 ， 

1 人 1 vv 
元 -| ee| 3) jd 二 TG > 4 

(3 
  

查 标准 正 态 分布 表 即 得 . 

注意 以 上 计算 中 的 积分 限 , 它 是 取 在 相 邻 区 间 的 相 邻 端点 的 
中 点 ,这 符合 四 含 五 人 法 则 . 

这 样 算出 各 组 理论 值 后 ,用 (3.2) 算 出 2 值 .本 例 结 果 为 
7.86. 自 由 度 &-1-r=10-1-2=7. 拟 合 优 度 为 1- K)(7.86) 
=0.85S. 拟 合 程度 很 高 . 

如 果 数 据 一 开始 就 用 分 组 形式 给 出 (原始 数据 没有 给 ,或 最 初 

记录 时 就 只 记 下 它 在 何 区 间 ), 则 六 和 5 只 能 用 这 分 组 数据 算 . 可 用 
公式 

严 三 一 了 72j 2 一 六 (ma 一 应 ) 

其 中 mm 是 第 ; 个 组 区 间 之 中 点 .这 时 ,最 左 最 右 两 个 区 间 也 要 界 
定 , 可 取 其 长 为 其 相 邻 区 间 之 长 . 

最 后 ,如 果 理 论 分 布 下 不 包含 参数 , 则 各 区 间 理 论 值 直 接 由 
alF(a)-F(a-i)] 算 出 ,一 切 简单 得 多 .自由 度 是 有 -1,&A 为 分 
区 间 数 目 . 
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