
  

附 录 

A. 若干 检验 的 一 臻 最 优 性 

在 本 章 定义 1.3 中 已 给 出 了 一 个 检验 问题 囊 o: 万 的 水 平 w 

一 臻 最 优 检 验 的 定义 . 它 是 一 切 水 平 ac 检验 中 其 功效 在 对 立 假设 

互 ; 上 处 处 达到 最 大 的 检验 . 如 已 说 明 的 ,这 种 检验 的 存在 是 稀有 

的 例外 ,但 在 一 些 重 要 的 单 参数 分 布 族 的 单 侧 检验 问题 中 ,以 及 在 

个 别 多 参数 检验 中 , 它 确实 存在 .5.2 节 中 许多 例子 属于 这 种 情 
况 .这 里 我 们 来 作 一 些 讨论 . 

1. 简单 假设 下 的 奈 曼 -皮尔 逊 基本 引 理 

考虑 一 个 最 简单 的 情况 : 原 假 设 肌 o 和 对 立 假设 瑟 中 ,都 只 

包含 一 分 布 .为 确定 计 , 设 分 布 都 有 密度 ,离散 型 的 情况 完全 类 似 ， 
只 须 把 积分 变 成 求 和 即 可 .因此 ,有 

有 0 :总 体 有 密度 JoCz) 

互 ; :总 体 有 密度 户 (>) 

设 Xi X， 为 样本 , 则 (Xi …，,X。) 的 密度 ,在 Ho 和 已 | 之 下 ， 

分 别 为 goCy)= /CCznD… 方 (zy ) 和 Si(y) = 万 (zi) 六 (zn). 这 

里 已 简 记 y= (zi,…，,zn). 求 这 个 问题 的 水 平 e 的 检验 ,转化 为 
下 述 数学 问题 : 找 y 空间 之 一 区 域 Q ,作为 检验 的 否定 域 ( 当 (Xi， 

0 AX) 落 在 Q 内 时 否定 五 0 ,不 然 就 接受 妃 ) .为 使 Q 达到 最 优 ， 
束 必 须 在 条 件 

| maysa 
之 下 ,使 |.gi(y)dy 达到 最 大 . 很 容易 看 出 ;为 达到 这 一 点 ,Q 必 
须 这 样 取 : 把 比值 gi(y)/go(y) 大 的 那些 y 收 进来 . 这 就 是 奈 - 皮 
基本 引 理 ， 

奈 - 皮 基本 引 理 “水平 n 的 一 致 最 优 检验 9 的 否定 域 Q 应 如 
下 取 : 找 常数 C ,使 

Q =iy:gl(y)《[go(y) > CI1 (1 ) 
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而 满足 

| go(y)dy = ca (2) 
夕 

证 〈2) 式 保证 了 检验 9 的 水 平 为 , 现 设 9 为 另 一 水 平 c 检 

验 ,其 否定 域 为 Q . 记 Q 与 Q 的 公共 部 分 为 R.Qi 记 Q 中 去 掉 

R 的 剩余 部 分 ,Q1 记 Q 中 去 掉 尺 的 剩余 部 分 (图 5.3), 则 易 见 

| mt)dy 一 | at)ay = ja) -| ad (3) 

由 于 有 水 平 c, 有 

| go(y)dy<va 
Q 

再 由 (2) 式 , 知 

| so(y)dy | 
Q， Q 

因为 Qi 在 Q 之 外 , 按 (1) 式 , 当 > 属于 Qi 

时 ,有 gi(y) 入 Cgo(y) .而 当 y 属于 Q, 时 有 5 
gli(y) >Csgo(y). 故 

| Si(y)dy 之 c| so(y)dy,| | So(y)dy 
Qi Qi Qi Qi 

由 此 及 (3) ,(4) , 即 知 

| go)dy>| go)dy 
Q Qi 

即 检验 gp 的 功效 总 不 小 于 go 的 功效 ,由 于 是 任 取 的 水 平 " 检 
验 , 证 明了 9p 是 水 平 v 的 一 臻 最 优 检 验 . 

2. 复合 假设 检验 的 情况 
现 考虑 一 般 的 复合 假设 检验 问题 互 ,: .关于 其 水 平 a 一 致 

最 优 检 验 的 存在 ,有 如 下 的 简单 结果 
定理 在 刀 , 中 取 定 一 值 60 ,对 呈 | 中 的 值 9, 建立 假设 检验 

问题 ， 

  

8oky)dy 《4) 

五 0:00; 1:01 (9) 
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按 奈 - 皮 引 理 , 求 出 其 水 平 a 一 臻 最 优 检验 p. 如果 p 符合 以 下 两 

个 条 件 , 则 它 必 须 是 原 问 题 五 0 : 玉 ; 的 一 个 水 平 a 一 臻 最 优 检验 : 

1” 检验 p 也 是 瑟 o: 瑟 ; 的 水 平 a 检验 . 

2 ” 检验 p 不 依赖 于 值 . 

证 设 2p 为 五 o: 互 ; 之 任 一 水 平 c 检验 , 则 它 必 是 ($) 的 一 个 

水 平 vc 检验 .这 很 显然 :以 Bo…(0) 记 9 的 功效 函数 . 9 为 Ho: 万， 

的 水 平 xc 检验 ,意味 着 Bo (6) 在 互 0 上 处 处 不 超过 v ,因而 特别 在 

00 点 不 超过 a .这 样 ,p 和 9 都 是 ($) 的 水 平 c 检验 而 op 是 (S) 的 
水 平 a 一 臻 最 优 检 验 , 故 CO00) 人 Br 000) .因为 这 个 事实 对 囊 ， 

中 任 一 个 6 都 成 立 , 即 知 9 为 瑟 o: 瑟 ;的 水 平 a 一 臻 最 优 检 验 . 

在 本 和 定理 中 ,bu 值 如 何 取 ? 对 形 如 6 和 na 或 0a 这 样 的 单 侧 

原 假设 ,0 总 是 取 为 a. 

例 1 Xi ……,X， 为 抽 自 正 态 总 体 N(6,c2) 的 样本 ,c2 已 知 ， 
考虑 检验 问题 

五 0:0 委 < ;五 l:0 > a 《6 ) 

a 为 给 定常 数 . 

按 本 定理 , 取 bo=a, 任 取 0 >a. 作 检验 问题 

五 0:9 = aj; 万 1:0 = 6) 《7) 

按 奈 - 皮 基 本 引 理 ,(7) 的 水 平 a 一 臻 最 优 检 验 w 有 否定 域 ， 

Ga 1 ep -Cr -0 
V 2ra 20“ :1 

儿 吉 ) [二 2e-o]>ec| 
取 对 数 , 易 知 此 集合 为 

[zsa72(01 一 oj) >) > > CI| 
对 某 个 常数 Ci. 因 6 -a >0,oz>0, 此 集合 化 为 

【汪汪 全 全 (8) 
=1 

的 形状 . CC 为 丸 一 常数 ,要 使 此 检验 有 水 平 a ,应 取 C>， 三 71C 十 

”272 ，



  

viaou .此 值 与 9 无关 ,因而 定理 的 条 件 2 满足 . 另外 ,这 个 检验 

的 功效 函数 是 1- 6[x 《4 】 ,是 0 的 上 升 函数 . 所 以 ,这 个 检 
G 

验 也 是 (6) 的 水 平 ac 检验 .这 样 , 条 件 工 也 适合 . 据 定 理 ,这 检验 就 

是 46) 的 水 平 x 的 一 臻 最 优 检验 . 

指数 分 布 ,二 项 分 布 和 波 哇 松 分 布 参数 的 单 侧 假设 检验 问题 ， 

也 可 以 用 与 本 例 相 同 的 方法 证 明 其 一 臻 最 优 检验 存在 . 留 给 读者 

作为 习题 . 

若 在 本 例 中 考察 双 侧 假设 妃 0:0 = a , 瑟 I:9 天 au, 则 一 臻 最 优 

检验 不 存在 ,其 理由 现在 也 不 难看 出 , 因 现 在 0 可 以 大 于 a 也 可 

以 小 于 a. 当 人 >a 时 ,检验 问题 (7) 的 一 臻 最 优 检验 的 形式 如 

(8). 知 00<a, 则 一 臻 最 优 检 验 的 否定 域 形 如 

(zt < C3， 

与 (8) 不 同 . 因此 ,定理 的 条 件 2" 不 满足 . 
B. 非 中 心 : 分 布 与 上 检验 

设 X 与 了 独立 ;,X 一 N(0,1),Y 一 Xx2 ,又 设 8 为 常数 , 则 随机 

变量 2 = (X+ 5WIY 的 分 布 称 为 自由 度 )，”. 非 中 心 参数 8 的 

非 中 心 上 分布, 记 为 Z 一 妃 , 刀 ,3 的 分 布 函数 将 记 为 已 5 (zz). 当 
G=0 时 ,就 得 到 在 第 二 章 例 4.10 中 介绍 过 的 自由 度 ， 的 :分布 

(有 时 称 中 心 夺 分 布 ). 

非 中 心 寺 分 布 也 是 数理 统计 应 用 上 的 重要 分 布 ,但 其 分 布 函 

数 忆 ,5s(z) 的 形式 很 复杂 ,此 处 不 去 介绍 .只 提 到 一 点 对 下 文 有 用 

的 性 质 : 若 02>>> 人 | , 则 FDCZJSPs(Z)， 事实 上 , 记 

Z =(X+ 5 人 TY = 1,2 
了 

X,Y 如 上 文 所 述 , 则 有 2 < 2 , 故 对 任何 有 已 (Zi 委 ) 之 

PCZ2<Zz), 即 FU5 (CT) 之 Fo(Z). 

有 了 这 些 准 备 ,我们 可 以 解决 .2 节 中 遗留 下 来 的 有 关 / 检 
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验 的 问题 . 

设 XI ，…，,X,， 为 抽 自 Nb,o) 中 的 样本 ,0,c- 都 未 知 ,对 假 

设 检验 问题 

五 0:0 之 00, 互 1:0 < 00 

我 们 引进 了 夺 检 验 & ,由 (2.14) 给 出 .其 功效 函数 为 (2.15). 现 易 

知 ,(2.1S) 的 Bj(00,c) 为 

B, 必 0,c) = 有 -LVF(o-6 Mo 一 i ICa)) (9) 

事实 上 ,有 

vVF(X- bo)7S = (全 GE va- 各 | [s: 

当 参 数值 为 (0,c) 时 ,Vzaz(X-6)M 一 N(0,1) (2 一 1)S2《o2 一 

闻 -1 且 二 者 独立 . 故 按 非 中 心 上 分 布 的 定义 及 (2.15) 式 , 即 得 
(9 ) 

由 (9) 式 可 知 ,B,(6,c) 为 9 的 下 降 函 数 . 因 当 6 增加 时 ， 
V2(6- 69)《e 增加 . 按 前 面 证 明 的 性 质 , 即 知 (9) 式 右边 下 降 , 因 

为 8B(b,c)=a, 知 当 0 宝 时 有 让 (gc) 委 vc. 这 证 明了 :+ 检验 

(2.14) 有 水 平 c. 

其 次 ,功效 函数 (9) 的 形式 也 说 明 :给 定 69I< 6 及 8< w ,不论 

你 取样 本 大 小 ”多 大 ,也 无 法 保证 对 一 切 “>0 有 8 (9i,c)B， 
事实 上 ,固定 2 , 当 c-~>co 时 有 

limpBp40a) 一 mo LVA(0-6)Ae 人 一 iT(ay)) 

= Lo- ti(a)) = ca 

这 样 ,不 论 你 固定 ”多 大 ,只 要 a 充分 大 ,就 可 以 使 P (bc)< 
8. 

  

如 果 以 6 为 单位 来 衡量 bg 与 0 的 差距 , 即 要 求 当 
《0 一 00)《c 固 定 为 某 个 指定 的 So<0 时 有 BC(b,c)8(p 为 指定 

的 小 于 1 的 数 ), 则 这 可 以 做 到 :只 须 取 ， 充分 大 ,使 Fw 
(- 刀 -ti(a)) 辫 8B. 这 可 以 通过 查 非 中 心 上 分布 表 求 得 . 
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这 个 在 实用 上 看 也 是 合理 的 .在 方差 未 知 时 ,均值 距离 的 实际 

意义 如 何 , 往 往 要 看 方差 大 小 而 定 .方差 愈 大 ,一定 的 均值 距离 意 

义 就 愈 小 .好 比 秤 的 误差 愈 大 ,两 件 东 西 的 重量 就 必须 有 更 大 的 差 

别 ,才能 较 有 把 握 地 在 这 把 秤 上 显示 出 来 .(9) 式 中 的 功效 函数 , 通 

过 (0- 0o)ve 而 依赖 于 (0,c) ,反映 了 这 一 点 . 

类 似 的 结论 对 两 样本 上 检验 当然 也 成 立 ,我 们 把 细节 留 给 读 
者 去 完成 . 

习 题 

1. 设 X 为 抽 自 正 态 总 体 NC0,c) 中 的 样本 (样本 大 小 为 1).c 已 知 ,a， 
6 都 是 给 定常 数 ,a<<b. 要 找 原 假设 瑟 0:a 委 9 委 2 的 水 平 c 检验 .完成 以 下 的 

步骤 : 

1 从 直观 考虑 , Bo 的 接受 域 应 取 为 CI 委 X 委 C:, 即 当 C 委 X 雪 C， 时 接 

受 互 0 ,不 然 就 否定 本 0. 写 出 这 个 检验 的 功率 函数 8(6). 

2 找 出 常数 Cl,C; 使 荆 中 找 出 8(0) 满 足 

Pa)= poO) = ac 

3 证 明 由 1,2 "决定 的 检验 确 是 五 的 水 平 c 检验 , 即 8(0) 和 c 当 c< 妇 0 

委 0. 

4 证 明 这 样 决定 的 检验 满足 

8(b) 一 1, 当 | 61 一 co 
解释 这 个 结果 的 意义 . 

5 如 果 Xi，…Xn 为 抽 自 Nb,c2) 的 样本 ,ac 已 知 ,利用 上 面 的 结果 作出 
o 的 检验 . 

2. 设 Xi,…,X, 是 抽 自 指数 分 布 总 体 的 样本 ,0<c<o,a,B 为 已 知 常 

数 .要 检验 原 假 设 是:a 委 1) 委 2. 描述 一 下 (不 须 详细 推导 ) 用 解 第 1 题 的 思 

想来 解 这 个 问题 的 过 程 . 

3. 设 Xi X 和 了，… yw 分 别 是 抽 自 正 态 总 体 N(a ,ci) 和 N(p， 
0 外) 的 样本 ,a ,5 未 知 而 ci,c3 已 知 . 试 作出 原 假 设 嫩 :aa=2 的 水 平 a 检验 . 

给 定 di >0,d2z>0, 令 和 =, 决 定 半 ,使 当 |a 一 5 姜 d 时 ,功效 函数 不 小 于 

工 - dd. 

4. 设 和 X 和 Yi，……Y， 分 别 是 抽 自 正 态 总 体 N(a,c2) 和 NGC， 

0) 的 样本 ,a,p,c? 都 未 知 . 试 仿照 两 样本 上 检验 的 做 法 ,构造 出 原 假 设 刀 ,: 
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