
寸 要 多 . 

高 尔 顿 对 此 的 解释 是 :大 自然 有 一 种 约束 机 制 , 使 人 类 身高 分 

布 保持 某 种 稳定 形态 而 不 作 两 极 分 化 .这 就 是 一 种 使 身高 "回归 于 

中 心 ” 的 作用 .例如 ,父母 身高 平均 为 72 英寸 , 比 他 们 这 一 代 和 平均 

身高 68 英寸 高 出 许多 ,回归 于 中 心 ” 的 力量 把 他 们 子 代 的 身高 拉 

回来 一 些 : 其 平均 只 有 71 英寸 ,反比 父母 平均 身高 小 ,但 仍 超过 子 

代 全 体 平 均 69 英寸 .反之 , 当 父母 平 均 身高 只 有 64 英寸 一 一 远 低 

于 他 们 这 一 代 的 平均 值 68 ,而 “回归 于 中 心 " 的 力量 将 其 子 代 身高 

拉 回 去 一 些 , 其 平均 值 达 到 67, 增 长 了 3 英寸 ,但 仍 低 于 子 代 全 体 

平均 值 69. 

正 是 通过 这 个 例子 ,高 尔 顿 引 入 了 回归 这 个 名 词 . 现 在 我 们 觉 

得 ,高 尔 顿 的 例子 只 反映 了 变量 关系 中 的 一 种 情况 ,在 其 他 涉及 变 

量 关 系 的 众多 情况 中 ,多 不 必 如 此 , 故 拿 这 个 名 称 作 为 变量 关系 统 

计 分 析 的 称呼 , 实 不 见得 恰当 .但 这 个 名 词 现 今 已 沿用 成 习 , 如 硬 

要 改变 , 反 觉 多 此 一 举 了 . 

6.2 一 元 线性 回归 

本 章 我 们 只 讨论 回归 函数 为 线性 函数 的 情形 (包括 能 转化 为 

线性 函数 的 情形 ) 一 一 称 为 线性 回归 .我 们 从 只 含 一 个 自 变 量 X 

( 因 变 量 总 是 一 个 , 记 为 Y) 的 情况 开始 , 称 为 一 元 线性 回归 . 这 个 

情况 在 数学 上 的 处 理 足 够 简单 ,便于 对 回归 分 析 的 一 些 概念 作 进 

一 步 的 说 明 . 这 样 ,假定 回归 模型 为 

Y 一 pb0 二 DT 二 e (2.1) 

其 中 0，,61 为 未 知 参 数 . 2 称 为 常数 项 或 截 上 距 ,261 则 称 为 回归 系 

数 ,或 更 确切 地 , 称 为 YY 对 X 的 回归 系数 .e 为 随机 误差 ,如 在 6.1 

节 中 已 解释 过 的 ,假定 

开 (e) =0;,0< Var(e) = o < oo (2.2) 

误差 方差 c: 未 知 ,在 6.1 节 中 我 们 曾 解释 过 这 个 参数 的 意义 及 其 
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现 设 对 模型 (2.1) 中 的 变量 X, Y 进行 了 7? 次 独立 观察 ,得 样 

本 

(Xi, Yi),(X>， Y) (XXXT) (2.3) 

据 (2.1) ,这 样本 的 构造 可 由 方程 

三 00+pIXT+ei 二 1 ,7 (2.4) 

来 描述 .这 里 e ,是 第 ; 次 观察 时 随机 误差 e 所 取 之 值 , 它 是 不 能 

观察 的 .由 于 各 次 观察 独立 及 (2.2) 对 随机 变量 el ,e,,…，,e, ,有 : 

el ,en 独立 同 分 布 ， 

开 (e) =0,Var(e) = Go 三 17 (2.5) 

以 后 我 们 还 将 进一步 要 求 e; 遵从 正 态 分 布 . 

(2.4) 与 (2.5) 结 合 , 给 出 了 样本 (2.3) 的 概率 性 质 . 它 是 对 理 
论 模 型 (2.1) 进 行 统计 分 析 推 断 的 依据 .以 此 之 故 , 在 统计 学 著作 

中 ,往往 更 着 重 (2.4) + (2.5) ,把 它 称 为 一 元 线性 回归 模型 , 而 理 

论 模 型 (2.1) 只 起 一 个 背景 的 作用 . 当然 ,理解 (2.4) 和 (2.5$) 是 以 

理解 (2.1) 为 基础 的 . 

以 上 的 叙述 是 假定 ,回归 困 数 已 依据 其 种 考虑 选 定 了 一 一 在 

此 选 为 线性 形式 .在 实际 工作 中 ,这 当然 是 一 个 要 研究 的 问题 .在 

某 种 稀少 的 场合 下 ,回归 函数 的 形式 可 根据 某 种 理论 上 的 结果 给 

出 .例如 ,从 物理 学 知道 ,在 一 定 温 度 (X) 的 范围 内 ,一 条 金属 杆 之 

长 (Y) 大 体 上 为 X 的 线性 函数 . 这 时 选择 线性 回归 有 充分 根据 . 

在 多 数 应 用 问题 中 ,不 存在 这 样 充 分 的 理论 根据 ,而 在 很 大 的 程度 

上 要 依靠 数据 本 身 .例如 , 若 数据 (2.3) 的 散 点 图 旺 图 6.1 的 形状 ， 
则 选取 线性 回归 函数 似 是 妥 当 的 .反之 , 若 散 点 图 呈现 图 6.2(a) 

或 6.2(b) 的 形状 , 则 回归 函数 似 以 取 为 二 次 多 项 式 或 指数 函数 为 

宜 . 在 实际 工作 中 ,也 常 使 用 变量 变换 法 . 即 在 散 点 图 与 直线 趋势 
差距 较 大 时 ,设法 对 自 变量 以 至 因 变 量 进 行 适 当 的 变换 ,使 变换 后 

的 散 点 图 更 接近 于 直线 , 这样 就 可 以 对 变换 后 的 新 变量 进行 线性 

回归 分 析 ,再 回 到 原 变量 .在 一 元 的 情况 ,由 于 散 点 图 可 资 参考 ,在 

回归 数 的 选择 上 就 有 较 大 的 操作 余地 . 对 多 元 (多 个 自 变量 ) 的 
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情况 ,问题 就 麻烦 得 多 ,选择 余地 也 较 小 . 

  

图 6.2 

交代 了 这 些 之 后 ,我 们 回 到 起 先 的 出 发 点 一 一 (2.4) 和 (2.3). 

今后 总 用 X 和 Y 分 别 记 X 和 Y 的 算术 平均 . 以 前 我 们 曾 指出 : 

把 自 变量 X 视 为 非 随机 的 , 故 Xi ，…,X, ,以 及 X, 就 简单 地 是 已 

知 常 数 . 因 此 ,可 以 把 模型 ,2.4) 改 写 为 

妇 =B+BIX-X)+ei 一 17 (2.6) 

其 关系 是 : 

B = 01p0 = 60+DX (2.7) 

故 如 估计 出 了 8 和 AP , 则 由 (2.7) 就 得 到 bo 和 的 估计 .改写 为 

(2.6) 的 好 处 将 在 以 后 见 到 .这 里 注意 到 一 点 , 即 8 后 的 因子 

Xi -X 对 ;=1, 72 求 和 为 0. 故 把 (2.4) 改 写 为 (2.6) 有 时 称 为 

模型 的 “中 心 化 ”. 

6.2.1 5 和 有 的 点 估计 一 一 最 小 二 乘法 

现在 我 们 要 在 模型 (2.6) 和 (2.5) 之 下 ,利用 数据 (2.3) 去 估计 
p 和 .假定 我 们 用 ao 和 ai 去 估计 po 和 Bi .我们 要 定 出 一 个 准 
则 , 以 衡量 由 此 所 导致 的 偏差 .我 们 从 预测 的 眼光 来 看 这 个 问题 ， 

如 用 co 和 ai , 则 回归 表 数 80+ pz 一 XI) 将 用 ao+ ali( 过 -XI) 去 

估计 之 .利用 它 在 成 点 作 预 测 ,结果 为 
人 

Yi = ago+al( XI 一 X)i = 工 …，,7 (2.8) 
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但 我 们 已 实际 观察 到 :在 X=Xi; 处 Y 之 取 值 为 六 ,这样 就 有 偏离 

一 Y 9 1 一 ] ”1 我 们 当然 希望 这 些 偏离 愈 小 您 好 :衡量 这 些 

偏离 大 小 的 -- 个 合理 的 单一 指标 为 它们 的 平方 和 (通过 平方 去 掉 

符号 的 影响 ,各 简单 求 和 , 则 正 负 信 离 抵消 了 ): 

Q(Caoyal) 一 > (Y 一 7 一 >,[Y 一 Q0 一 ai(CX; - X) 
7 二 1 7 二 | 

(2.9) 

由 此 考虑 得 出 以 下 的 估计 法 则 : 找 wo;al 之 值 , 使 (2.9) 达 到 最 小 ， 
以 之 作为 Bo ,Bi 的 估计 .利用 多 元 函数 求 极 值 的 方法 ,这 只 要 解 方 
程 组 

Se=-2>(0m-a-a(x-)) =0 (2.10) CU fi=1 

2 =-2> -XIm-o-au(g -1]=0 
1 

(2.11) 

由 (2.10) 解 出 wo, 将 解 代 入 (2.11) , 解 出 ci; .我 们 将 这 解 分 别 记 为 

B 和 记 : 
po = 芝 (2.12) 

P = >， (Xi -到 )(Y 一 立 )/ YX - 0 

~ =- 官 x - DY Cx- 驻 )2 (2.13) 

“使 (2. 9) 达 到 最 小 ' 这 个 估计 方法 ， 称 为 最 小 二 乘法 ,这 个 重要 
的 方法 一 般 归 功 于 德国 大 数学 家 高 斯 在 1799 一 1809 年 间 的 工 
作 “. 这 个 方法 在 数理 统计 学 中 有 广泛 的 应 用 .其 好 处 之 -在 于 计 
算 简便 , 且 如 我 们 即将 看 到 的 ,这 方法 导出 的 估计 颇 有 些 良 好 的 性 

* 法 国 数 学 家 勒 计 德 于 1805 年 发 表 了 这 个 方法 .高 斯 声称 在 1799 年 开始 使 用 这 
个 方法 ,但 匈 诸 文字 是 1809 年 . 
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质 . 其 中 之 一 是 ,如 从 公式 (2.12) 和 (2.13) 看 到 的 ,估计 量 8 和 

有 都 是 Y1 9 a 的 线性 函数 ， 即 形 如 | Y 十 “十 Ci 了 的 师 

数 ,其 中 c1，…cw 都 是 常数 ”. 

利用 模型 的 假定 (2.6),(2.5), 从 公式 (2.12) 和 (2.13) 很 容易 

推出 最 小 二 乘 估计 P 和 有 的 一 些 性 质 : 

1.8o 和 ) 分 别 是 6 和 p 的 无 偏 估计 . 

事实 上 ,由 (2.6) 和 (2.5), 知 下 (Y)=B0+BI(CX;- 斑 ). 故 

E(p0) = 工 > ECY) 二 工 > [pl +BCOX-XI= 

E(8) = (0X -EC OCX 到 7 

=-O -0[atRGX -1 
-8 

2.po 和 的 方差 分 别 为 ， 

var(B，) =- 吉 Var 人 立 ) = no2ji2 = cy (2.14) 

Var() 一 > (x -- X)2Var( Y)/ [> (x -又 2 

=c2/ >) (Xi 一斑 ) (2.15) 
f=1 

这 里 用 到 了 Yi ，…, Y 独立 ,Var(cY;)= cvVar(Y ) ,Var(c + e; ) 

=Var(e;)= ac 为 种 数 . 从 (2.15) 式 我 们 得 到 一 点 启发 .在 第 四 

*。 对 有 1 而 言 , 系 数 cl ,…,cw 与 样本 值 Xi,…,Y, 有关. 但 此 处 我 们 把 X 视 为 非 
随机 的 ,因此 它 不 影响 cul,…,co 为 常数 这 个 论断 . 若 X 也 是 随机 变量 , 则 情况 就 变 得 
复杂 . 
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章 中 我 们 已 论述 过 ,在 无 偏 估计 中 ,方差 小 者 为 优 ,如 今 房 为 无 全 
估计 而 其 方差 与 

成 反比 , 故 S: 愈 大 愈 好 . 而 要 Sz 大 ,样本 点 Xi,…，,X, 必须 尽量 

散 开 一 些 . 这 意味 着 当 X 之 取 值 可 以 由 我 们 选 征 时 ,我 们 不 应 把 

它们 取 在 一 小 范围 内 ,而 最 好 让 它们 跨越 较 大 之 范围 . 当然 ,这 也 

要 有 个 限度 ,不 要 把 试验 点 取 到 没有 实用 意义 的 区 域内 去 . 因为 范 

围 过 大 ,线性 回归 与 实际 回归 上 困 数 的 差距 会 增加 ， 

3.8, 和 的 协 方 郑 为 0: 

Cov(80 ,8 =0 (2.17) 

事实 上 ,5 -E(8)= 六 (YEm)Mmm= > Cn-a-BC- 
二 

种 ))A7z = > e;A7z ,而 

p 一 Ep， 一 > (x -X)(Y 一 BEY)/ > (Xi 一 XD) 

= > (X -Xe/> (X 一 X) 

于 是 ,利用 开 (eei)= 开 (er)E(ei)=0 当 ; 汪 ) 而 下 (ei)=Var(ei) 

= co, 得 

人 亿 

Cov(80 ,p1) = 五 [(p4 一 EB80)(pBi 一 EBD 

= 7 > (X; -到 2 oOX --X)=10 

这 个 性 质 指 出 :8o 和 `; 不 相关 ( 见 第 三 章 , 定 理 3.2 下 面 的 
说 明 ). 它 显示 了 中 心 化 的 好 处 :如 果 考 虑 原 模型 (2.1) 中 参数 0， 

21 的 最 小 二 乘 估计 2o,21( 见 下 ), 则 二 者 并 非 不 相关 . 

:291 .



  

但 是 ,如 果 ej，…,ey 服从 正 态 分 布 , 则 Yi ，…y> 也 服从 正 态 分 

布 .3, 和 及 作为 Yi ,…,Y, 的 线性 函数 ,也 服从 正 态 分 布 “( 第 二 

章 例 4.8). 因 此 在 这 种 情况 下 ,由 po, 不 相关 可 推出 它们 独立 
( 见 第 三 章 2.3 节 未 尾 )， 

由 8,p8; 的 最 小 二 乘 估 计 80,8, ,通过 变换 (2.7), 即 得 模型 

(2.1) 中 的 0,p1 的 最 小 二 乘 估计 分 别 为 

p=pB-DX=- 癌 入 ,2 二 p (2.18) 

它们 分 别 是 50 和 生 的 无 偏 估计 . 利用 上 述 8 ,人 的 方差 苏 方差 

公式 ,不 难 算 出 20,D) 的 方差 和 8 及 六 的 协 方差 ,细节 留 给 
读者 . 

pu,B8 还 有 些 更 深刻 的 性 质 . 例如 , 若 误差 服从 正 态 分 布 , 则 

它们 分 别 是 8 和 B， 的 最 小 方差 无 偏 估计 ( 兄 4.3 节 ) .这 个 事实 
的 证 明 超 出 本 书 范围 之 外 . 

6.2.2 残 差 与 误差 和 方 姜 o 的 估计 

仍 以 80 和 启 记 6 和 Bi 的 最 小 二 乘 估计 . 则 在 X= X 处 ， 

因 变 量 Y 的 预测 值 为 这 =Bot+tP(X- 斑 ) ,而 交 的 实际 观察 值 

G; = Yi 一刀 1 (2.19) 

称 为 “ 残 差 ” 

残 差 的 作用 有 二 :一 是 当 模 型 正确 时 , 即 (2.5) 和 (2.6) 正 确 

。 更 确切 地 ,(8,8)) 的 联合 分 布 为 二 维 正 态 分 布 

.292 ，



时 , 它 可 以 提供 误差 方差 c? 之 一 估计 . 理由 很 清楚 :用 Y 预测 

Y; ,其 精度 取决 于 随机 误差 的 大 小 , 即 误 差 方 差 的 大 小 ,误差 方差 

愈 大 ,预测 愈 不 易 准 确 , 而 残 差 (绝对 值 ) 就 倾向 于 取 大 值 .反之 则 

倾向 于 取 小 值 . 往 下 我 们 证 明 

= 一) 63 (2.20) 
7 二 

  

好 

是 co 的 一 个 无 偏 估计 . 

为 证 明 这 个 事实 ,注意 

- 交 =p+pOX-X)+e-p-pCOX 一 X) 

以 及 

bp- 加 = 记 - 立 = 色 -二 > (+ -X)+e)=- E 

其 中 e =(elt+…en)]za ,而 上 

8 -Pi 

= Ai > (X 一 X)(po + BIGX; -和 X) 十 /> (X 一 XX) 

> -Oo- 阅 = OO-R)e 
一 
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53 一 ye 一 E) 一 (> (CX -又 )e / >) (CX; 一 筷 )” 

:二 1 7 =| 5 一 z= 1 

(2.21 ) 

因为 cj ,…,e, 独立 同 分 布 ,有 均值 0 方差 c , 故 据 第 四 章 例 3.2. 

及 第 三 章 (2.2) 式 ,有 

E( > (Ce -zz7P)= -Do 

E(>)(X -又 )e = Var( (COX -到 )e) 

= > (x - X)"Var(ei) 

= > CX 六 7 
以 此 代 和 (2.21), 即 得 

E( 袜 0)= (一 2) 

于 是 证 明了 2 为 的 无 偏 估计 

和 时 称 为 残 差 平方 和 ， 其 一 重要 性 质 是 ; 当 e; 服从 正 态 分 布 

N(0， 时 ， 有 

一 和 3 (2.22) 

证 明 见 本 章 附 录 A 注意 自 由 度 7-2, 它 比 样本 大 小 交 少 2. 这 是 

因为 有 两 个 未 知 参 数 po 和 1 需要 估计 ,用 掉 了 两 个 自由 度 (参看 

第 四 章 例 3.2 未 尾 处 的 说 明 ). 

残 差 平方 和 有 下 述 便于 计算 的 表达 式 : 

>78= > (7 一 了 )-p8> (XI- 广 )Y， 
1 | 

= > 22-722-B>(OX -和 X)Y (2.23) 
1 一 1 7 一 1 
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此 式 之 方便 在 于 :在 计算 残 差 平 方 和 时 ,一 般 已 先 算出 了 回归 系数 

8 的 估计 及 及 立 .而 在 算 P; 时 ,需要 算出 > (Xi; - X) Y , 故 只 
i 一 

须 再 计算 平方 和 YY Y? 即 可 . (2.23) 式 证 明 如 下 : 
i=1 

六 3- > ( 了- 立 - 坟 (0X 一 刺 7 

-On 24 十 瑟 

其 中 己 = 鹿 辣 (5- 一 X)= 一 六 (人 久 O-X2)= 记 (xi- 

X) Y; ,而 

4= 也 (x - X)(Y; - 忆 订 = - 六 ) Y， 

于 是 得 到 (2. 23) 第 _- 一 式 .由 此 得 出 第 二 式 . 
残 差 的 另 一 方面 的 作用 是 用 以 考察 模 

型 中 的 假定 ( 即 (2.$) 和 (2.6)) 是 和 否 正确 . 
道理 如 下 :因为 在 模型 正确 时 , 残 差 是 误差 
的 一 种 反映 , 因 误 差 el ,…,e, 为 独立 同 分 

布 ,具有 "杂乱无章 ”的 性 质 , 即 不 应 呈现 任 
何 规律 性 .因此 , 残 差 8 ,…,8, 也 应 如 此 ， 
如 果 残 差 81,…,6, 呈现 出 某 种 规律 性 , 则 图 6.3 
可 能 是 模型 中 某 方面 假定 与 事实 不 符 的 征 

兆 . 例 如 , 若 随 着 X 增 大 |8| 有 上 升 的 趋势 ,这 可 能 反映 模型 
(2.1) 中 误差 e 的 方差 与 X 之 值 有 关 且 随 X 之 值 上 升 而 增加 . 又 

如 ,设想 回归 函数 为 二 次 函数 , 则 由 图 6.3(/! 为 经 验 回 归 直 线 ) 可 
看 出 , 当 X 很 大 或 很 小 时 ,8; 取 正 号 ,而 当 X 为 中 间 值 时 ,9 取 
负 号 .如 出 现 这 种 情况 ,就 可 以 怀疑 线性 假定 有 问题 . 

这 种 通过 残 差 去 考察 回归 模型 是 否 正 确 的 作法 ,叫做 “回归 诊 
浙 ” 它 已 发 展 为 回归 分 析 的 一 个 分 支 .本 书 不 能 仔细 讨论 这 方面 
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的 问题 ,有 兴趣 的 读者 可 参考 陈 希 至 . 王 松 桂 著 《近代 回归 分 析 》 第 
二 章 , 及 张 启 锐 著 《 实 用 回归 分 析 》 第 四 章 . 

6.2.3 区 间 估 计 和 预测 

本 段 我 们 在 (2.3) 和 (2.6) 的 基础 上 加 上 假定 : 误 善 e 服从 正 

态 分 布 ,因此 ,现在 (2.5) 强 化 为 
Clyc2， Er 独立 同 分 布 . e， 四 NI(0,o) 《2.24) 

先 考 贿 有 | .前 已 指出 , 它 是 Y1 9 ”9 了 ， 的 线性 函数 ,有 均值 A 

方差 c*S-,S- 见 (2.16) 式 ,因此 

(Pi -8)AzS2) 一 NO,1) (2.25) 

这 个 结果 疝 不 能 用 于 8 的 区 间 估 计 , 因 为 c 未 知 , 按 6.2.2 的 结 

有 果 , 以 5( 见 2.20) 代 替 (2.25) 中 的 c. 可 以 证 明 , 经 过 这 一 代替 , 正 

态 分 布 变 为 寺 分 布 (证 明 见 附录 器) 

(8 -BAiSz 一 局 (2.26) 

这 个 结果 就 可 以 用 来 作 p| 的 区 间 估 计 或 置信 上 下界, 因为 ( - 

paSzI) 起 了 枢 轴 变 量 的 作用 , 按 4.4 节 中 的 方法 ,得 到 ; 
1. 置信 系数 为 1- w 的 6 的 置信 区 间 ,为 

[8 -5Szz ar(a2),8 +5SI (av2)] 
2. 置信 系数 为 1- w 的 8 的 置信 上 、 下 界 ,分 别 为 

Bi +5Szlt ao(a) 和 局 -5Szt az(ax) 
对 截 距 po 也 一 样 做 ,也 可 以 由 下 文 对 回归 函数 8,+ 8 (z 一 广 ) 的 
区 间 估 计 中 , 令 zx= 束 得 到 . 

对 回归 函数 m(z)=po+Bi(z 一 广 ) ,其 点 估计 记 (z)=B+ 

BCz- 驴 ) 也 是 Yi,…,Y, 的 线性 函数 ,因此 在 (2.24) 的 假定 下 ， 
它 也 服从 正 态 分 布 , 其 均值 为 加 (z), 而 其 方差 1(z), 根 据 
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(2.24),(2.25), 及 p4 与 8) 独立 ,为 

(xz) =Var(p1) 十 (并 一 台 )2Var(P) 

= +(Z-X)ASa) 

于 是 得 到 (六 人 zy) 一 ji(z))MAAz) 一 NO,1).5 代 c, 可 以 证 明 

(六 (rz) 一 ma 人 (z))Aa(L LT (zz 一 X)27LS2)U2) 一 

(2.27) 

由 此 得 出 : 

1. 置信 系数 为 1- wa 的 mm(z) 的 置信 区 间 为 

[ 庆 (z) -+(r 一 XDALS3 JU (Ca 2) 

记 (z)+6( +(z 一 X)2]LS2)2t 2(a/2)] 

2. 置信 系数 为 1-a 的 mm(z) 的 置信 上 下 界 ,分别 为 庆 (z) 土 

5(1jz+( 工 -X)LS2 ba)(+ 号 为 上 界 ). 

这 个 区 间 之 长 25(1[a +(z-X)《LS2)LI2t (ax2) 与 有 

关 .z 愈 接 近 X 样本 的 中 心 X, 则 (z -X)” 愈 小 而 区 间 长 度 就 傅 

小 .就 是 说 ,在 估计 回归 函数 mm(z) 时 ,您 靠近 样本 X 中 心 点 处 愈 

精确 .这 从 理论 上 指明 了 我 们 在 前 面 提 到 过 的 一 点 事实 : 当 我 们 需 

要 在 自 变 量 X 的 某 个 范围 内 使 用 回归 方程 时 ,应 当 把 观察 点 冬 )， 

…,X, 尽量 取 在 这 个 范围 内 . 如 

图 6.4,/ 为 由 样本 点 配 出 的 经 验 

回归 直线 ,和 2 分 别 是 2(z) 

的 置信 区 间 上 下端 随 z 变化 时 

划 出 的 曲线 .在 过 轴 上 的 X 附近 

和 /> 相距 较 近 ,而 当 xz 离 X 

愈 远 时 , 曲线 愈 分开 . 如 图 ,在 

轴 的 zxo 处 ,A 点 的 纵 坐 标 是 回 

归 函 数 m(zo) 的 点 估计 疡 (zxo)， 

而 Al,A>: 点 的 维 坐 标 , 则 分 别 是 图 6.4 
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jz(zo) 的 置信 区 间 的 上 、 下 两 端点 .曲线 ,只 能 在 这 个 意义 上 

去 理解 , 而 不 能 说 ， 理 论 回归 直 线 落 在 Li, 之 间 ” 的 概率 为 1 一 

wa. 因 为 ,理论 回归 直线 落 在 由 ,之 间 , 相 当 于 说 对 一 切 zxo 同时 

成 立 :m(zo) 落 在 通过 zo 与 纵 轴 平行 的 直线 在 0 ,7， 截 出 的 两 点 

的 纵 坐 标 之 间 “. 

下 面 来 考察 Y 的 区 间 预 报 . 假定 要 在 自 变 量 X 的 给 定 值 zxo 

处 预报 Y 之 值 Yo. 前 已 说 过 ( 见 6.1 节 ) ,就 用 记 (zo) 作 为 Yu 的 

预报 值 .考虑 差 7= Yo 一 疡 (zxzo). 它 是 Yi ，…,Y 和 Yo 的 线性 函 

数 , 故 仍 为 正 态 分 布 . 因 已 (Yo)= mm(zo), 开 [ 庆 (ro)]= 和 (xzo)， 

有 玖 (7) =0. 为 考虑 其 方差 ,注意 Yi,…, Y 和 Yo 独立 , 故 

忘 (z0) 与 Yo 也 独立 ,因此 有 

Var(7) =Var(Yo) + Var( 记 (zz0)) 

=o(1+lma+(z-X)2/S2) 

仿 以 前 的 做 法 ,用 ce 的 估计 值 代 替 c, 得 

7 MB(1+1a + (zz 一 X)27]S2)I2) 一 

于 是 得 到 :不等式 

记 (zi) -5(1+1M +(z -0)2S22o-a[ 生 j 和 Y。 

委 记 (zo)+(I+1m +(z | 

(2.28) 

其 左右 两 端 (所 构造 的 区 间 ) 就 是 Yo 的 置信 系数 为 1- a 的 区 间 
项 测 .应 注意 的 是 :与 以 前 我 们 讲 过 的 区 间 估 计 不 同 ， 此 处 的 Yo 
并 不 是 一 个 未 知 的 参数 ,其 本 身 也 有 随机 性 . 

* 理论 上 可 以 证 明 : 把 ,42 之 间 夹 出 的 区 域 放 大 一 点 , 即 把 / 往 上 推 一 点 ,， 往 

下 推 一 点 ,就 可 以 满足 这 要 求 , 具 体 说 ,应 以 方程 为 y>= 仙 (zxz)+2(1m+(z- 总 )2S2) 

(2F:.。2(a)) 二 的 曲线 代替 4 ,La(4 为 + 号). 由 第 一 章 习题 29 可 知 ,这 个 范围 比 
(2.28) 规 定 的 范围 宽 一 些 ， 
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比较 (2.27) 和 (2.28) ,我 们 看 出 m(zo) 的 区 间 估 计 与 Yo 的 

区 间 预 测 的 另 一 点 不 同 之 处 :mm (zo) 的 区 间 估 计 之 长 为 25(177 

+(z 一 XDASDit Ca) 当头 很 大 时 ,2 接近 于 ct -， 

(ac/2) 接 近 xs ,这 两 部 分 保持 有 界 ”, 另 一 个 因子 中 ,12z 一 0. 另 

一 个 因子 ,只 要 试验 点 Xi，…，X, 不 过 分 集中 于 一 处 ,以 使 

> (x - 又)2 -> co ,就 可 以 证 明 (z- 广 )27/S2->0( 习 题 S(b)). 这 

样 ， 上 述 区 间 之 长 将 随 ”一 co 而 趋 于 0. Yo 的 区 间 预 测 则 不 然 ， 

其 长 度 表 达 式 中 含 因 子 (1+1[ +(z -XDAS2)2. 随 着 7 一 

co ,其 值 总 大 于 1 , 故 不 论 你 有 多 少 样本 ,区 间 预 测 的 精度 仍 有 一 

个 和 界 限 ,这 个 章 理 我 们 在 前 面 已 解释 过 :预测 问题 中 包含 了 一 个 无 

法 克服 的 随机 误差 项 . 

6.2.4 假设 检验 

最 有 兴趣 的 假设 检验 问题 是 :检验 原 假设 

六 0o:p = < (2.29 ) 

其 中 < 是 一 个 给 定 的 常数 ,对立 假 设 为 妃 o: 8 天 c. 尤 其 是 c=0 的 

情况 .因为 ,8 =0 表示 回归 函数 靖 (z) 为 一 常数 8 ,与 过 无 关 . 如 

果 Bo:p8=0 被 接受 了 , 则 意味 着 我 们 接受 如 下 的 说 法 :所 选 定 的 

自 变 量 X 其 实 对 因 变 量 Y 无 影响 ,故人 研究 二 者 之 间 的 关系 也 就 没 

有 意义 了 . 

(2.29) 的 检验 很 容易 利用 (2.26) 作 出 : 

p: 当 | 刘 - c| 委 5S2， (cy2) 时 接受 媚 ) ,不 然 就 否定 万 

(2.30) 
这 个 检验 p 有 水 平 w. 单 边 假设 Bi 妇 c, 或 8 达 c 的 检验 也 类 似 地 
作出 . 

* 由 于 5 是 随机 的 , 它 只 是 在 * 依 概率 收敛" 的 意义 上 接近 c, 故 也 有 很 小 的 可 能 
性 远 远 偏离 c, 甚 至 变 得 很 大 .只 是 当 ” 很 大 时 这 种 机 会 很 小 . 
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对 截 上 距 po 的 检验 也 类 似 地 作出 .例如 ,po=0 的 假设 意味 着 

回归 直线 通过 原点 ,我 们 把 细节 留 给 读者 . 

例 1.1 从 某 大 学 男生 中 随机 抽取 10 名 , 测 得 其 身高 ( 米 ) 和 

体重 (公斤 ) 的 数值 为 

(1.71;,6$),(1.63,63),(1.84,70),(1.90,75),(1.38 ,60) 

(1.60,55),(1.7$,64) ,(1.78,69),(1.80,65) ,(1.64,58) 

以 身高 X 为 自 变量 ,并 把 它 看 成 非 随 机 的 ,而 以 体重 Y 为 因 变 

量 .假定 回归 为 线性 的 .算出 

X =(1.71+1.63+…+1.64)/10 = 1.723 

Y=(6S+63+.…+S8)710 = 64.4 

S: =(1.71 -1.723)2 十 …+(1.64 -1 工 .723)2 

=0.1062 
10 加 

> (X -又 )v = (1.71-1.723) x65+ .… 
i1 

+(1.64 一 1.723) x 58 = 5$.268 
由 (2.12),\2.13) ,得 出 Bo 和 Bi 的 最 小 二 乘 估计 值 分 别 为 

p80 = 64.4,8 = 5.268/0.1062 = 49.6 

经 验 回 归 方 程 为 

>y=64.4-49.6(z -1.723) =-21.06+49.6z 

当 z=1.62 时 立 =S9.29. 这 有 两 个 解释 ,-- 是 对 身高 为 1.62 米 
的 学 生 ,其 平均 体重 的 点 估计 为 59.29 公斤 ;二 是 如 随机 抽 到 一 个 

学 生 量 出 其 身高 为 1.62 米 , 则 以 $9.29 公斤 为 其 体重 的 预测 值 . 

可 按 (2.23) 式 计算 残 差 平方 和 . 为 此 算出 

3 -YY)>= (65 -64.4)2+ +(58 -64.4)2 = 316.4 

因此 按 (2.23) 式 算出 

> = 316.4- 49.6XS$.268 = 54.39 

由 此 得 出 误差 广 关 5 的 估计 值 
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2 = $4.39[(10 -2) = .6.799,5 = 2.61 

取 =0.05. 查 上 分布 表 , 得 如 (ac/2)=18(0.025)=2.306 

于 是 用 (2.27) 和 (2.28) ,得 到 回归 上 数 mm 人 z)=PptpBiGCzr 一 

X) 的 置信 区 间 , 以 及 在 工 点 处 Y 的 取 值 > 的 预测 区 间 ,分 别 为 

(置信 系数 都 是 0.95) 

一 1.723)2 ] 

-21.06+49.6z 一 2.61( 0.1 + X2.306<j (z) 

( 工 二 1.723) 迄 -21.06+49.6z+2.61[0.1 “0.1062 
以 及 

一 2 12 

-21.06+49.6z 一 2.61(1.1+ 全 让] 和 2 | x2.306<y 
_ 2 \、 1 

入 -21.06+49.6r+2.61(1.1 1 x2.306 0.1062 
对 并 =1.62, 上 述 两 个 区 间 分 别 是 

-21.06+ 49.6z xx1.62+ 上 2.691 = [6.6,62.0] 

-21.06 + 49.6z x 1.62 +6.343 = [33.0,65.6] 

可 见 , 预 测 的 精度 比 估计 回归 函数 的 精度 差 得 多 . 

再 考虑 假设 (2.29) 的 检验 .在 此 例 中 , 取 c=0 是 没有 意义 的 . 

因为 体重 明摆着 与 身高 有 关 , 如 检验 假设 Bl =0, 即 使 接受 了 ,我 

们 也 只 能 归 因 于 样本 大 小 zz 太 小 ,也 不 大 会 认为 8 =0 真 可 以 被 

接受 .可 以 考虑 的 假设 是 < 取 一 个 合理 的 数字 ,例如 c=5S0,40 之 
类 .“c=50 "这 个 假设 可 理解 为 :在 另 一 城市 一 所 大 学 曾 作 过 较 大 
规模 的 测量 ,在 那里 比较 确切 地 估 出 P =50. 现 在 换 了 一 个 城市 ， 
情况 有 无 改变 ?” 由 于 这 样 一 种 提 法 , 且 S0 这 个 数字 先天 地 有 一 定 

的 根据 ,在 并 无 比较 显著 的 证 据 的 情况 下 ,我 们 不 愿 轻易 地 认为 
50 这 个 数字 不 适用 于 这 间 大 学 .因此 , 取 一 个 较 小 的 水 平 ,例如 va 
=0.05 ,就 要 算 比 较 恰 当 了 . 具体 检验 可 按 (2.30). 算 出 

6St -av2) = 2.61XxXvV0.1062 xx2.306 = 1.96 

1 必 

) x2.306 

令 |18-c|=149.6-50|1=0.4<1.96, 故 应 接受 原 假设 8 = 50. 
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如 原 假 设 为 6; = 52, 则 被 否定 了 。 
现在 有 这 样 的 问题 :一 方面 用 我 们 的 数据 估 出 B; 为 49.6, 另 
-方面 , 按 以 往 资料 可 以 接纳 Pi = 50, 应 取 何者 为 好 ? 这 就 要 分 
析 情 况 , 如 果 以 往 资料 可 以 认为 是 与 当前 资料 同 质 的 ,比方 说 ,两 
校 都 是 在 全 国 范围 招生 ,其 学 生 的 地 域 构成 大 体 接近 , 则 有 充分 理 
由 认为 ,当前 的 Bi 与 以 往 的 B 应 差不多 . 考虑 到 以 往 的 6 是 依 
据 大 量 数据 算出 ,而 当前 的 P 只 根据 10 个 数据 ,我 们 觉得 , 取 以 
往 的 P 也 许 更 合适 (如 果 B, = 50 被 否定 , 自 又 当 别论 ) ,反之 ,如 
两 校 都 是 地 方 性 的 ,其 学 生来 源 以 本 地 居多 ,而 两 地 身高 体重 在 关 
系 上 又 有 差别 , 则 我 们 就 可 能 倾向 于 采用 当前 值 了 . 
这 个 例子 也 许 并 不 十 分 典型 ,但 有 关 的 考虑 对 其 他 应 用 问题 

也 是 适用 的 .统计 学 是 一 种 帮助 我 们 对 数据 进行 分 析 的 工具 ,其 应 
用 不 能 脱离 对 实际 问题 的 背景 的 考虑 .不 加 区 别 地 机 械 地 使 用 公 

式 ,难免 导致 与 实际 背离 的 结果 . 

6.2.5 几 个 有 关 问 题 

以 上 我 们 对 一 元 线性 回归 ( 且 随 机 误差 服从 正 态 分 布 的 情况 ) 

了 坝 他 网 的 论述 .在 这 一 段 中 ,我 们 提出 几 点 在 使 用 
这 些 方法 时 值得 注意 的 事情 . 

1. 回归 系数 的 解释 问题 

设想 我 们 建立 了 回归 方程 

yy 一 C++Apzr (2.31) 

一 般 地 把 回归 系数 2 的 意义 解释 为 : 当 自 变量 X 增加 或 减少 1 单 
位 时 ,平均 地 说 , Y 增加 或 减少 2 单位 .这 个 解释 对 不 对 ? 我 们 
说 ,也 对 也 不 对 ,要 看 具体 情况 而 定 . : 

首先 一 个 问题 是 X 的 变化 区 闻 . 在 实际 应 用 中 ,真正 的 回归 
方程 一 般 总 是 与 线性 方程 有 一 定 的 偏离 . 在 不 很 大 的 范围 内 ,这 种 
偏离 也 许 不 很 大 ,不致 对 应 用 造成 影响 . 一 般 总 是 在 这 个 意义 上 ， 
我 们 把 回归 方程 认定 为 线性 的 . 

日 后 在 应 用 中 ,如 果 自 变量 值 z 超出 了 上 述 范 围 , 则 回归 方 
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程 (2.31) 可 能 已 不 再 成 立 . 这 时 X 增加 1 单位 是 否 使 Y 平均 增 

加 & 单位 的 论断 ,也 就 不 能 成 立 了 .例如 , 若 X 为 每 亩 施肥 量 而 Y 

为 每 亩 的 产量 .可 以 相信 ,在 X 的 一 个 合理 的 范围 内 ,Y 的 平均 值 

大 致 随 X 线性 地 增长 .但 一 超出 一 定 的 范围 ,例如 施肥 量 过 大 时 ， 
进一步 增加 施肥 不 仅 不 能 导致 增产 ,反而 可 能 导致 减产 . 

就 是 是 变量 之 值 处 在 合理 的 范围 内 时 ,回归 系数 意义 的 解释 

仍 可 能 有 问题 .分 两 种 情况 来 讨论 . 一 种 情况 是 X 之 值 在 试验 中 
可 由 人 指定 (如 上 述 施 肥 量 ). 这 时 ,只 要 在 旦 后 的 应 用 中 情况 与 你 
建立 回归 方程 时 大 体 相 同一 一 这 主要 指 的 是 X 以 外 的 因素 对 Y 
的 影响 要 相当 , 则 上 述 解释 , 即 X 增 减 1 单位 时 Y 平均 增 减 5 单 
位 ,是 正确 的 ,否则 就 不 见得 正确 . 仍 拿 上 面 那个 例子 来 说 ,设想 在 
建立 方程 (2.31) 而 进行 的 试验 中 ,所 用 的 田地 都 是 底肥 很 不 充足 
的 ,而 日 后 你 把 它 用 到 底肥 很 充足 的 田地 上 ;或 者 ,在 试验 中 用 的 
是 次 耕 ( 这 对 肥料 吸收 有 利 ) ,而 日 后 用 到 浅 耕 的 田地 上 , 则 结果 就 
不 见得 正确 .了 . 

如 果 自 变量 X 是 与 Y 一 起 观察 所 得 ,而 不 能 事先 由 人 控制 ， 
则 情况 更 加 复杂 .在 这 种 情况 下 ,除了 满足 X 必须 处 在 合理 范围 
内 这 个 限制 外 ,还 必须 注意 ,X 值 必 须 是 在 “自然 而 然 地 ”产生 而 
不 是 人 为 地 制造 出 来 的 情况 下 ,上 述 解 释 才 有 效 . 举 一 个 极端 的 例 

子 . 设 把 X 作为 体重 而 Y 作为 身高 , 则 在 X 一 定 的 范围 内 , 仍 可 
建立 线性 回归 方程 (2.31) , 比方 说 ,5 = 0.02. 这 意味 着 体重 每 增 

减 1 公斤 ,号 高 平均 约 增长 2 厘米 . 假如 你 观察 一 个 正在 长 身体 的 
青年 人 ,在 某 时 刻 你 量 得 他 体重 X 为 S2 公斤 ,身高 158 厘米 . 过 
知 干 时 候 他 体重 长 到 54 公斤 ,你 预测 他 身高 162 厘米 左右 ,这 个 
用 法 正确 . 因为 你 只 是 一 个 被 动 的 观察 者 ,并 未 设法 去 影响 这 个 进 
程 .反之 ,如 果 你 用 强力 减肥 法 使 一 个 胖子 在 两 星期 内 体重 下 降 $ 
公斤 ,而 预测 他 身高 将 下 降 10 厘米 左右 , 则 恐怕 不 见得 正确 .因为 
X 值 的 改变 出 于 你 人 为 的 干预 ,违反 了 X,Y 之 间 的 关系 的 自然 
进程 .再 举 一 个 例子 :统计 资料 显示 人 的 文化 水 平 的 提高 导致 出 生 
率 降 低 . 但 如 某 个 国家 孤立 地 进行 提高 人 的 文化 水 平 的 工作 ,就 不 
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一 定 能 导致 出 生 率 预期 的 降低 . 这 是 因为 人 口 出 生 率 是 由 一 系列 

的 经 济 社会 和 文化 习惯 等 条 件 决定 的 . 单 抽出 文化 水 平 这 个 因子 ， 

其 实 是 将 它 作为 一 个 综合 因子 来 看 待 . 故 如 它 的 改变 确实 是 显示 

了 这 种 综合 条 件 的 改善 , 则 应 有 利于 出 生 率 的 降低 .反之 ,如 果 其 

他 条 件 (经 济 .社会 等 ) 并 无 改变 甚至 有 了 恶化 ,而 只 孤立 地 提高 文 
化 这 个 因子 , 则 背离 了 建立 回归 方程 的 前 提 了 . 

2. 回归 方程 的 外 推 
所 谓 外 推 , 就 是 在 建立 回归 方程 时 

7 所 用 的 自 变量 数据 的 范围 之 外 去 使 用 回 
-一 “上 蚂 方 程 (如 果 在 自 变 量 数据 的 范围 之 内 

2 ! 使 用 ,就 叫做 内 捕 ). 一 般 都 是 不 主张 对 
  ， > 回归 方程 作 外 推 使 用 的 ,原因 我 们 在 以 

前 已 提 过 了 , 即 理论 上 回归 方程 一 般 并 

图 5 5 非 严格 的 直线 .例如 ,回归 方程 是 曲线 
/ ,如 果 你 在 < 委 z 委 这 个 范围 内 使 用 ， 

则 直线 /1; 可 充分 好 地 代表 它 ,但 如 外 推 至 c 点 , 则 与 实际 情况 有 
较 大 的 差距 了 (图 6.5). 

当然 ,也 不 能 说 外 推 在 任何 情况 下 都 不 行 .在 某 种 很 特殊 的 情 
况 下 ,回归 方程 为 线性 这 一 点 有 充分 的 理论 根据 ,这 时 外 推 应 不 致 
导致 太 大 的 偏差 .其 次 ,如 外 推 距 离 不 太 远 , 问 题 一 般 也 不 会 很 大 . 
在 没有 把 握 而 情况 允许 时 ,可 以 做 一 些 试验 ,以 考察 一 下 回归 方程 
在 拟 应 用 的 范围 内 符合 的 程度 如 何 . 

3. 回归 方程 不 可 逆转 使 用 

在 目 变 量 X 和 因 变 量 Y 都 是 随机 的 场合 ,往往 可 以 把 其 中 任 
一 个 取 为 自 变 量 . 人 的 身高 体重 就 是 一 个 例子 .这 时 就 存在 两 个 回 
归 方 程 ,如 都 为 线性 的 , 则 分 别 有 形 状 

yy 一 QQ+por，Z=c+cy (2.32) 

有 趣 的 是 ,这 两 个 方程 并 不 一 致 .意思 是 , 若 你 把 (2.32) 的 第 一 个 
方程 y=a +pr 对 z 解 出 得 z= 一 a AT+ y/, 则 这 方程 不 一 定 就 

和 钙 (2.32) 第 二 个 方程 ,对 实际 数据 配 出 的 经 验 回 归 直 线 , 也 是 这 个 
. 304 .



情况 . 设 有 了 数据 (Xi, yi) ，…,(X,， 了 区 ) ,把 X 作为 自 变量 配 出 
回归 方程 (用 最 小 二 乘法 ,下 同 )y=2 TBzr ,与 把 Y 作为 自 变量 配 
出 的 回归 方程 zx=t+ dy 不 一 定 相 同 ,上 且 -- 般 不 相同 . 

因此 ,在 人 的 身高 (X) 体 重 (Y) 这 个 例子 中 ,如 你 的 目的 是 通 

过 身高 预测 体重 , 则 你 应 取 Y 为 因 变 量 ,以 建立 回归 方程 vy= a + 

px. 如 果 什 么 时 候 你 忽然 需要 通过 体重 预测 号 高 , 则 你 并 不 能 利 

用 上 述 方程 去 作 ,而 必须 从 头 做 起 , 取 X 为 因 变 量 ,用 最 小 二 乘法 

配 出 方程 zx=c+dy. 后 一 方程 用 于 从 y 预测 . 

表面 上 看 这 一 点 颇 使 人 感到 难以 理解 , 细 想 之 下 ,道理 其 实 不 

难 . 为 方便 计 , 设 (X,Y) 的 联合 分 布 为 二 维 正 态 分 布 N(a,p ,ci， 

o5,o), 则 如 在 第 2 章 ( 见 该 章 (3.10) 式 ) 中 所 证 明 的 ,六 对 X 的 回 

扫 方 程 为 

(y--b)=poooc (zz 一 ae) (2.33) 

而 X 对 Y 的 回归 方程 则 为 

(zz 一 aa)=pooloi(y 一) (2.34) 

除非 o=1, 即 X,Y 之 间 有 严格 的 线性 关系 ,(2.33) 与 (2.34) 不 
一 样 ,因为 ,由 (2.33) 得 (rz-a)=pooc(y-0), 除 非 叶 =1， 

这 与 (2.34) 不 同 . 这 样 看 来 ,理论 上 这 二 者 本 不 一 致 .因此 ,由 数据 

所 配 出 两 个 经 验 回归 方程 ,也 不 会 一 致 了 . 

这 个 论点 从 理论 上 说 清楚 了 问题 .但 在 直观 上 ,人 们 可 能 仍 觉 

得 有 些 难以 理解 . 为 说 明 这 一 点 ,考察 这 样 -个 情况 :相关 系数 
o>0 但 很 小 .这 时 ,X,Y 有 些 关系 ,但 关系 很 微弱 :一 者 的 变化 只 

引起 另 一 者 很 小 的 变化 . 因此 ,在 两 个 圆 归 关系 =w +por 和 >= 

c+ay 中 ,系数 2,d 都 很 接近 0. 这 样 二 者 就 必然 不 一 致 了 . 因由 
y=ca+pr 得 出 z=al+pboy 其 中 加 =01.0 很 大 ,因为 & 很 

小 , 故 5 不 可 能 与 d 一 致 . 

但 应 注意 :我 们 强调 回归 方程 不 能 闭 转 使 用 是 指 用 于 预测 疝 

言 ,如 用 于 控制 则 另 当 别论 .比如 ,建立 了 站 对 X 的 回归 方程 y= 
a+pzr. 为 要 把 Y 之 值 控制 在 w 使 其 误差 尽量 小 , 自 变量 X 应 取 
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何 值 ? 那 要 从 mw=ar+pzr 解 出 z=(yo-a)《M. 当 然 , 用 于 控制 的 

情况 应 当 是 自 变量 X 之 值 能 由 人 选择 时 ,这 时 不 存在 作 X 对 

之 回归 的 问题 . 

4. 在 本 节 的 讨论 中 ,我 们 都 是 在 自 变 量 X 为 非 随 机 的 假定 

下 进行 的 . 而 在 应 用 中 ,又 不 时 遇 到 X 也 是 随机 的 情况 ,而 我 们 也 

就 当 作 X 为 非 随机 , 仍 使 用 本 节 导 出 的 公式 ,这 样 做 在 理论 上 到 

底 可 以 不 可 以 ? 

这 问题 的 仔细 分 析 比 较 复 杂 ,不 能 在 这 里 详细 给 出 了 .我 们 只 
指出 两 点 :一 是 若 (X,Y) 的 联合 分 布 为 二 维 正 态 N(a ,bp ,ao?,c3， 
co), 则 有 关 回 归 系 数 的 点 估计 ,区 间 估 计 , 回 归 函 数 的 区 间 估 计 与 

区 间 预 测 , 回 归 系数 的 检验 等 公式 ,全 都 合用 ,但 8 ,8 的 方差 公 

式 已 不 适用 ( 启 的 方差 表达 式 中 含 X ,因此 处 X 也 是 随机 变量 ， 
这 是 不 可 以 的 ). 52 仍 是 模型 (2.1) 中 的 误差 。 的 方差 的 无 偏 估 
计 , 但 这 个 方差 应 是 给 定 X 时 Y 的 条 件 分 布 之 方差 , 即 cz(1 - 
o-)( 见 第 二 章 (3.9) 式 ). 因 此 在 这 一 场合 , X 为 随机 变量 并 不 影 
啊 方法 的 使 用 .我 们 之 所 以 能 不 顾 X 是 否 随机 而 使 用 本 节 导 出 的 
公式 ,主要 就 是 基于 这 个 理由 .二 是 车 (X,Y) 的 分 布 不 是 正 态 时 ， 
虽说 回归 系数 点 估计 的 公式 仍 可 用 ,但 其 他 一 切 已 不 再 成 立 了 . 

6.3 多 元 线性 回归 

本 节 我 们 考虑 有 这 个 自 变量 X，…,X， 的 情形 , 因 变 量 仍 记 
为 了. 模型 为 

立 =b0+bIXIT… 二 boX 二 e (3.1) 

其 解释 与 (2.1) 相 同 .这 里 也 有 自 变 量 为 随机 或 非 随机 的 区 别 , 今 
后 我 们 一 律 把 目 变量 视 为 非 随机 的 .在 (3.1) 式 中 ,6o 为 常数 项 或 
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