
何 值 ? 那 要 从 mw=ar+pzr 解 出 z=(yo-a)《M. 当 然 , 用 于 控制 的 

情况 应 当 是 自 变量 X 之 值 能 由 人 选择 时 ,这 时 不 存在 作 X 对 

之 回归 的 问题 . 

4. 在 本 节 的 讨论 中 ,我 们 都 是 在 自 变 量 X 为 非 随 机 的 假定 

下 进行 的 . 而 在 应 用 中 ,又 不 时 遇 到 X 也 是 随机 的 情况 ,而 我 们 也 

就 当 作 X 为 非 随机 , 仍 使 用 本 节 导 出 的 公式 ,这 样 做 在 理论 上 到 

底 可 以 不 可 以 ? 

这 问题 的 仔细 分 析 比 较 复 杂 ,不 能 在 这 里 详细 给 出 了 .我 们 只 
指出 两 点 :一 是 若 (X,Y) 的 联合 分 布 为 二 维 正 态 N(a ,bp ,ao?,c3， 
co), 则 有 关 回 归 系 数 的 点 估计 ,区 间 估 计 , 回 归 函 数 的 区 间 估 计 与 

区 间 预 测 , 回 归 系数 的 检验 等 公式 ,全 都 合用 ,但 8 ,8 的 方差 公 

式 已 不 适用 ( 启 的 方差 表达 式 中 含 X ,因此 处 X 也 是 随机 变量 ， 
这 是 不 可 以 的 ). 52 仍 是 模型 (2.1) 中 的 误差 。 的 方差 的 无 偏 估 
计 , 但 这 个 方差 应 是 给 定 X 时 Y 的 条 件 分 布 之 方差 , 即 cz(1 - 
o-)( 见 第 二 章 (3.9) 式 ). 因 此 在 这 一 场合 , X 为 随机 变量 并 不 影 
啊 方法 的 使 用 .我 们 之 所 以 能 不 顾 X 是 否 随机 而 使 用 本 节 导 出 的 
公式 ,主要 就 是 基于 这 个 理由 .二 是 车 (X,Y) 的 分 布 不 是 正 态 时 ， 
虽说 回归 系数 点 估计 的 公式 仍 可 用 ,但 其 他 一 切 已 不 再 成 立 了 . 

6.3 多 元 线性 回归 

本 节 我 们 考虑 有 这 个 自 变量 X，…,X， 的 情形 , 因 变 量 仍 记 
为 了. 模型 为 

立 =b0+bIXIT… 二 boX 二 e (3.1) 

其 解释 与 (2.1) 相 同 .这 里 也 有 自 变 量 为 随机 或 非 随机 的 区 别 , 今 
后 我 们 一 律 把 目 变量 视 为 非 随机 的 .在 (3.1) 式 中 ,6o 为 常数 项 或 
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截 距 ,p 称 为 对 X 的 回归 系数 ,或 称 偏 回归 系数 .e 仍 为 随机 

误差 . 

现 设 对 Xi,……,X 和 Y 进行 观察 ,第 ; 次 观察 时 它们 的 取 值 

分 别 记 为 Xi，…,Xwm 和 了 ,随机 误差 为 ei( 注 意 e; 不 可 观察 ), 则 

得 到 方程 

了 = pb0+DOIXD+ 十 DoXnr+eii = 1 (3.2) 

这 里 假定 

el en 独立 同 分 布 ,E(ej) = 0;,0< Var(ei) = o < oo 

(3.3) 

误差 方差 co 未 知 . 

统计 问题 仍 和 一 元 回归 时 一 样 : 要 根据 所 得 数据 

(XDA (3.4) 

对 50，……b。 和 误 善 方差 oj 进行 估计 ,对 回归 本 数 80+ bizl 二 … 

bpzp 进行 估计 ,在 自 变量 的 给 定之 值 (zy,……,z) 处 对 因 变量 Y 

的 取 值 进行 预测 ,及 有 关 的 假设 检验 问题 等 .在 上 节 中 对 一 元 情况 

引进 的 不 少 方法 和 概念 仍 适 用 于 此 处 多 元 的 情况 ,但 在 计算 和 理 

论 方面 ,都 较 一 元 的 情况 复杂 .就 本 课程 而 言 ,我 们 不 能 对 这 些 进 

行 仔细 的 论述 ,只 能 把 一 些 重要 的 结果 和 公式 不 加 证 明 地 写 出 来 . 

在 讨论 一 元 的 情况 时 我 们 曾 实行 “中 心 化 ”, 即 用 (2.6) 代 替 
(2.4). 这 一 变换 对 多 元 的 情况 很 有 用 ,方法 也 一 样 :算出 每 个 自 变 
量 Xe 在 ”次 观察 中 取 值 的 算术 平均 员 = (Xi+…+ XU )]z 而 

后 令 

X 训 二 Xe 一 Xi 二 1 一 1 …， 力 (3.S) 

即 可 将 (3.2) 写 为 

妇 =p+PXDT+T PXTei = (3.6) 

* 这 “ 偶 " 字 的 意思 ,约略 与 微 积 分 中 偏 导 数 中 的 “ 偏 " 字 相当 ,其 真实 含义 是 : 若 只 
取 …… 个 息 变 量 Xx 而 考虑 Y 与 之 间 的 一 元 回归 , 则 回归 系数 站 将 与 (3.1) 中 的 吕 

不 同 . 
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访 等 与 和 等 的 关系 是 : 

记 = 所 三 1p380 = 加 ONXI+ 二 OoX (3.7) 

如 在 模型 (3.6) 之 下 对 序 等 作 了 和 估计 , 则 可 用 (3.7) 将 其 转化 为 对 

刀 等 的 估计. 在 (3.6) 中 有 

XML+ XU=0,R= 工 pv) 轧 

以 后 我 们 只 讨论 (3.6), 且 为 书写 方便 计 , 略 去 X 记 中 的 “*“ “号 , 即 

仍 记 为 Xe : 

广 二 Bot+BAXE+T PoAr+e = (3.8) 

记 住 (3.8) 中 的 X 已 是 经 过 中 心 化 的 ,与 (3.2) 中 的 Xe 不 同 . 

在 讨论 多 元 线性 回归 时 ,采用 算 阵 和 向 量 的 记号 很 方便 . 7 

行 闻 列 的 矩阵 常用 一 个 大 与 字母 (如 X,A4 等 ) 去 记 , 有 时 也 记 为 

(ai) ,ci 为 该 矩阵 的 (7 元 , 即 第 ;和 行 第 ) 询 之 元 . 妆 玛 = 息 

称 为 2 阶 方 阵 .72 阶 方 阵 A = (cjp), 若 几 =1, 当 =jai=0 当 

1 天 六 则 称 为 2 阶 单位 阵 并 记 为 工 或 二. 方 阵 A 的 逆 方 阵 ( 如 存 

在 ) 记 为 4 .和 拖 阵 4 的 转 置 矩阵 将 记 为 A“ 

问 量 a 一 般 理 解 为 列 向 量 ,如 

4 一 | : 

隔 

为 & 维 列 向 量 ,ai 为 其 第 ; 个 分 量 . < 则 是 行 向 量 (ai，…,ao). 在 
矩阵 或 向 量 运算 中 ,0 表示 各 元 缘 为 零 的 矩阵 或 向 量 , 有 相应 的 维 

各 A 为 灵 X 关 方 阵 ,a 为 怀 维 向 量 , 则 按 和 矩阵 乘法 定义 ,Ac 
为 六 维 向 量 , 当 A 为 阶 方 阵 , 而 a 为 维 向 量 时 ,a' Ac 是 一 个 
数 , 这 形式 称 为 二 次 型 . 一 般 在 讨论 二 次 型 时 总 假定 4 为 对 称 方 
阵 , 即 其 人, 门 元 等 于 其 (7 站 元 ,或 4=A4. 

6.3.1 最 小 二 乘 估计 

与 一 元 的 情形 一 样 , 令 
”308 ， 

 



  

Q(Caoalt ap) 一 > (六 一 QQ0O 一 XIial 一 ”一 Xpaap 六 

7 = 

然后 找 co，…,ay 之 值 , 记 为 名，…, 记 ,使 上 式 达 到 最 小 . 启 等 就 

是 8; 等 的 最 小 二 乘 估计 . 作 方程 
3Qv/aa = 0,3Qvaui = 0…,3aQ/aa， =0 

并 加 以 简单 的 整理 , 即 得 

71Q0 一 Y， Y; , 解 为 po = (3.9) 
i=1 

Liiai + 1iaaz 十 十 人 pxp 二 > XTDY 

(3.10) 

/pial 十 Lp2a2 十 十 Lopxp = Xi 
;1 一 工 

此 处 L。 = > XsX。 . 若 引进 以 下 的 矩阵 和 向 量 * 
| 

Xi AD 从 in [0 Lp Lp 

入 X， 人 了 7 /2 !2>> 7 文 二 | 人 24 全 2 2 工 = 21 2 (3.11) 

  
从 p1L 从 p2 ”从 条 LU Lpj2 

1 引 P1| [2 

: : : | : 
， | 

了 Do P， Lu 

则 亏 =XX ,方程 组 (3.10) 右 边 各 元 分 别 是 向 量 XYd) 的 相应 元 . 

于 是 方程 组 (3.10) 可 简写 为 

La = XYv (3.12) 

方程 组 (3.10) , 即 (3.12 ) , 称 为 正则 方程 .其 解 , 即 8 的 最 小 二 乘 

* 此 阵 X 称 为 设计 矩阵 ,但 -- 般 设计 和 卸 阵 是 指 末 经 过 中 心 化 的 ,由 原来 的 A 所 构 

成 的 窍 阵 . 
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估计 ,可 表 为 

有 8 =-LXYrN (3.13) 

一 元 情况 中 最 小 二 乘 估计 的 性 质 , 在 此 也 对 “: 
1.8u,8 分 别 是 Bo 和 8 的 无 偏 估计 . 

2.Cov(Bo ,Bi)=07=1.…, 轧 , 即 Bo 与 每 个 房 都 不 相关 ， 

3.Var(p8)=o2]zi; 若 记 

C=(ci)= 革 ” (3.14) 

则 Var(Bi) 一 ca2,Cov(B ，B ) 一 CAG”. 由 于 这 个 性 质 , 方 阵 并 在 

回归 分 析 中 有 很 大 的 重要 性 ,一 般 都 需要 算出 来 .不 然 的 话 , 解 方 
程 (3.10) 可 用 通常 的 消 元 法 更 简便 ,而 无 须 用 (3.13). 

6.3.2 误差 方差 咏 的 估计 

仍 如 - -元 回归 一 样 ,定义 残 差 

8= 儿 -(8+XI+ Xe (3.15) 
及 残 差 平 方 和 61+…+ 862. 可 证 明 

2 (i++ - 方 -1 (3.16) 

是 c-* 的 一 个 无 偏 估计 . 

当 随机 误差 服从 正 态 分 布 时 ,可 证 明 > 63 /az 服从 自由 度 

?7 一 户 -1 的 X 分 布 . 这 里 有 +1 个 参数 8， 8， …,p， 要 估计 , 故 

自由 度 减 少 了 户 +1. 

对 此 处 多 元 的 情况 ,类 似 于 (2.23) 式 的 结果 也 成 立 ， 

六 
7 =1] 1 二 1 7 二 上 z=1 

(3.17) 

、 证 明 见 习题 7. 
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此 式 的 方便 之 处 在 于 :(3.17) 右 边 括号 内 的 各 项 ,在 列 出 正则 方程 

组 (3.10) 时 已 算出 了 ,而 在 估计 c: 时 ,一 般 先 估计 Bi , 故 P ，…， 

忆 等 也 已 算出 了 . 

6.3.3 区 间 估 计 与 预测 

在 作 区 间 估 计 和 预测 时 ,要 假定 随机 误差 服从 正 态 分 布 , 即 要 

把 (3.3) 加 强 为 

el en 独立 同 分 布 ,e 一 N0,c) = 1 ,7 (3.18) 

这 时 , 因 po,…，,p， 都 是 YY, 的 线性 函数 ,它们 都 服从 正 态 
分 布 . 

1. 回归 系数 8 的 区 间 估 计 
已 知 E(P)=B,Var(B)= cic2, 故 有 ( 记 -B)M 人 VEc)~ 

N(0,1). 以 cc 的 估计 人 代替 上 式 中 的 c, 则 可 以 证 明 

(B -DB)MBVGD) 一 和 | (3.19) 
与 一 元 情况 相似 ,由 此 就 可 以 作出 忆 的 区 间 估 计 

有 一 0 Vcit ol(av 2) 委 有 势 有 十 Vcitn p_i(av 2) 

(3.20) 
置信 系数 为 1- “ .类似 地 作出 B 的 置信 上 ,下界 

2. 回归 函数 的 区 间 估 计 

仍 记 回归 函数 为 
mAZ) 三 Bo+ piCzl - Xi1) 十 ”十 Po(zp 一 X，) 

Xi 的 意义 前 已 指出 ,为 马 = (Xi 十 Xia)A 二 (zy 
ph) . 

DZz) 的 点 估计 为 

记 (Z) = Bo+BiC-X)+T +tBCz 一 又 ) 

其 期 望 值 为 (z). 其 方差 可 根据 80,…,， 的 方差 与 协 方差 算 
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出 ,结果 为 
户 \、。， 

(过 )a” 一 [ 十 人 (三 一 Xi ) xs 一 XRD) CE j 

于 是 得 到 ( 疡 (z)-mlz))aAz)c) 一 NO0,1). 以 3 代替 cc, 得 到 

( 记 (z) 一 (rz))MACz)5) 一 让 (3.21) 

由 此 就 可 作出 mz(z) 的 区 闻 佑 计 为 

记 (z) -2A(Z)t- ICa/A 2) 

妇 7M(z) 雪 六 (rz)+DOzr)boiCa2) (3.22) 

置信 系数 为 1- a. 

在 (3.22) 式 中 令 zl1=…=xz=0, 得 到 原 模 型 (3.2) 中 的 常数 

项 50 的 区 间 估 计 . 
3. 在 自 变 量 的 值 zxo= (zio,……,zo) 处 预测 因 变 量 Y 之 取 值 

yY0 ea 

作为 点 预测 ,就 用 记 (zo) .其 区 间 预 测 与 回归 函数 区 间 估 计 

的 差别 ,就 在 于 方差 多 了 一 个 于 , 故 只 须 把 (3.22) 式 中 的 4(z) 改 

为 V1+ (xzo) 即 可 : 

记 (zo) -5V1I+A2(zo)ti li(av2) 

扫 y0 委 六 (xz0) 十 可 A 十 AM2(z0) Ca/ 2 ) (3.23 ) 

其 置信 系数 为 1 -wa. 

6.3.4 假设 检验 问题 

在 多 元 回归 中 , 因 包含 了 多 个 回归 系数 ,可 以 考虑 的 假设 检验 
问题 , 比 一 元 情况 要 多 些 . 本 段 仍 要 假设 随机 误差 服从 正 态 分 布 . 

1. 单个 回归 系数 B 的 检验 

考虑 原 假设 妃 0:8 = cc 为 给 定常 数 ,利用 (3.19) ,仿照 一 元 

情况 的 处 理 方式 ,得 上 检验 : 

当 | 记 -cl 委 5Vct li(a/2) 时 接受 晤 0 ,不然 就 否定 H 
(3.24) 

”312 ，



  

类 似 地 可 考虑 单 边 假 设 8 委 c 或 8 过 ec 的 检验 问题 . 

在 应 用 上 ,主要 考虑 的 -- 种 情况 是 c=0. 如 果 假 设 8 =0 被 

接受 , 则 可 能 解释 为 : 自 变 量 Xi; 对 Y 无 影响 ,因而 可 以 从 回归 图 

数 中 删 去 .但 这 种 解释 要 慎重 . 一 则 是 样本 可 能 太 少 ,二 则 还 有 其 

他 原因 , 见 6.3.3， 

2. 全 体 回 归 系 数 尼 为 0 的 检验 

即 原 假设 为 

Do:p8 = 三 记 =0 43.25) 

这 个 假设 的 检验 常 称 为 "回归 显著 性 检验 ”, 其 意思 如 下 : 若 (3.25) 
通过 了 , 则 有 可 能 ,所 选 的 目 变 量 Xi,…，,X， 其 实 对 因 变 量 Y 无 

影响 或 影响 很 小 .这 样 , 配 出 的 经 验 回归 方程 也 就 没有 多 大 意义 . 

芽 实 用 上 ,这 有 两 种 情况 :一 是 确实 P，…8，, 都 为 0 或 很 小 ,这 时 

我 们 选 错 了 自 变 量 ; 一 是 样本 太 少 ,随机 误差 的 干扰 太 大 ,以 致 各 

白 变量 的 作用 显示 不 出 来 .到 底 是 哪 种 情况 ,当然 须 得 对 具体 问题 

作 具 体 分 析 . 但 无 论 如 何 , 如 果 假 设 " 被 接受 , 则 总 是 显示 ,由 数 
据 配 出 的 经 验 回归 方程 不 理想 ,不宜 运 直 用 于 实际 . 

反之 , 行 Fo 被 否定 , 则 这 说 明了 :所 选 定 的 自 变 量 Xi,…， 
Xz ,对 因 变 量 Y 确 有 一 定 的 影响 ,并 非 无 的 放 矢 .通常 把 这 说 成 
回归 达到 了 显著 性 ,并 进而 引伸 解释 为 :所 配 的 回归 方程 成 立 ,可 
以 有 效 地 使 用 了 .这 样 的 解释 还 需 慎 重 ,因为 检验 的 结果 只 是 告诉 
我 们 :所 选 自 变 量 中 ,至 少 有 一 部 分 是 重要 的 ,但 也 可 能 尚 留 有 并 
非 重要 的 ;尤其 是 ,并 不 能 排斥 遗漏 了 其 他 重要 因素 的 可 能 性 .这 
一 切 要 看 前 期 工作 做 得 如 何 , 不 能 都 委 之 于 这 个 检验 .我 们 认为 ， 
这 个 检验 的 基本 意义 是 事后 验证 性 的 :研究 者 在 事前 根据 专业 知 
识 及 经 验 , 认 为 已 把 较 重 要 的 自 变 量 选 人 了 ,县 在 一 定 的 误差 限度 
内 ,认为 回归 函数 可 取 为 线性 的 .经 过 试验 得 出 数据 后 ,他 可 以 通 
过 这 个 检验 验证 一 下 ,原来 的 考虑 是 否 有 毛病 .这 时 , 若 Ho 被 否 

定 ,他 可 以 合理 地 解释 为 :数据 与 他 事前 (试验 前 ) 的 设想 并 不 矛 
让. 反之 , 若 Ho 被 接受 , 则 提醒 他 ,也许 他 事前 的 考虑 有 人 欠 周 到 之 
处 ,值得 再 研究 一 下 . 
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这 里 所 谈 的 实质 上 涉及 一 个 选择 回归 自 变 量 的 问题 .在 一 项 

大 型 的 研究 中 ,看 来 与 因 变 量 Y 有 关 的 因素 往往 很 多 , 而 在 回归 

方程 中 却 只 宜 选 进 一 部 分 关系 最 密切 的 , 选 多 了 反而 不 好 .前 面 我 

们 强调 专业 知识 和 经 验 在 处 理 这 个 问题 中 的 作用 ,但 这 并 不 排斥 

统计 分 析 的 作用 .实际 上 ,回归 自 变 量 的 选择 问题 是 回归 分 析 中 很 

受 重视 的 一 个 课题 , 近 30 年 来 出 现 了 大 量 的 工作 .这 些 在 本 书 中 

无 法 细 述 了 ,有 兴趣 的 读者 ,可 参看 陈 希 插 和 于 松 桂 所 著 《 近 代 回 

归 分 析 》 的 第 三 章 . 

现在 我 们 回 到 假设 (3.2S) 的 检验 问题 .我 们 只 能 解释 一 下 导 

出 检验 的 思想 ,而 不 能 仔细 证 明 其 中 所 涉及 的 分 布 问题 . 

前 面 我 们 在 原 模型 (3.8) 之 下 算出 了 残 差 平方 和 (3.17) ,其 值 

暂 记 为 尺 ,. 现 如 假设 (3.25) 成 立 , 则 无 异乎 说 我 们 采纳 新 模型 

二 po+eii 一 下 7 (3.26 ) 

在 此 模型 下 也 计算 其 残 差 平 方 和 尺 , ,结果 为 

尺 ，= min> (Y - 80)2 = > -Y) (3.27) 

对 任 一 模型 , 残 差 平方 和 愈 小 , 则 说 明 数 据 对 它 的 拟 合 愈 好 . 容易 

看 出 :数据 对 模型 (3.26) 的 拟 合 程度 , 决 不 能 优 于 其 对 (3.8) 的 拟 

合 程度 ,因为 (3.8) 中 可 供 选择 的 余地 比 (3.26) 大 .但 拟 合 程度 相 

差 多 少 , 则 取决 于 模型 (3.26) 是 否 正确 , 即 假设 (3.25) 是 否 成 立 . 

若 (3.26) 正 确 , 则 差距 要 小 些 ,和 否则 就 大 些 ”. 这样 , 民 ， 和 尺 | 之 差 

Ra -Ri 可 作为 假设 厂 正确 性 的 一 种 度量 :R, - Ri 愈 小 ,万 | 愈 

像 是 成 立 . 理论 上 可 以 证 明 : 当 五 % 成 立时 有 

到 (R 一 尺 i ) 人 一 X2 及， 一 及 | 与 2: 独立 

这 样 ,再 注意 当 随机 误差 服从 正 态 分 布 时 有 
  

” 这 证 “种 直观 的 想法 ,其 根据 在 工 :与 数据 拟 合 最 好 的 模型 ,是 在 真 模型 附近 而 
个 是 远离 它 一 一 如 果 远离 它 (这 并 非 不 可 能 ), 则 表示 经 验 铝 好 方程 与 理论 回 多 方程 莽 
距 很 大 ,整个 分 析 就 没有 多 大 意义 了 ， 
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(2 一 户 一 1)5 [cr 一 2 .p1 

于 是 ,由 下 分 布 的 定义 , 知 当 原 假设 Bo 成 立时 有 

广 (R2 一 及 53 一 了 pp 《3.28) 

按 (3.27) 和 (3.17) ,得 

RR; -Ri = 六 Xi +…+pB>X7 (3.29) 
| 

于 是 得 到 (3.2$) 的 五 0 的 下 述 检验 法 ， 

当 十 >) 房 NoY 全 所 旋 ， i(a) 时 接受 部， 
不 然 就 否定 妃 。 (3.30) 

检验 水 平 为 w. 这 个 检验 称 为 Do 的 刁 检验 . 
3. 一 部 分 回归 系数 为 0, 即 

Hu:p = =8=0 0 过 > 扫 力 ) (3.31) 
检验 的 背景 是 :全 体 自 变 量 按 其 性 质 分 成 -- 些 组 ,而 Xi ,…， 

X, 是 反映 某 方面 性 质 的 因子 .(3.31) 的 意义 是 :这 方面 的 因子 其 
实 不 影响 因 变 量 Y 之 值 . 

检验 方法 与 (3.25) 同 :以 R; 记 当 (3.31) 成 立时 的 残 差 平 方 
和 , 即 

阳 

。 N，\ 7 2 
人 Ra = Ji > (Yi 一 Q0 一 人 rrliiQrl 一 一 piap 

2070-17 pp 

然后 ,可 以 证 明 : 当 随机 误差 服从 正 态 分 布 而 Ho 成 立时 ,有 
于 ~、? 
(Ra3 本 尽 ID)7 ”一 了 21 

于 是 得 到 (3.31) 的 下 述 检验 法 : 
当 (Ra - RD)A52 苹 忆 ,，， 1(e) 时 接受 机 ,不 然 就 否定 岂 

(3.32) 

检验 水 平 为 .这 个 检验 通称 为 假设 (3.31) 的 下 检验 .称呼 的 来 

由 显然 是 ,所 用 的 检验 统计 量 有 到 分布. 
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直接 计算 Rs 需要 在 新 模型 

是 证 

(3.33) 
之 下 算出 8 ,8 B 的 最 小 二 乘 估计 D0 ,8 G0 
仍 为 了 ,但 Br,8; 已 与 在 原 模 型 (3.8) 之 下 求 出 的 B. 1 ，…， 

B, 的 最 小 二 乘 估计 及， …，,B, 不 同 ,因此 涉及 较 多 计算 .下 面 的 
公式 则 只 须 用 到 原 模型 (3.8) 下 有 关 的 量 , 不 须 涉及 新 模型 
(3.33) ,因此 较为 简单 .为 引进 这 公式 ,把 (3.11) 式 定义 的 方 阵 工 
分 块 为 

LU : 上 | 
二 三 aeeeeeeseeee 

La21 : [| 

其 中 工 1 为 阶 方 阵 , 记 方 阵 

妃 = (dz) = 了 1 一 了 PP 世 3 

则 

R3-RI= >7dip8 (3.34) 
Ts 

(3.34) 中 ,6; 等 是 在 原 模 型 (3.8) 之 下 已 求 得 的 . 
线性 回归 是 统计 学 应 用 中 磁 得 最 多 的 .本 节 方 法 中 涉及 的 运 

算 ,早已 编 人 各 种 统计 软件 包 , 如 有 这 种 设备 , 则 只 须 输 入 数据 即 

可 .这 类 简化 公式 也 就 没有 多 大 实际 意义 了 . 

例 3.1 本 例 引 述 自 张 启 锐 著 《实用 回归 分 析 》p. 60. 其 目的 
纯粹 是 为 了 显示 ,本 节 提 出 的 那些 抽象 公式 是 怎样 使 用 的 . 

本 例 共 有 三 个 自 变 量 Xi,X,,X3, 因 变量 Y. 对 这 些 变量 进行 
了 7 二 48 次 观测 ,原始 数据 (Xt ,X2;,X3i， YY ) ， 1 二 | 9 ,48 ,没有 

写 出 ,但 与 本 节 公 式 的 应 用 有 关 的 量 的 计算 结果 为 
Xi = 18.98,X,， = 2.5$,Xi = 3.125, 立 = 3.843 
12052.98 ”49.13 ”782.121 
[ 48 

L 二 | 49.13 12.46 13.50|, >)(Y -TD7 = 74.15 一 
L782.12 13.50 5S77.25】 一 : 
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48 48 

和 (Xi -Xi =-257.59, > (X -YX )Y =-11.72， 
71 :一 ] 

JS 

20X3 一 Xa3)i = 一 141.37 
7 一 ] 

1. 常数 项 B 的 最 小 二 乘 估计 为 了 =3.843 ,而 回归 系数 58， 

p.,8; 的 最 小 二 乘 估计 则 是 下 述 方程 组 的 解 : 

2052 .98uj+ 49.1Sa， + 782.12u3 = 2S7.59 

49.1S$aj+ 12.46c， + 13.50a3 = - 11.72 

782.12cli+ 13.50aw， + 577.2S$u3 = 141.37 

解 cl,az,a3, 即 B ,pp6; 的 最 小 二 乘 估计 Bl ,8 ,683, 结 果 为 B， 

= 一 0.0488,8: = -0.$688 ,63 = -0.1655. 而 经 验 回 归 方 程 为 
y =3.843 -0.0488(zi - 18.98) - 0.5688(z，- 2.55) 

- 0.165$(zx; - 3.125) 

=6.737 - 0.0488xri - 0.$688zr。- 0.16SSx3 (3.35) 

为 计算 8 ,…,B83 的 方差 协 方差 ,要 算出 了 的 逆 方 阵 C = 了 -1, 结 
果 为 

1.0931 -2.77753 -1.4160- 

C= 工 = 103| -2.7775 89.4009 1.6725 

一 1.4160 1.6725 3.6119 

(3.36 ) 

于 是 得 到 
Var(p8o)=o2M48=0.0208c2,Cov(8 ,8 )=0,j=1,2,3 

Var(8)=10-3x1.0931c2,Var(8)=10-3x89.4009c2 

Var(B)=10-3X3.6119c? 

Cov(B) ,8,)=10-3x(-2.7775)o2 

Cov(pB ,8)=10-3x(-1.4160)c 
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Cov(8, ,83)=10 xx3.6119c” 

2. 残 差 平方 和 按 公 式 (3.17) 计 算 , 结 末 为 
48 

\ 382 =-74.1$3- (- 0.0488)(- 257.59) 
< 一 了 

1 1 

-(-0.5$688)(- 11.72) 

-(-0.1655)(- 141.37) 

=31.$165 

白 由 度 为 凡 -pp-1=48-3-1=44, 而 得 到 误差 方差 co- 的 无 储 

估计 2 为 :=31.5216[44=0.7163， 

3. 各 回归 系数 的 区 间 估 计 , 取 置信 系数 1-aw=0.95, 查 上 分 

布 表 ,14(0.025) =2.02108. 于 是 按 (3.20),8; 的 区 间 估 计 有 局 土 

v0.7163x vc xx2.02108 的 形式 .以 (3.36) 中 的 必 具 体 值 代入， 

算出 结果 为 : 
8 : -0.0488 + 0.0564; 8 : - 0.S688 士 0.5100; 

p3: -0.1655 寺 0.1026 (3.37) 

4. 回归 毅 数 

(zz)=B+Bzrl-18.98)+B(Czr 一 2.33) + pB34z3 一 

3.125) 的 区 间 估 计 , 按 公式 (3.22) ,应 为 庆 (z) 土 V0.7164 x 

A(z)x2.02108. 其 中 记 (z) 即 为 方程 (3.35) 的 右边 的 表达 式 ,而 

2(z) =1A48 + 11.0931(zi -18.98) + 89.4009(z， 一 2.55) 

+3.6119(z3 -3.125) 

-2x2.777S$(zl -18.98)(z， - 2.55) 

-2x1l.416(zi -18.98)(xz3 -3.125) 

+2xXx1.6725(z, -2.$5)(z3 -3.125)| X 10 

例如 ,对 点 过 =(18,2.7,3) ,上 式 计 算 结 果 为 

)2(x) = 0.02443, 产 (xz) = 3.8263 

而 得 到 其 置信 系数 0.9S 的 区 间 估 计 为 
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3.8263 + v0.7164 x 0.02443 xx 2.02108 

= 3.8163 + 0.2674 

在 荆 点 处 Y 的 预测 值 w 的 0.95 置信 区 间 为 庆 (z) 土 v0.7164 
(+A(z)) xx2.02108. 在 点 =(18,2.7,3) 处 ,结果 为 

3.8263 + 0.7164 xx Vv1.02443 x2.02108 

= 3.8263 夺 1.7314 

看 出 预测 的 精度 比 回归 函 数 估 计 的 精度 差 得 多 . 

3. 假设 检验 

一 个 回归 系数 为 0 的 检验 结果 (取水 平 = 0.05), 从 各 回归 
系数 的 区 间 佑 计 即 得 出 :凡是 B 的 置信 区 间 包 含 0 者 , 原 假 设 8 
=0 就 钙 接 受 ,不 然 就 被 否定 .因此 ,从 (3.37) 看 出 ,8; =0 被 接受 ， 

而 2=0 及 Ap=0 都 被 否定 . 

Pi=0 虽 然 被 接受 ,但 这 并 不 等 于 说 一 定 可 以 把 自 变 量 Xi; 去 

掉 . 这 个 问题 还 要 根据 具体 情况 全 面 地 去 考虑 ,不 能 单 任 这 个 检验 
就 作出 决定 . 

其 次 看 原 假 设 呈 :8 =0,8,=0. 用 检验 (3.32) ,要 按 (3.34) 
式 算 出 尺 ; 一 尽 ;. 有 

| 12052.98 人 | _ [| 
49.13 12.46 记 2 13.50 

L21 = (782.12,13.50) ,L 2 = (S77.2S) 

  

于 是 

几 [2 呈 四 1 
已 =LU 一 Da = 

49.19 12.46 

782.12 1 
-| 55 二)0782.12.13.50) 

四 | 1 人 后 

， 49.15 12.46 18.29 0.32 

1993.18 ”30.86 
-| 30.86 4 
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上 于 足 , 据 8 = -0.0488,5,= -0.5688, 用 (3.34) ,得 

民 ; - 民 =993.18(0.0488) + 12.14(0.5688) 

+ 2(30.86)(0.0488)(0.3688) = 8.006 

-==2,52=0.7164. 故 

二 (Ra 一 RD = 六 xx 8.006/0.7164 = 5$.588 

查 忆 分布 表 ,知已 ia)= PN4(0.05)s3.21. 故 已 0 被 否 

最 后 考虑 检验 问题 五 0: AP 一 > 一 03 三 (0. 用 检验 (3.30) ,其 检 

验 统计 量 之 分 子 为 

卫 ((- 0.0488)(- 237.5$9) + (- 0.5688)(- 11.72) 

-(-0.16$$)(- 141.347)) = 14.211 

故 (3.30) 中 的 检验 统计 量 之 值 为 14.211/0.7164= 19.837. 

因为 记 ，，1(a)= Fa(0.05)s2.82 , 故 古 o 被 否定 . 

6.3.S 应 用 上 值得 注意 的 几 个 问题 

在 一 元 回归 应 用 上 所 曾 提 出 过 的 那些 值得 注意 之 点 ,在 此 仍 

然 有 效 .多 元 回归 情况 更 加 复杂 ,在 其 结果 的 解释 上 更 应 慎重 . 

1. 设 Y 对 自 变量 Xi 的 回归 系数 估计 值 为 Bi ,通常 把 它 解 释 

为 : 当 X 增 减 1 单位 时 ,平均 说 来 因 变 量 Y 增 减 B 单位 .如 果 X 
的 取 值 能 由 人 控制 ,其 范围 在 建立 经 验 回归 方程 时 所 用 数据 的 范 
坪 内 , 且 在 尔后 的 使 用 时 ,其 条 件 与 建立 回归 方程 时 的 条 件 相当 ， 
则 这 个 解释 可 以 认为 是 合理 的 ， 

如 果 X) 本 身 也 是 随机 的 , 则 情况 复杂 ,不 仅 在 一 元 情况 下 所 
济 的 那些 问题 此 处 都 存在 ,而 卫 还 有 一 个 各 自 变 量 之 间 的 相关 问 
题 . 如果 日 变量 为 随机 的 ,它们 一 般 不 见得 独立 , 即 一 个 变量 ,例如 

X, ,其 值 的 变动 往往 会 带动 其 他 变量 的 值 作 变 动 .这 时 ,各 回归 系 
数 的 值 ,都 是 在 全 体 自 变量 值 的 联合 变动 的 格局 内 起 作用 ,和 孤立 地 
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抽 … :个 去 考察 就 不 一 定 很 现实 了 .在 这 种 情况 下 ,尤其 不 能 人 为 地 

去 设法 变动 其 中 一 个 (例如 X ) 之 值 而 强行 压 仁 其 他 自 变 量 值 保 

持 不 变 . 在 这 样 人 为 干预 下 所 作 的 预测 往往 与 实际 相去 甚 远 . 

在 使 用 线性 回归 时 我 们 必须 牢记 一 个 基本 点 :真实 的 回归 了 郴 

数 ,特别 在 较 大 的 范围 内 ,很 少 是 线性 的 .线性 是 一 种 近似 . 它 包含 

了 一 种 从 实际 角度 看 往往 不 和 定 合理 的 假定 : 它 认 为 各 变量 的 作 

用 与 其 他 变量 取 什 么 值 无 关 , 昌 各 变量 的 作用 可 以 县 加 .因为 , 春 

yy 三 P0 二 II 十 十 pozi 则 不 论 你 把 Ta 之 值 国 定 在 何 

处 , 当 zi 增 减 工 单位 时 :y 总 是 增 减 bi 单位 .事实 常 不 如 此 . 例 

如 ,以 立 记 某 种 农作物 的 亩 产量 ,Xi,X:,X3 记 每 亩 播种 量 ,施肥 

量 与 耕作 深度 , 则 Xi 起 的 作用 如 何 , 与 X,, Xi3 之 值 有 关 , 其 他 亦 

然 . 这 种 现象 称 为 各 因素 之 人 间 的 "交互 作用 ”如 果 专 业 知 识 或 经 验 

告诉 我 们 ,至 少 有 - -部 分 自 变 量 之 间 有 显著 的 交互 作用 存在 , 则 在 

白 变 量 值 较 大 的 范围 内 采用 线性 回归 就 不 会 有 很 好 的 效果 . 且 在 

这 种 情况 下 ,单个 回归 系数 意义 的 解释 ,也 应 是 基于 其 他 变量 的 平 

均 而 语 . 

2. 在 实际 应 用 中 ,一 个 回归 模型 内 可 包含 为 数 甚 多 的 自 变 

量 ,其 中 难免 有 些 是 密切 相关 的 .例如 ,车 X 和 X,， 高 度 线性 相 

关 , 则 XI 起 的 作用 ,基本 上 可 由 X。;, 挑 起 来 .反之 亦 然 . 这样 ,如果 

你 从 方程 中 删除 自 变 量 Xi ,X。: 中 的 一 个 ,而 对 剩 下 的 户 -1 个 自 

变量 再 配 出 方程 ,实际 效果 与 原来 的 相当 .这 就 造成 下 述 在 假设 检 

验 上 看 来 站 盾 的 现象 ”8 =0 或 “8 =07" 都 可 以 被 接受 ,而 “8 = 

p=0 则 被 否定 . 

所 以 ,如 宁 目 变量 是 随机 的 , 则 对 它们 之 间 的 相关 性 的 了 解 很 

重 委 .这 有 助 于 删 去 那些 不 需要 的 和 月 变量 ,使 配 出 的 回归 方程 有 更 

好 的 稳定 性 ,并 简化 对 回归 方程 的 解释 . 

3. 为 得 出 回归 系数 的 估计 值 ,要 解 线性 方程 组 (3.10) ,如 果 

系数 方 阵 了 的 行列 式 | 二 | =0, 则 方程 组 (3.10) 无 解 .在 应 用 上 可 

能 碰 到 这 样 的 情况 :| 寺 | 不 为 0 俱 很 接近 于 0. 这 时 , 诸 系数 /在 
计算 上 -点 点 误差 也 可 能 导致 方程 组 (3.10) 的 解 的 重大 改变 , 因 
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而 回归 系数 的 估计 值 就 失掉 了 其 稳定 性 和 可 信 性 . 

这 种 情况 在 统计 上 称 为 " 复 共 线 忻 , 意 指 知 二 个 自 变量 之 间 

仔 芷 奉 吉 度 的 线性 关系 .在 作 多 元 线性 印 归 分 析 时 , 复 共 线性 是 一 

个 很 有 破坏 性 的 东西 . 几 是 可 能 ,应 极力 耶 以 避免 .如 果 各 自 变 量 

取 值 可 人 为 控制 ,是 可 通过 适当 的 设计 达到 这 一 点 .如 果 自 变量 是 

随机 的 .通过 分 析 其 相关 性 并 删 去 阁 二 不 必要 的 (可 由 其 他 自 变 量 

代 玲 的 ) 且 变量 ,可 能 达到 这 一 点 .如 这 些 都 不 成 , 则 不 宜 强行 使 用 
最 小 二 乘法 ,可 考虑 用 其 他 更 富 稳定 性 的 方法 取代 之 .这 个 问题 涉 
及 太 宽 ,不 能 在 此 细 述 .关于 复 共 线性 , 张 启 锐 的 《实用 回归 分 析 》 
第 六 理 可 以 参考 .关于 回归 系数 的 种 种 估计 方法 (最 小 二 乘法 以 外 
的 方法 ), 可 参看 陈 希 医 及 王 松 桂 的 《近代 回归 分 析 》 第 四 章 , 及 上 
引 张 局 锐 的 书 第 九 章 . 

6.3.6 可 转化 为 线性 回归 的 模型 

有 时 ,回归 函数 并 非 自 变量 的 线性 函数 ,但 通过 取 用 新 自 变 
量 , 可 以 转化 为 线性 回归 去 处 理 . 举 几 个 例子 说 明 这 一 点 . 

例 3.2 设 有 一 个 自 变 量 X 和 因 变 量 Y. 如 从 某 种 理论 考虑 
或 数据 的 启示 ,认为 回归 模型 有 指数 形式 

Y=pb+piee +e 

其 中 汕 数 c 已 知 ,bo,6 未 知 ,e 为 随机 误差 . 则 通过 取 新 自 变量 

=e 将 其 转化 为 一 元 线性 回归 : 

Y=b+bZ+e (3.38 ) 

若 在 原 模 型 下 对 (X, Y) 有 了 观测 数据 (Xi, YY ……,(X ,Y ), 则 
等 于 在 新 模型 下 有 了 观测 数据 (Zu Yi),…,(Z, ,YY,), 其 中 之 = 

ec 和 1=1 1. 若 c 也 未 知 , 则 这 一 做 法 失效 ， 

例 3.3 仍 设 有 一 个 自 变 量 X 和 因 变 量 Y ,并 认为 回归 函数 
为 X 的 多 项 式 ， 

Y=p00TDXTDX TO Te (3.39) 

引进 户 个 新 自 变 量 Xi ,Xp ,其 中 Xi= 闷 =1…,, 则 模型 
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(3.39) 转 化 为 有 户 个 自 变量 Xi,…，,X， 的 多 元 线性 回归 

=p0+DIXIT+T 二 DoXnp +e (3.40) 

若 在 原 模 型 下 对 (X,Y) 有 了 观测 数据 (Xi Yi ，…,(X,，Y), 则 

等 于 在 新 模型 (3.40) 下 有 了 观测 数据 

(XT Xi Yi)，i 一 ,7 

其 中 Xi = 三 1 人 =. 

(3.39) 称 为 ”多项式 回 归 ” ,是 一 个 应 用 较 多 的 回归 模型 .经 过 

转化 后 的 回归 模型 (3.40) 成 为 多 元 的 .变换 以 后 的 自 变 量 Xi …， 

X， 之 间 有 严格 的 函数 关系 ,这 没有 关系 .因为 在 前 面 讨 论 线性 回 

局 时 ,并 没有 对 自 变 量 之 间 可 能 有 的 关系 作 过 任何 限制 . 

在 模型 (3.39) 之 下 ,假设 “六 =07" 有 特殊 的 意义 ,比方 说 ,一 开 

始 我 们 较 有 把 握 认 为 取 2 阶 多 项 式 已 够 了 ,但 还 不 太 放 心 ,希望 检 

验 一 下 .于 是 我 们 取 模 型 (3.39 ) 而 令 户 =3. 若 假设 “53 =0” 通 过 

了 , 则 数据 不 与 我 们 原先 的 想法 (回归 取 为 2 阶 多 项 式 已 足 ) 了 矛盾 . 

否则 就 须 调整 原来 的 想法 . 

多 个 变 元 的 多 项 式 回 归 也 一 样 变换 .例如 ,包含 两 个 自 变 量 
和 1,X。， 的 二 次 多 项 式 回 归 模 型 

和 = p0+DIXI+PDX +O3XT+DIX3STDXIX +e 

可 通过 采用 新 自 变 量 

2 = Xi = Xi = Xi,Z = Xj,Z = XIX， 

化 为 多 元 线性 模型 

Y=pb+p2+…+DZ +e 

在 有 些 情况 下 ,不 仅 自 变量 可 施行 变换 ,对 因 变 量 也 这 样 做 

例如 X ,Y 有 回归 方程 y= boe% 和 ,po0 .pi 未知 ,这 不 是 线性 的 ,也 

不 能 通过 自 变 量 的 变换 化 为 线性 的 .但 若 令 Z=logy, 则 2= 

logpo+pIX=p+pBXC=logpo,6=oi) ,而 化 为 线性 的 . 

不 过 对 因 变 量 所 作 的 变换 , 较 之 对 自 变 量 所 作 的 变换 ,存在 一 
个 理论 上 的 问题 . 即 自 变量 的 变换 不 改变 模型 中 的 随机 误差 e 这 
一 项 .因此 ,有 关 e 的 假设 (如 均值 为 0, 方差 非 0 有 限 , 或 e 服从 
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正 态 分 布 之 类 ) 全 都 保持 有 效 , 对 因 变 量 之 玻 换 则 不 然 . 拿 本 例 来 

说 , 原 模型 为 
Y = poe0~ + (3.41) 

把 Y 换 成 Z=logY, 得 Z=log(poe' ~ +te). 形 式 上 可 写 为 

Z=pb0+pX+siE= log(1+ebonle 2 ) (3.42) 

s 已 不 能 满足 e 原 有 的 条 件 , 甚 至 还 和 X 有 关 . 

因此 ,在 对 因 变 量 作 变换 时 ,我 们 不 是 拘泥 于 从 (3.41) 到 

(3.42) 这 种 形式 运算 .而 是 从 头 开始 :我 们 觉得 并 认定 , 若 取 Z= 

logY 为 因 变 量 , 则 X,2Z 的 回归 很 近似 线性 ,不 护 就 认为 它 有 

(3.42) 的 形式 而 e 满足 以 往 对 e 施加 的 条 件 . 这 有 其 道理 可 讲 : 因 

为 反正 原 模 型 (3.41) 中 上 e 的 性 质 ,也 无 非 是 一 种 假定 而 已 ,并 非 先 

天 绝对 无 误 . 转 化 成 (3.42) 后 ,我 们 未 尝 不 可 对 e 作出 类 似 的 假 
定 , 并 无 先天 的 理由 认为 :对 es 的 假定 一 定 不 如 对 e 的 假定 那样 符 

合 事实 . 

更 进一步 ,为 达到 线性 可 归 , 有 时 对 自 变量 和 因 变 量 都 要 施加 

变换 ,其 方法 和 道理 与 上 同 , 例 如 ,者 回归 方程 为 = boe2 代 , 则 通 

过 变换 =1Mz um=logy, 转 化 为 线性 型 v=logbo+ piz. 

6.4 相关 分 析 

在 相关 分 析 中 ,所 涉及 的 变量 都 是 随机 的 , 且 处 于 平等 的 地 
位 , 故 用 Xi ，…,X 来 记 , 而 不 用 Y. 

6.4.1 相关 系数 的 估计 和 检验 

设 (Xi,X>) 服 从 一 维 正 态 分 布 N(a ,6,ci,c3,o), 其 概率 密 
度 函 数 见 第 二 章 (2.7) 式 .在 第 三 章 指出 :a,co? 分 别 是 Xi 的 均值 
方差 ,b ,cji 分 别 是 X2; 的 均值 方差 ,而 o 是 Xi, X, 之 间 的 相关 系 
数 .在 3.3 节 中 仔细 论述 了 相关 系数 的 意义 ,尤其 是 指出 了 : 当 总 
体 分 布 为 正 态 时 ,相关 系数 确实 是 变量 之 问 的 相关 性 的 合理 指标 ， 
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