
  

则 代表 与 田间 管理 有 关 的 因子 ,另外 还 可 以 有 别 的 因子 .我 们 可 以 
考虑 Xi 与 (X。，…, X ) 的 复 相关 ,以 看 看 亩 产量 与 气象 因子 相关 
的 程度 如 何 , 可 以 考虑 Xi 与 (Xi,…,X ) 的 复 相关 ,以 看 看 亩 
产量 与 管理 因子 相关 的 程度 如 何 ,等 等 . 上 面 所 说 的 估计 和 检验 方 
法 当然 仍然 适用 . 

60.3 方差 分 析 

方差 分 析 是 我 们 多 次 提 到 过 的 英国 大 统计 学 家 费 软 尔 在 本 世 
纪 20 年 代 创立 的 . 那 时 他 在 英国 一 个 农业 试验 站 工作 ,需要 进行 
许多 田间 试验 ,为 分 析 这 种 试验 的 结果 .他 发 明了 方 盖 分 析 法 . 尔 
后 这 个 方法 被 用 于 其 他 的 领域 ,尤其 是 工业 试验 数据 的 分 析 中 , 取 

得 了 很 大 的 成 功 . 

这 里 已 经 点 明 :方差 分 析 所 针对 的 数据 ,是 经 过 一 定 的 “设计 ” 
的 试验 的 数据 ,并 非 任何 杂乱 无 章 的 数据 都 适 于 使 用 方差 分 析 法 
的 .说 清楚 一 些 ,为 了 能 有 效 地 使 用 方差 分 析 法 ,试验 在 安排 上 必 
须 满足 一 定 的 要 求 . 在 数理 统计 学 中 有 一 个 专门 分 支 , 叫 “* 试 验 的 
设计 与 分 析 "”, 就 是 专 为 讨论 这 个 问题 . 其 中 的 “分 析 ”, 主 要 是 指 方 
差分 析 ,但 也 不 限于 此 . 

本 书 以 其 性 质 所 限 ,不 可 能 深入 地 从 理论 上 前 述 这 些 问 题 ,或 
涉及 过 多 细节 . 这 一 节 的 目的 ,只 在 于 结合 几 种 最 简单 的 情况 , 介 
绍 一 下 方差 分 析 的 基本 思想 和 做 法 ,也 顺便 解释 一 下 试验 设计 的 

6.5.1 单 因素 完全 随机 化 设计 

假定 某 个 农业 地 区 原来 不 曾 种植 小 麦 ,现在 打算 种 植 这 种 作 
物 . 各 地 已 有 过 一 些 优 良品 种 ,但 因 本 地 区 并 无 种 植 小 麦 的 经 验 ， 
不 知道 哪 一 个 品种 最 适合 本 地 区 (有 最 高 的 产量 ), 甚 至 也 不 知道 
这 些 品种 对 本 地 区 是 否 有 差别 . 为 此 进行 一 个 田间 试验 . 取 一 大 块 
地 将 其 分 成 形状 大 小 都 相同 的 z 小 块 . 设 供 选择 的 品种 有 大 个， 
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我 们 打算 其 中 的 xl 小 块 种 植 品 种 1,2， 小 块 种 植 品种 2, 等 等 ， 

7 十 7 十 0.71 7 7 的 选取 并 无 严格 限制 .例如 ,让 

11=7 三 二 7 如 2 AR 为 整数 ), 就 是 一 种 常用 的 选择 . 当然 ， 

也 可 能 有 某 种 原因 使 得 另外 的 选择 更 好 .这 没有 关系 ,不 妨碍 试验 

数据 的 分 析 . 

分 配 数目 定 了 ,接着 就 要 定 出 哪些 小 块 分 给 哪些 品种 .而 这 是 

用 随机 化 的 方法 来 定 ,做 法 如 下 : 取 交 张 纸 片 ,上 面 分 别 写 上 数字 
1,2,…，,72. 把 它 混乱 并 放 人 一 个 盒子 里 ,然后 一 张 一 张 地 依次 抽 

出 来 .最 先 抽 出 的 zi 个 号 码 给 品种 上 ,其 次 抽出 的 ”> 个 号 码 给 品 
种 2, 以 此 类 推 一 一 当然 ,事先 已 把 上 述 ”小 块 地 从 工 到 ” 标 了 
号 .例如 ,zi =3. 若 最 先 抽 出 的 3 张 纸 条 上 面 的 数字 依次 是 10， 
12,3, 则 品种 1 种 植 在 标号 为 3,10 和 12 这 3 小 块 地 上 . 

以 上 就 是 这 个 简单 的 品种 试验 的 设计 过 程 .不 要 看 它 简单 , 它 
却 包含 了 由 费 歇 尔 指出 的 “试验 设计 三 原则 ”中 的 两 条 ( 另 一 条 将 
在 6.5.4 小 节 中 解释 ): 

1 . 重复 . 即 上 述 71，7229 72 都 大 于 1: 每 个 品种 不 是 只 种 

植 在 一 个 小 块 ,而 是 多 个 小 块 , 即 有 重复 . 这样 做 的 原因 就 是 因为 
有 随机 误差 存在 ,而 只 有 通过 重复 才能 对 这 种 误差 的 影响 作出 估 
计 . 在 本 例 中 ,随机 误差 的 来 源 , 有 各 小 块 地 在 条 件 上 的 差别 ,有 在 
进行 田间 操作 和 管理 上 的 不 均匀 性 (如 施肥 时 各 小 块 受 肥 总 会 略 
有 差别 ) ,及 其 他 可 以 设想 和 未 曾 注 意 到 的 种 种 原因 

随机 误差 的 存在 干扰 了 我 们 发 现 品种 间 差 别 的 工作 . 两 品种 
间 如 果 虽 有 些 差别 ,但 相对 于 随机 误差 来 说 没有 大 到 一 定 的 程度 ， 
就 可 能 被 随机 误差 所 掩盖 . 品种 间 由 数据 上 显示 的 差别 ,究竟 是 实 
质 性 的 还 是 表面 的 ,只 有 拿 随 机 误差 这 把 尺子 去 衡量 才 有 定 准 .由 
此 可 见 随 机 误差 的 影响 的 估计 的 重要 性 ,而 重复 的 目的 正在 于 此 . 

2. 随机 化 .在 本 试验 中 共有 7 个 小 地 块 .虽然 在 选择 娜 一 大 
块 地 时 我 们 可 能 已 力求 其 各 部 分 条 件 尽 量 均 匀 ,但 在 划分 为 元 小 
块 后 ,各 块 的 条 件 总 会 有 些 差别 . 如 果 某 个 品种 正好 分 到 了 条 件 好 
的 那些 小 块 , 则 它 可 能 显示 出 较 高 产量 ,而 这 并 非 由 于 该 品种 优 于 
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其 他 品种 . 

为 了 使 小 块 的 分 配 不 致 因为 人 为 的 因素 而 偶 于 某 一 或 某 些 品 
种 ,我 们 采用 前 面 所 描述 的 那 种 随机 化 分 配方 式 , 即 哪些 小 块 分 配 

于 哪些 品种 完全 赁 机 会 .这 种 设计 之 所 以 称 为 "完全 随机 化 ,是 指 

在 分 配 小 块 时 ,除了 随机 化 这 一 原则 外 , 别 无 其 他 条 件 限 制 .这 是 

相对 于 有 些 试 验 而 言 ,在 那些 试验 中 , 除 随 机 化 以 外 ,还 有 别 的 条 
件 限 制 小 块 的 分 配 一 一 只 是 部 分 地 随机 化 . 

现在 可 以 说 ,随机 化 这 个 原则 在 统计 学 中 算是 确立 了 .在 其 提 
出 的 早期 ,部 分 地 以 至 于 今 , 并 非 没 有 反对 的 意思 .支持 随机 化 原 
则 的 主要 理由 有 二 :一 是 人 为 的 选择 并 不 能 保证 有 好 的 效果 ,人 们 
对 各 试验 单元 (在 此 为 各 小 块 ) 的 情况 往往 并 无 充分 了 解 ,甚至 有 
时 了 解 的 情况 是 错误 的 ;二 是 用 随机 化 设计 所 取得 的 试验 数据 , 往 
往 有 便于 进行 分 析 的 统计 模型 

在 本 例 中 ,影响 我 们 感 兴趣 的 指标 一 一 亩 产量 的 因素 只 有 一 
个 , 即 种 子 品 种 .所 考虑 的 不 同 的 种 子 品种 有 个 .每 一 个 具体 的 
品种 ,都 称 为 品种 这 个 因素 的 一 个 “水 平 ”, 故 品种 这 个 因素 一 共有 
& 个 水 平 .以 此 之 故 ,本 试验 称 为 单 因 素 和 水平 的 试验 . mm 称 为 水 

如 果 要 考虑 几 种 不 同 的 配方 对 一 种 工业 产品 质量 的 影响 , 则 
是 一 个 以 配方 为 因素 的 单 因 素 试验 ,有 几 个 配方 参与 试验 ,就 有 
儿 个 水 平 . 如 要 比较 几 种 降 压 药 对 治疗 高 血压 的 作用 , 则 是 一 个 以 

药品 为 因素 的 单 因素 试验 ,水 平 数 就 是 参与 试验 的 药品 数 , 等 
年 .在 实际 问题 中 ,往往 有 若干 个 因素 参与 试验 ,这 时 就 有 多 因素 
试验 , 见 本 节 6.$.3 和 6.5.5. 

6.5S.2 单 因素 完全 随机 化 试验 的 方差 分 析 

疫 问 题 中 涉及 一 个 因素 4 ,有 个 水 平 , 如 上 例 的 和 个 种 子 
品种 .以 闻 记 第 ; 个 水 平 的 第 7 个 观察 值 .如 上 例 , Y; 是 种 植 品种 
; 的 第 7 小 块 地 上 的 亩 产量 .模型 为 

了 te (5.1) 
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a; 表示 水 平 ; 的 理论 平均 值 , 称 为 水 平 寺 的 效应 . 拿 上 例 来 说 ,cu; 

就 是 品种 ; 的 平均 亩 产量 ,ez 为 随机 误差 .假定 : 

FE(ej) =0;,0< Var(ej) = o < co, 一 切 ey 独立 同 分 布 

(S.2) 
因素 A 的 各 水 平 的 高 低 优 劣 ,取决 于 其 理论 平均 ai 的 大 小 . 

故 对 模型 (3.1) ,我 们 头 一 个 关心 的 事情 ,就 是 诸 ww; 是 否 全 相同 . 

如 果 是 , 则 表示 因素 4 对 所 考察 的 指标 Y 其 实 无 影响 . 这 时 我 们 

就 说 因素 A 的 效应 不 显著 ,否则 就 说 它 显著 . 当然 ,在 实际 应 用 

中 ,所谓 显著 ,是 指 诸 w 之 间 的 差异 要 大 到 一 定 的 程度 . 这 个 

-一定 的 程度 ,是 从 其 实用 上 的 意义 着 眼 , 而 “统计 显著 性 ”, 则 是 

与 随机 误差 相 比 而 言 . 这 一 点 在 下 文 的 讨论 中 会 有 所 体现 .我 们 把 

所 要 检验 的 假设 写 为 

了 0:al = 三 ay 三 一 ap (S.3) 

为 检验 这 个 假设 ,我们 作 如 下 的 分 析 :(S$.1) 中 全 部 关 = mi + 

+ 个 观察 值 各 不 相同 . 为 什么 各 Y5 的 值 会 有 差异 ? 从 模型 

(3.1) 看 ,不 外 乎 两 个 原因 :一 是 各 oa; 可 能 有 差异 . 例如 , 若 

ai >a5, 这 就 使 Y 倾 向 于 大 于 Y); .二 是 随机 误差 的 存在 .这 一 分 
析 启 发 了 如 下 的 想法 : 找 一 个 衡量 全 部 Y 的 变异 的 量 , 它 自 然 地 
取 为 (2 三 ?zi 十.… 十 12 ) 

才 上 

SS= >-Y2Y= > > (5.4) 
i=1 7=1 i=1 = 

SS 愈 大 ,表示 Y, 之 间 的 差异 愈 大 . 然后 ,设法 把 SS 分 解 为 两 部 
分 ,一 部 分 表示 随机 误差 的 影响 , 记 为 SS。; 一 部 分 表示 因素 A 的 
各 水 平 理论 平均 值 cl，…,ax 之 不 同 带 来 的 影响 , 记 为 SS，， 

SS。 这 一 部 分 可 如 下 分 析 : 固 定 一 个 , 考 虑 其 一 切 观察 值 
Ya Ya Ya 它们 之 间 的 差异 与 诸 w 之 不 等 无 关 , 而 可 以 完 

全 委 之 于 随机 误差 . 反映 Yi，…, yw 的 差异 程度 的 量 是 > (Yi 
-- 立 ) ,其 中 
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了 = YAO (5S.5) 

YY 是 水 平 ; 观察 值 的 算术 平均 , 它 可 以 作为 wa 的 合计 .把 上 述 平 

方 和 对 ， 相 加 ,得 
、 由 

99,， = 二 >,，>，(Y， 一 Y) (S$.6) 

iT 51 

SS 就 是 SS 与 SS, 之 差 . 可 以 证 明 
天 加 加 的 

SS = SS - SS, = >)， 九 ( 了 一 立 ) (S.7) 
| 

为 证 此 式 , 只 须 把 分 解 式 

了 -Y = (YY -- Y) 十 (Y 一 区 ) 

两 边 平 方 , 先 固定 寺 对 7) 求 和 ,注意 

> COy， 一 号 )(Y， 一 了 ) 一 (Y， 一 立 ) > (Y， -到 ) = (0 

然后 对 1 一 1,…,& 求 和 即 可 . 细 察 SSA 的 表达 式 ,这 确 可 以 用 于 

衡量 诸 <; 之 间 的 差异 程度 . 因 Y; 是 a; 的 估计 ,a; 之 间 差 异 愈 大 ， 

Y 之 间 的 差异 也 就 倾向 于 大 ,而 由 ($.7) 式 看 出 ,SSA 之 值 也 会 倾 

回 于 大 . 

在 统计 学 上 通常 把 上 文 的 SS 称 为 “总 平方 和 ”, SS。 称 为 “ 因 

素 A 的 平方 和 "”, SS.。 称 为 "误差 平方 和 ”. 而 分 解 式 -SS = SS4A + 

SS. 就 称 为 (本 模型 的 ) 方差 分 析 .名 称 的 来 由 显然 : 像 SS ， 

SS ,59S. 这 种 表达 式 ,都 是 属于 样本 方差 那 一 类 的 形状 . 

从 上 面 的 分 析 就 得 到 假设 (5.3) 的 一 个 检验 法 : 当 比 值 
SS4/SS. 大 于 某 一 给 定 界 限时 ,否定 万 ,不然 就 接受 媚 o. 为 了 根 

据 所 给 的 检验 水 平 c 确定 这 一 界限 ,要 假定 随机 误差 e; 满足 正太 

分 布 N(0,c2). 可 以 证 明 , 若 记 

MS， = SSAALR -1),MS, = SS Am 一 开 ) (5.8) 

则 在 正 态 假定 之 下 且 当 五 。 成 立时 ,有 

AMSA7LMS. 一 本 (5.9) 

据 (3.9), 即 得 (3.3) 的 假设 克 。 的 检验 如 下 : 
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当 ASLMS .过 忆 (au) 时 ,接受 万 ,不 然 就 否定 厂 。 

(5.10) 

这 检验 称 为 (5.3) 的 乒 检验 ,名 称 显然 来 由 于 (4.31). 

(3.8) 式 中 的 MSA 和 AMS.。 ,分 别称 为 内 素 4 和 随机 误差 的 

“平均 平方 和 ”. 被 除数 上 -1 和 7 -R, 分 别称 为 这 两 个 平方 和 的 

自由 度 . MS, 的 自由 度 为 六 -& 比较 好 理解 , 因 按 以 前 多 次 指出 

的 :平方 和 (Y， - 辫 有 2 的 自由 度 为 六 -1, 故 对 ; 求 和 ,得 自由 
度 (CD+t(O TD AMS， 自由 度 为 & 一 1 工 初 一 看 

好 像 难于 理解 ,因为 一 共有 A 个 乎 均值 ci,…，,ae .但 我 们 重视 的 
是 蕊 们 之 间 大 小 的 比较 ,因此 ,不 同 的 有 关 量 其 实 只 有 a， - al， 
ca 一 ak 一 al( 以 al 为 基准 ) 等 &-1 个 , 故 自由 度 只 应 为 

& 一 1. 二 者 自由 度 之 和 为 (2 -)+( 人 一 1)=7 一 1, 恰好 是 总 乎 方 
和 的 目 由 度 . 

在 统计 应 用 上 常 把 上 述 计算 列 成 表格 , 称 为 方差 分 析 表 
表 6.1 单 因素 完全 随机 化 试验 的 方差 分 析 表 
  

  

项 日 SS 自由 度 AS 五 比 显著 性 

A( 例 如 ,品种 ) ”SSa 炎 一 1 NMS4， AMS4ALMS， ,xx ,或 无 

误差 99。 刀 一 大 AS。 一 一 

总 和 SS 7 一 ] 一 一 -一 
  

表 6.1 中 的 各 栏 , 除 显著 性 一 栏 外 ,都 已 解释 过 了 .显著 性 -- 
栏 是 这 样 的 :把 算出 的 正比, 即 MSA7LMS.。, 与 瓦 -5(0.05) = 

c 和 天- et0.01)=c， 比较 . 若 比 >c, 用 双星 “* *”, 表 示 

4 这 个 因素 的 效应 “高 度 显著 ” ,意思 是 ,即使 指定 w =0.01 这 样 
的 检验 水 平 , 原 假设 (5.3) 也 要 被 和 否定. 如果 ci;< 开 比 委 c,, 则 用 
一 个 星 "“* "表示 A 的 效应 “显著 ", 意 即 在 < = 0.05 的 水 平 上 , 原 
假设 (4.25) 要 被 否定 . 如 果 正比 委 ci , 则 不 加 “* ”( 显 著 性 一 栏 空 

者 ) ,表示 因素 A 的 效应 “不 显著 ”. 当然 ,这 里 用 的 < =0.05,0.01 
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是 比较 通用 的 习惯 ,并 非 一 定 要 如 此 不 可 .应 用 者 可 根据 特定 的 需 

要 改 用 其 他 值 ,如 (0.05,0.10),(0.10,0.20),(0.001,0.01) 等 . 

例 $S.1 设 上 述 品 种 试验 中 ,包含 有 &=3 个 品种 ,分 别 重复 

4.3 和 3 次 ,数据 为 (单位 : 斤 / 亩 ) 

品种 1: 390 ,410 ,372 ,385. 

品种 2: 37S ,348 ,354,364,362. 

品种 3: 413 ,383 ,408. 

全 部 12 个 数 的 算术 平均 为 380.33. 总 平方 和 为 

SS =(390 - 377) 关 + (410 - 377)2 + … + (408 - 377)? 
=S274:67 

其 自由 度 为 12- 1= 11. 

3 个 品种 各 自 数 据 的 算术 平均 ,分 别 为 389.25,360.60 和 
401.33. 因 此 算出 误差 平方 和 为 

SS, = (390 - 389.25) + … + (385 - 389.25) 

+ (375 - 360.60)2 + … + (362 - 360.607)? 
+ (413 - 401.33)2 + … + (408 - 401.33)2 

一 1686.62 

其 自由 度 为 -R&R=12-3=9. 

品种 平方 和 SSA 可 由 SS, = SS - SS, 算出 .但 为 了 验算 , 常 

单独 算出 ,再 验证 式 子 SS = SS + SS, 是 否 成 立 ( 由 于 计算 中 取 
的 位 数 有 限 ,不 一 定 严 格 相同 ). 如 果 不 成 立 ,就 表示 计算 中 有 错 
误 ,必须 从 头 查 一 查 .对 此 例 按 (4.29) 有 

SS =4X(389.25 - 380.33)2 + SSx (360.60 -- 380.33)? 

+3x(401.33 - 380.33)2 = 3588.05 

自由 度 为 3-1=2. 于 是 

AMS4A = 3588.05/2 = 1794.03, MS, = 1686.62/9 = 187.40 

因素 4 的 下 比 为 

ASA/LMS,. = 1794.68/187.40 = 9.00 

查 表 得 Fz,。(0.05)=4.26,F2 (0.01)=8.02. 因 9.00>8.02 , 故 
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品种 效应 是 高 度 显 著 的 .以 上 计算 结果 列 成 方差 分 析 表 如 下 : 

  

  

项 月 SS 身 由 度 ATS 天 比 中 黄 性 

机 各 3588.05 2 1794.68 9.00 六 
让 庆 1686.62 9 187.40 一 
这 和 5274.67 11 一 一 
  

从 验 的 结果 表明 :不 同 品种 的 产量 之 问 的 差异 ,在 统计 上 高 度 显 
背 . 

就 本 例 而 言 ,如 检验 的 结果 不 显著 , 则 --- 般 就 不 再 作 进 一 步 的 
分 析 了 .内 为 ,既然 假设 (5.3) 被 接受 ,各 剖 种 的 效果 视 作 同一 ,也 

就 没有 多 少 好 说 的 了 .但 在 实际 工作 中 ,最 好 还 不 这 么 简单 地 下 结 

论 . 有 两 点 还 可 以 考察 -一 下 : 

1. 各 水 平 理 论 乎 均值 的 点 估计 员 ，…, 之 间 的 差异 如 何 . 

在 这 个 差异 没有 大 到 有 实际 意义 的 程度 , 则 加 强 了 上 述 结论 , 即 各 

提 种 间 的 差异 ,即使 存在 ,其 实际 意义 也 很 有 限 . 

2. 若 思 的 差异 ,从 应 用 观点 看 ,达到 了 比较 重要 的 
程度 , 则 原 假 设 (5.3) 之 被 接受 ,是 由 于 随机 误差 的 影响 太 大 .误差 
方差 c- 的 一 个 无 偏 估计 量 是 AMS.. 可 以 考察 -下 MS 之 值 . 若 
从 应 用 的 角度 看 这 个 值 太 大 , 则 看 来 本 试验 在 精度 上 欠 理 想 一 一 
这 不 止 是 45.3) 的 检验 问题 ,还 有 下 文 要 谈 到 的 区 间 估 计 问 题 . 这 

时 ,如 条 件 允 许 , 应 考虑 增 大 试验 规模 ,以 及 改进 试验 以 图 尽量 缩 
小 随机 误差 的 影响 . 

如 宁 检 验 的 结果 为 显著 , 则 等 于 说 有 充分 理由 相信 各 理论 平 
均值 cf ,ee 并 不 全 相同 .但 这 并 不 是 说 它们 中 一 定 没有 相同 
的 .如 &=3 时 ,可 能 ui 与 ca 之 间 差 别 不 显著 ,而 它们 与 2a3 之 亲 
的 差别 显著 .就 指定 的 -一 对 ca. 之 间 的 比较 ， 可 通过 求 ec, - a， 
的 区 间 佑 计 . 方 法 如 下 : 按 (5.2) 及 ej 服 从 正 态 分 布 的 假定 ,不 难 
知道 
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AN 一 全 [(Y， TY ) 呈 《au 本 ce)j《La 一 N(0,1) 

记 zz2= MGS. , 为 o2 的 无 偏 估计 .以 5 代替 上 式 中 的 c, 可 以 证 明 
  

1 

[Cos 一 aD)]A 四 Z 一 45.11) 7 ， 十 72， 
f{ 

由 此 出 发 ,就 得 出 c, -as 的 置信 系数 1- ea 的 置信 区 间 和 是 

,一 一 -一 ?7,， 十 77 Qw (了 -tl( 和 | 二 wa 

-一 一 一 12,， 十 77 Cr 
< (一 Y) 二 +/ 5 id( 生 | ($.12) 

人 他 

取 <=0.05, 算 出 本 例 中 各 av - as 的 区 间 佑 计 为 
al 一 az:28.65 +16.96 

a3 一 al: 12.08 +23.65 

aa 一 aa: 40.73 土 22.62 

第 一 和 第 三 个 区 间 不 含 0 且 全 在 0 的 右边 ,这 显示 as 和 ai 都 在 
给 定 的 水 平 =0.05 上 显著 地 大 于 az .第 二 个 区 间 包 含 0. 故 虽然 
从 点 估计 上 看 as 大 于 ai, 但 在 0.0S 的 水 平 上 达 不 到 显著 性 .所 

以 , 单 从 统计 分 析 的 角度 看 ,如 果 要 在 品种 1,2,3 中 挑 一 个 最 好 
的 , 则 除 品种 2 外 ,品种 1.3 都 可 考虑 .因为 毕竟 as 的 点 估计 大 于 

ai 的 点 估计 , 若 无 其 他 的 特殊 理由 ,我们 就 宁肯 挑 品种 3. 

读者 想必 已 注意 到 :区 间 佑 计 (5.12) 与 第 四 章 中 所 讲 的 两 样 
本 上 区 间 估 计 基 本 上 一 致 ,不 同 之 处 在 于 :这 里 误差 方差 c- 的 估 

计 5 用 到 了 全 部 样本 ,而 不 只 是 Yo Ya 及 YYw .如 

果品 种 数 很 多 , 则 涉及 的 相互 比较 非常 之 多 .例如 , 若 有 5 个 品种 ， 
| 

则 总 共 将 涉及 | > =10 组 比较 , 即 有 10 个 区 间 估 计 要 做 . 这 不 仅 

很 不 方便 ,而 且 理 论 上 也 有 问题 .问题 在 于 : 虽 则 对 对 固定 的 ，， 

v ,置信 区 间 (3.12) 成 立 的 概率 为 1- a, 但 多 个 区 间 ( 每 个 区 间 的 
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概率 为 1- a) 回 时 成 立 的 概率 就 会 小 于 1-a. 区 间 数 愈 多 ,差距 

愈 大 .例如 , 取 S 个 品种 ,有 10 组 cv -av 要 作 区 间 估 计 , 才 每 个 区 

问 估 计 的 置信 系数 为 0.95, 则 这 10 个 区 间 估 计 同 时 都 包含 所 要 

估计 的 参数 的 概率 ,将 降 至 0.6 左右 .为 了 克服 这 一 困难 ,统计 学 

中 引进 了 一 种 叫做 "多重 比较 法 的 方法 , 它 考虑 到 了 上 面 指 出 的 

那个 问题 . 这 个 内 容 已 超出 本 书 范围 之 外 ,不 能 在 此 介绍 了 . 

6.S.3 两 因素 完全 试验 的 方差 分 析 

一 般 情况 下 ,在 一 个 试验 中 要 考虑 好 几 个 对 指标 可 能 有 影响 

的 因素 .例如 在 … 项 工业 试验 中 ,影响 产品 质量 指标 Y 的 因素 可 

能 有 反应 温度 反应 压力 反应 时 间 和 某 种 催化 剂 的 添加 量 . 若 反 

应 温度 有 Al 个 不 同 的 可 能 选择 ,其 他 三 个 因素 分 别 有 A, ,&， 和 

&4 种 不 同 的 选择 , 则 可 供 选择 的 试验 组 合 一 共有 有 XA X3 X 雪 ， 

种 ,而 这 个 试验 也 就 称 为 一 个 ix &， x &3; XA; 试验 .如 果 每 一 可 

能 的 组 合 都 做 一 次 试验 , 则 试验 称 为 是 “完全 ”的 . 若 只 对 一 部 分 组 

合 做 试验 , 则 称 为 “部 分 实施 ”在 实际 应 用 中 部 分 实施 很 常见 , 因 

为 完全 试验 往往 规模 太 大 ,为 条 件 所 不 允许 , 且 有 时 并 无 必要 . 要 

作 部 分 实施 ,就 有 一 个 如 何 去 选 择 那些 实际 进行 试验 的 组 合 的 问 

题 . 这 里 面 有 很 多 数学 和 统计 问题 ,它们 构成 “试验 设计 ”这 门 学 科 
的 主要 内 容 之 一 .本 的 第 6.5.5 小 节 与 这 个 内 容 有 关 . 

这 种 试验 ,不 论 是 完全 试验 或 部 分 实施 ,都 有 一 个 随机 化 的 问 
题 (或 分 区 组 的 问题 ), 见 6.5.4 小 节 . 如 在 上 述 工业 试验 中 , 若 全 

部 试验 要 由 几 个 人 和 几 台 设备 去 做 , 则 因 人 的 技术 和 操作 水 平 有 
差异 ,设备 性 能 优 劣 有 差异 ,需要 用 在 前 面 描述 过 的 随机 化 方法 ， 
把 要 做 的 试验 随机 地 分 配给 这 几 个 人 和 几 台 设备 . 

为 书 与 简便 计 , 这 里 我 们 讨论 两 因素 完全 试验 的 情况 . 设 有 两 
因素 4 , 忆 ,分别 有 &,/ 个 水 平 (例如 4 为 品种 ,有 & 个 ;已 为 播种 

量 ,考虑 / 种 不 同 的 数值 ,如 20 斤 / 亩 ,2 斤 / 南 ,……- ).A 的 水 平 
了 与 妃 的 水 平 7 的 组 合 记 为 (i ,7 ) ,其 试验 结果 记 为 Y,， = 1，…， 

&R,j =1,…,/ .统计 模 型 定 为 
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YA 十 o 十 世上 (S.13) 

为 解释 这 模型 ,首先 把 右边 分 成 两 部 分 :e; 为 随机 误 善 , 它 包 含 了 

未 加 控制 的 因素 (A , 电 以 外 的 因素 ) 及 大 量 随机 因素 的 影响 .假定 

E(ei)=0,0<Var(ej)=o<oco, 全 体 e; 独 立 (35.14) 

万 一 部 分 Ap+ai+agb, 它 显示 水 平 组 合 (人 ,7) 的 平均 效应 . 它 又 分 

解 为 三 部 分 :wp 是 总 平均 (一 切 水 平 组 合 效应 的 平均 ), 是 一 个 基 

准 . a; 表示 由 A 的 水 平 z 带 来 的 增加 部 分 . a; 愈 大 ,表示 因素 A 

的 水 平 二 愈 好 ( 设 指 标 愈 大 愈 好 ) , 故 < 称 为 因素 4 的 水 平 ; 的 效 

应 .2 有 类 似 的 解释 .调整 w 之 值 ,我 们 可 以 补充 要 求 : 

al+…+a 三 0),p0+…+p =10 (S.15S) 

事实 上 ,如 (S.15) 不 成 立 , 则 分 别 以 和 和 4 记 各 a; 的 平均 值 和 
各 D 的 平均 值 ,把 w 换 为 w+ 十 六 ，a; 换 为 ai; 一 工 ,0 换 成 久 一 

5 , 则 (S$.13) 式 不 变 , 而 (5.15) 成 立 . 

约束 条 件 (5.15) 给 了 ai ,pb 的 意义 一 种 更 清晰 的 解释 :a; >0 

表示 A 的 水 平 ;( 的 效应 ) 在 A 的 全 部 水 平 的 平均 效应 之 上 ,a,< 

0 则 相反 .另外 ,这 个 约束 条 件 也 给 了 wp,a; 和 刀 的 一 个 适当 的 估 
计 法 :把 Y 对 一 切 z,7 相 加 .注意 到 ($.15), 有 

> = ALHU 十 >。 
;=1 51 fi -1 7=1 

因 上 式 右 边 第 二 项 有 均值 0, 即 知 
L 

Y = 2 人 >， YA (5.16) 

是 /A 的 一 个 无 偏 估计 .其 次 ， 有 
! 

> = 妈 + 了 + 之 6 
7 =1 了 一] 

于 是 , 记 

Y -六 YA Y.， -了 YA (5.17) 

知 刀 . 为 w+ai 的 一 一 个 无 偏 估计 . 于 是 得 到 2a; 的 一 个 无 偏 估计 为 

2 = Y -Yi =1， (5.18) 
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问 法 得 到 忆 的 一 个 无 偏 估计 为 

六 =YJ-Y 1 mL (S.19) 

它们 适合 约束 条 件 :21 十 十 CA =0,p2， 十 十 ， 三 0. 

下 面 要 进行 方差 分 析 , 即 要 设法 把 总 平方 和 
R 

SS = > > (Yi 一 YY) 
1 7=1 

分 解 为 三 个 部 分 :SS ,SS 和 SS. ,分别 表示 因素 A,B 和 随机 误 

差 的 影响 . 这 种 分 解 的 主要 目的 是 检验 假设 : 

Hos:al=…=w=0 (S.20) 

和 

Fos:b=…= 思 =0 (S$.21) 

厅 oaA 成 立 表示 因素 A 对 指标 其 实 无 影响 .在 实际 问题 中 ,绝对 无 影 

响 的 场合 少见 ,但 如 影响 甚 小 以 致 被 随机 误差 所 掩盖 时 ,这 种 影响 
事实 上 等 于 没有 .因此 , 拿 SS 和 SS, 的 比 作为 检验 统计 量 正 符 

合 这 一 想法 . 

所 要 作 的 分 解 可 如 下 得 到 :把 Y, -~ Y 写 为 
世 Y =(O-Y DJ)+(OY -并 ) 

十 (5 一 有 二 (S.22) 

两 边 平方 ,对 :zj 求 和 .注意 到 
大 | 

> (7 -Y)=0,>(r, -YY )=0 
f 1 j = 

大 
N 

av Y -YY.,+Y )=0 

即 知 所 有 交叉 积 之 和 了 为 0 ,而 得 到 

ss =- 一 )2+A>， COY。， 一 Y 了 
二 全 

Z 、 

=1 

十 > > (Yi 一 二 Y 小 
1=1 /=1 必

 
- 
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= SS、 + SSb + SS， (5.23 ) 

第 一 个 平方 和 可 以 作为 因素 A 的 影响 的 衡量 ,从 前 述 YY. -YY 

作为 的 估计 可 以 理解 .第 二 个 平方 和 同样 解释 .至 于 第 三 个 平 

方 和 可 作为 随机 误差 的 影响 这 一 点 ,直接 看 不 其 明显 .可 以 从 两 个 
角度 去 理解 :在 SS 中 去 掉 SS 和 SS 后 ,剩余 下 的 再 没有 其 他 系 
统 性 因素 的 影响 , 故 只 能 作为 SS, .另外 ,由 模型 ($.13) 及 约束 条 
件 ($S.1$) , 易 知 

证 e (5.24) 

这 里 面 已 毫 无 wp,ai,p; 的 影响 ,而 只 含 随机 误差 . 
该 者 可 能 不 很 满足 于 上 面 的 推导 , 即 怎么 想到 把 Y, -~ Y 拆 

成 5.22) 式 而 得 出 (5.23)? 对 此 ,我们 的 回答 是 : 
1. 并 非 在 任何 模型 中 总 平方 和 SS 都 有 适当 的 分 解 ,这 要 看 

没 计 如 何 . 比方 说 ,如 在 全 部 妨 个 组 合 中 少 做 了 工 个 ( 即 有 一 个 
5 未 观察 ) , 则 分 解 式 作 不 出 来 . 

2. 在 能 进行 分 解 时 ,方差 分 析 提 供 了 进行 分 解 的 -- 般 方法 . 
使 用 这 个 一 般 方法 也 能 得 到 (5.23). 但 是 ,由 于 在 本 模型 下 通过 
(5$.22) 和 更 易 实 现 ,我 们 就 不 用 这 一 般 方法 . 

得 到 分 解 式 (5.23) 后 ,我 们 就 可 以 像 单 因素 情况 那样 , 写 出 下 
面 的 方差 分 析 表 : 

SS4,S9p 目 由 度 分 别 为 其 水 平 数 减 去 1, 这 一 点 与 单 因素 情 
况 相 间 . 总 和 自由 度 为 全 部 观察 值 数 目 A/ 减 去 工 剩 下 的 就 是 误 
差 平方 和 自由 度 : 

(RD)-(R-D)-(OC-D=(R-TDO 一 1) 
AMS 就 是 SS 除 以 其 自由 度 . 显著 性 的 意义 也 与 单 因 素 的 情况 相 
同 . 如 果 A 那 一 行 的 显著 性 位 置 标 上 了 一 个 星 号 , 即 表 示 在 水 平 

0.05 之 下 原 假 设 吕 0A 被 否定 .双星 则 相当 于 水 平 0.01, 称 为 高 度 
显著 . 如 以 前 和 曾 指出 过 的 ,0.0$ 和 0.01 这 两 个 数字 只 是 一 种 习 

惯 ,不 -: 定 拘泥 
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表 6.2 两 因素 完全 试验 的 方差 分 析 表 
  

  

项 日 SS 自由 度 AS 刁 比 显 善 性 

从 So9a 太一 ] Af9， AT9， /AT9S， 加 关 ， 

刀 SSp /一 ] ASp AMSaAMS，| * < “或 不 加     
兰 S9。 (=-1)CL 一 1) AT9. 一 一 

和 59 久 一 1 一 一 一 
  

例 $.2 在 一 个 农业 试验 中 ,考虑 4 种 不 同 的 种 子 品种 (&= 
4) 和 3 种 不 同 的 施肥 方法 (!=3). 试 验 数据 为 (单位 : 斤 / 亩 ): 
  

    

  
  

品 忌 肥 方 法 1 2 3 
种 

1 292 316 325 
2 310 318 317 
3 320 318 310 
4 370 365 330 

算出 

Y. = 324.2$,Yi. = 311,Y. = 313,Yj. = 316,Y;,.， = 355 
Yi =323，Y，= 329.235， Yi = 320.50 

SS = (292 - 324.25) + … + (330 - 324.25)2 = 5$444.75 
SS =3[(311 - 324.25)2 + … + (33$ - 324.2S)2] 

=3824.25 
SSs =4|[(323 - 324.2$) + … + (320.50 -- 324.2S)2] 

= 162 .50 
SS, = 3$444.75 - 3834.2S - 162.S0 = 145S8 

列 出 方差 分 析 表 如 下 : 
  

  

项 目 SS 自由 度 AMS 玉 比 显著 性 
全 (品种 ) 3824.25 3 1274.75 S.246 

如 (施肥 法 ) 162.50 2 81.25 0.344 
误差 14S8 .00 6 243.00 一 
总 和 5444 .75 11 一 一 
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只 有 品种 因素 达到 了 显著 性 ,而 “施肥 方法 "这 个 因素 未 达到 

显著 性 .在 ac =0.05S 的 水 平 上 ,没有 充分 证 据 证 明 : 不 同 的 施肥 法 

对 产量 有 显著 的 影响 . 

任 一 因素 两 个 不 同 水 平 的 效应 差 的 区 间 估 计 , 与 (3.12) 相 似 . 

此 处 更 简单 一 些 : 如 估计 的 是 as -=-a*, 则 赔 = 和 =23; 如 估计 的 是 

0 一 0, 则 mv=72s= 有 .6 仍 是 (MS. 一 当 R 或 2 较 大 时 ,涉及 的 

比较 为 数 甚 多 ,因而 也 存在 单 因素 情况 下 兽 指 出 的 那 种 问题 . 

应 用 上 的 一 个 重要 问题 ,是 选择 一 个 水 平 组 合 (ij) ,使 其 平 
均 产 量 w+ ai+ bi 达到 最 大 .选择 的 方法 如 下 :如 在 本 例 , 因 素 A 

的 效应 显著 , 则 选 了 ,使 wo; 在 ai,…,as 中 达到 最 大 .从 统计 上 说 ， 
在 ac; 和 wa, 的 差异 不 显著 ( 即 w - wa, 的 区 间 估 计 和 包含 0), 则 选 CQ 

也 可 以 .但 若 无 特 别 理 由 ,总 是 选 使 cl,……,axs 达到 最 大 的 那个 站 
因素 吕 的 效应 不 显著 . 故 从 统计 上 说 ,选择 其 任 一 水 平 ) 都 可 以 . 
但 一 般 如 无 特殊 原因 ,总 是 选 ) ,使 b; 在 思 ,……,2 中 达到 最 大 . 拿 
本 例 来 说 ,应 选取 =4,7=2. 注 意 在 Yj, YY 中 ,最 大 的 并 

非 Y4 而 是 Y41. 

还 有 一 点 要 注意 :在 采纳 模型 (5.13) 时 ,我 们 事实 上 引进 了 一 
种 假定 , 即 两 因素 A ,B 对 指标 的 效应 是 可 以 县 加 的 . 换 一 种 方式 
说 :因素 A 的 各 水 平 的 优 劣 比较 ,与 因素 已 处 在 哪个 水 平 无 关 ， 
反之 亦 然 .更 一 般 的 情况 是 :A ,日 两 因子 有 “交互 作用 ”这 时 在 模 
型 (5.13) 中 ,还 要 加 上 表示 交互 作用 的 项 cy .这 时 不 仅 统计 分 析 
复杂 化 了 ,尤其 是 分 析 结 果 的 解释 也 复杂 化 了 .本 书 不 涉及 这 种 情 
沈 . 在 一 个 特定 的 问题 中 ,交互 作用 是 否 需 要 考虑 ,在 很 大 程度 上 
取决 于 问题 的 实际 背景 和 经 验 . 有 时 ,通过 试验 数据 的 分 析 也 可 以 
看 出 一 些 问题 .例如 , 若 误差 方差 o2 的 估计 MS, 反常 地 大 , 则 有 
可 能 是 由 于 交互 作用 所 致 .因为 可 以 证 明 : 若 交互 作用 确实 存在 而 
未 加 考虑 , 则 它 的 影响 进入 随机 误差 而 增 大 了 MS . 

6.5.4 单 因素 随机 区 组 试验 的 方差 分 析 

在 本 节 (6.5.1) 段 中 ,我们 讲述 了 费 软 尔 的 试验 设计 三 原则 中 
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的 两 个 , 即 重复 和 随机 化 .第 三 个 原则 是 “分 区 组 ,就 是 我 们 现在 

要 介绍 的 . 

为 解释 "区 组 "这 个 概念 ,看 一 个 简单 例子 . 设 有 一 个 包含 3 个 

品种 的 试验 ,每 个 品种 重复 $ 次 .于 是 一 共 要 准备 13 小 块 形 状 大 

小 -- 样 的 田地 .这 些 地 可 能 散布 在 一 个 很 大 的 范围 内 ,因而 各 小 块 

的 条 件 会 存在 较 大 的 差别 ,以 致使 试验 误差 加 大 . 固然 我 们 可 以 通 

过 和 抑 全 随机 化 的 方法 保证 不 发 生 人 为 的 系统 性 偏差 ,但 这 并 不 能 

克服 由 于 这 15 小 块 的 内 在 不 均匀 性 而 带 来 的 误差 ， 

因此 我 们 考虑 如 下 的 设计 ,选择 $ 个 村 子 ,每 个 村 准备 3 小 块 

地 ,条 件 尽 可 能 均匀 ,但 不 同村 的 地 块 在 条 件 上 可 以 有 较 大 的 差 

别 .由 于 3 这 个 数字 较 小 ,准备 3 小 块 相当 均匀 的 地 块 , 比 之 准备 
15 小 块 均匀 地 块 ,就 更 容易 做 到 . 

然后 我 们 让 每 个 品种 在 每 个 村 子 里 的 3 小 块 中 各 占 一 块 , 哪 

个 品种 占 哪 一 块 由 随机 化 决定 .这样 ,我 们 就 有 一 种 不 完全 的 随机 

化 :每 个 村 子 中 的 3 块 地 必须 种 3 个 品种 ,这 一 条 不 能 变 ( 如 用 完 
全 随机 化 ,有 可 能 某 个 品种 在 某 个 村 子 里 占 2 或 3 块 ), 但 在 同一 
村 子 里 则 用 随机 化 . 

同一 村 子 里 的 3 小 块 地 ,就 构成 一 个 区 组 .区 组 的 大 小 ,在 本 
例 中 即 小 块 地 的 数目 ,为 3. 它 正好 等 于 品种 这 个 因素 的 水 平 数 . 

上 述 设计 就 叫做 “随机 区 组 设计 ”…“ 随 机 ”的 含义 是 在 每 个 区 
组 内 实行 随机 化 .这 设计 的 优点 ,从 本 例 中 看 得 很 清楚 :由 于 每 个 
名 种 在 5 个 村 子 里 各 占有 一 块 ,即使 各 村 子 之 间 有 较 大 差异 ,也 不 
会 使 任 一 品种 有 利 或 不 利 , 因 此 可 以 缩小 误差 . 

一 般 地 ,区 组 就 是 一 组 其 条 件 尽 可 能 均匀 的 试验 单元 .区 组 大 
小 , 即 所 含 试验 单元 个 数 ,等 于 所 考察 的 因素 的 水 平 数 * ,因而 在 
每 -区 组 内 ,各 水 平 都 可 以 实现 一 次 是 仅 -- 次 .在 区 组 内 实行 随机 
化 .区 组 的 数目 则 没有 限制 ,可 多 可 少 . 

” 满足 这 条 件 的 区 组 称 为 "完全 区 组 ”也 可 以 考虑 这 样 的 设计 ,其 区 组 大 小 , 即 所 
含 试验 单元 数 , 比 因素 水 平 数 少 . 这 种 区 组 称 为 不 完全 区 组 ”, 其 设计 问题 很 复杂 
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区 组 的 例子 很 多 .例如 ,要 比较 一 种 产品 的 4 种 不 同 的 配方 ， 
每 配方 重复 5 次 ,-- 共 作 20 次 . 如 果 由 5 个 人 操作 , 则 考虑 到 各 人 
操作 水 平 不 同 而 带 来 的 误差 ,可 让 每 一 个 人 对 这 4 个 配方 都 操作 
一 次 ,抵消 人 的 影响 .这 时 ,可 以 运 直 把 每 个 人 看 作 一 个 区 组 (严格 
地 说 ,是 每 人 所 做 的 那 4 个 配方 构成 一 区 组 ) ;为 要 比较 一 种 病 的 
几 种 治疗 方法 ,要 对 一 些 患者 作 临床 试验 .病情 不 同 ,病人 年 龄 . 身 
体 条 件 等 的 不 同 ,会 带 来 误差 因此 要 把 病人 分 组 :条 件 尽 可 能 相 
似 的 病人 分 在 一 组 ,病人 个 数 即 治疗 方法 个 数 ,在 每 -组 内 ,每 个 
治疗 方法 施加 于 -- 个 病人 (用 随机 化 ) 时 ,每 -组 病人 就 构成 一 个 
区 组 ,等 等 . 

随机 区 组 试验 的 统计 分 析 , 与 上 段 讲 的 两 因素 试验 完全 一 样 ， 
只 消 把 其 中 的 一 个 因素 看 作 是 区 组 就 行 . 例如 因素 A 有 大 个 水 
平 , 每 水 平 做 ; 次 试验 ,分 ! 个 区 组 (每 区 组 大 小 为 上 ) .以 Y 记 因 
素 A 的 水 平 ; 在 第 ) 个 区 组 内 的 试验 值 (例如 ,第 ; 个 种 子 品种 在 
第 7 个 村 子 里 那 小 块 上 的 亩 产量 ), 则 有 模型 (5.13) ,其 中 psai ye 
的 意义 同 前 ,而 o 则 称 为 (第 ) 个 区 组 的 )" 区 组 效应 ”, 意 思 是 第 ) 
个 区 组 优 于 和 劣 于 全 部 区 组 的 平均 的 量 . 拿 上 述 品 种 试验 来 说 ,车 
某 个 村 子 田地 条 件 特别 好 , 则 该 村 子 (区 组 ) 的 ， 值 就 高 .这样 , 表 
6.2 的 方差 分 析 表 , 及 其 计算 过 程 ,完全 适用 于 此 处 . 所 不 同 的 是 
现在 因素 B 解释 为 区 组 ,而 SSp 则 是 “区 组 平方 和 ”， 

由 于 我 们 所 关心 的 只 有 一 个 因素 4, 故 在 方差 分 析 表 6.2 
中 ,我 们 首先 感 兴趣 的 是 因素 A 的 效应 是 否 达到 显著 . 但 区 组 效 
应 是 否 达到 显著 也 有 一 定 的 意义 : 它 表明 区 组 的 划分 是 否 成 功 ( 即 
是 否 真 达 到 了 如 下 的 要 求 :区 组 内 各 试验 单元 很 均匀 ,而 不 同 区 组 
内 的 试验 单元 则 有 较 大 差异 ). 如 区 组 效应 达到 显著 , 则 表明 区 组 
划分 至 少 有 一 定 的 效果 ,否则 就 难说 ,甚或 可 能 有 反 效 果 . 这 个 问 
题 我 们 略 多 说 几 名 . 若 在 (5.13) 中 去 掉 标 志 区 组 的 那 一 项 和 , 即 
当成 一 个 完全 随机 化 的 模型 去 分 析 , 则 SS 和 SS， 仍 不 变 , 而 SS， 
则 将 成 为 (5.23) 式 中 的 SSe 与 SS, 之 和 . 由 此 看 出 :如 果 MS,< 
MS.。( 指 表 6.2 中 的 MS,), 则 在 完全 随机 化 模型 之 下 误差 方差 的 
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估计 ,反而 比 在 随机 区 组 设计 之 下 为 低 , 再 加 上 自由 度 的 损失 ( 完 

全 随机 化 设计 之 下 ,误差 方差 估计 的 自由 度 为 &CZ- 1) ,而 在 随机 

区 组 设计 之 下 只 有 (&- 1)( =- 1)) ,就 使 A 和 下 比 要 达到 显著 性 

更 难 , 即 :如 果 因 素 A 确 有 效应 , 则 当 区 组 划分 不 当时 ,会 降低 发 

现 这 种 效应 的 机 会 . 

由 此 可 见 , 不 是 在 任何 场合 下 划分 区 组 都 好 . 若 没 有 足够 理由 

显示 不 同 区 组 间 确 有 显著 差异 , 则 宁肯 不 分 . 如 以 前 提 过 的 那个 比 

较 4 种 配方 ,由 S 个 人 操作 的 例子 .不 同 的 人 在 操作 技术 上 总 多 少 

会 有 差异 ,但 如 没有 根据 认为 他 们 之 间 有 颇 大 差异 , 则 分 区 组 不 一 

定 有 利 . 在 实际 工作 中 ,这 种 界限 不 易 掌 握 , 这 里 只 能 作为 一 条 一 

般 性 的 原则 谈 一 下 . 

例 $.3 重新 考察 例 $.2, 把 “施肥 方法 "这 个 因子 理解 为 区 

组 . 即 例 (5.2.4) 中 的 数据 ,看 作为 4 个 品种 在 3 个 村 子 里 种 植 的 

结果 . 据 该 例 分 析 , 品 种 4 的 效应 在 waw=0.05S 的 水 平 上 达到 显著 

(但 在 c =0.01 的 水 平 上 则 和 否 ), 区 组 效应 达 不 到 显著 .更 有 其 者 ， 

区 组 的 MS(81.25) 还 小 于 误差 的 MS(243.00) ,说 明 在 本 例 中 分 
区 组 没有 带 来 什么 好 处 . 

现 如 果 把 (3.24) 当 作为 一 个 完全 随机 化 试验 的 结果 , 则 

SS = 5$444.7$,SSs = 3824.25( 与 以 前 相同 ) 

SS.。 = 162.50 + 14$8 = 1620.5S0 

SS. 的 自由 度 为 43-1)=8, 而 MS.=1620.50 人 =202.56.A4 的 

玉 比 为 MSA/MS.=6.29, 也 超过 了 Fi s(0.05) =4.07, 即 也 得 出 
4 的 效应 为 显著 的 结论 . 

6.5.$ 多 因素 正 交 表 设计 及 方差 分 析 

例如 , 若 一 个 试验 中 涉及 4 个 因素 4,B,C,D, 分 别 有 有 7， 
户 和 46 个 水 平 , 在 效应 肆 加 (无 交互 作用 ) 的 假定 下 ,模型 为 

Ya 二 AQ+T 太 +co 二 dt+eaa (S$.25S) 

其 意义 与 (3.13) 相 似 . 如 做 全 面试 验 , 即 对 
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范围 内 的 人 ,7),wv) 都 观察 了 Yo ，* 则 方差 分 析 与 模型 (5.13) 相 

似 . 但 是 ,这 个 作法 需要 做 ALpu 次 试验 ,这 往往 太 多 了 . 如 果 因 素 

数目 更 多 , 则 所 需 试 验 次 数 大 得 不 现实 . 

因此 ,在 实用 中 一 般 只 做 部 分 实施 , 即 对 (5.26) 范 围 内 的 部 分 

4 jz) 做 试验 .问题 在 于 :这 一 部 分 不 能 随心 所 欲 地 取 , 其 取 

法 必须 保持 某 种 平衡 性 ,以 达到 以 下 两 个 目的 : 

1. 模型 (5.23) 中 的 有 关 参 数 wp,ai,b,cv,du 等 仍 能 得 到 适 

当 的 佑 计 . 

2. 总 平方 和 SS 仍 能 进行 分 解 , 以 列 出 像 表 6.2 那样 的 方差 
分 析 表 . 

这 个 问题 如 何 解决 ,其 细节 已 远 超 出 本 课程 的 范围 .在 这 里 ， 
我 们 只 介绍 一 种 叫做 " 正 交 表 ” 的 工具 , 它 简 便 易 用 ,在 实用 中 广 为 
流传 . 

  

  

看 下 面 这 张 表 

表 6.3 Ts(4x24) 正 交 表 

刘 1 2 3 4 5 试 验 
全 号 | 及 妃 C 刀 结果 

1 1 1 1 1 1 134 
2 1 2 2 2 2 220 
3 2 1 1 2 2 188 
4 2 2 2 1 1 242 
5$ 3 ] 2 1 2 268 
6 3 2 1 2 1 290 
7 4 1 2 2 1 338 
8 4 2 1 1 2 320   
  

这 个 表 一 共有 8 行 、53 列 .这 两 个 数字 (8,5) 有 其 意义 :8 表示 

如 用 这 个 表 安 排 试 验 , 则 必须 做 8 次 试验 ,不 能 多 也 不 能 少 .$ 表 
示 最 多 能 安排 $ 个 因素 ,不 能 多 ,可 以 少 . 

L 是 正 交 表 记 号 .Ls 表示 表 有 8 行 .4x2: 表示 : 表 中 有 1 列 
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( 即 第 寺 列 ) 含 有 数字 1,2,3,4, 有 4 列 含 数字 1,2. 其 所 以 称 为 正 

交 表 ,是 因为 这 表 满 足以 下 两 个 条 件 : 

1. 每 列 中 含 不 同 数字 的 个 数 一 样 .例如 ,第 1 列 含 不 同 数字 

1,2,3,4, 每 种 2 个 ,第 2 一 5 列 都 是 含 不 同 数字 1,2 ,每 种 4 个 . 

2. 任 一 列 中 同一 数字 那些 位 置 ,在 其 他 列 中 被 该 列 所 有 不 同 

数字 占据 , 且 个 数 相同 .例如 ,第 3 列 中 数字 1 占据 1,3,6,8 行 的 

位 置 ,而 在 第 1 列 中 ,这 4 个 位 置 众 被 该 列 不 同 数 字 1,2,3,4 各 占 

据 工 次 .在 第 $ 列 中 ,这 4 个 位 置 则 被 该 列 不同 数 字 1,2 各 占据 2 

几 是 满足 这 两 个 条 件 的 表 就 叫做 正 交 表 . 至 于 如 何 去 构 造 出 

这 种 表 , 那 涉及 许多 深刻 的 数学 问题 .实用 上 ,把 已 造 出 的 有 实用 

价值 的 正 交 表 汇 集 起 来 附 于 种 种 统计 学 著作 中 ,实用 者 按 需 要 取 

用 即 可 . 

下 面 来 谈 谈 怎 样 利 用 正 交 表 L8(4x214) 安 排 试 验 . 这 所 讲 的 

当然 岂 适 用 于 -- 般 的 正 交 表 . 归纳 起 来 有 以 下 凡 条 : 
1. 因素 的 水 平 只 能 是 4 或 2, 为 4 的 至 多 只 能 有 一 个 ,为 2 的 

至 多 4 个 . 

2. 若 试验 要 分 区 组 (例如 在 两 台 设 备 上 做 ) , 则 区 组 大 小 只 能 
为 2 或 4. 

3. 为 确定 计 , 设 试验 中 涉及 4 种 配方 (因素 4 ,水 平 4),2 种 
温度 (因素 妃 , 水 乎 2),2 种 压力 (因素 C ,水 平 2) , 冯 分 两 个 区 组 . 
则 配方 这 因子 A 必须 标 在 第 1 列 的 头 上 ,BC 和 区 组 都 是 2 水 
平 , 可 在 2 一 $ 列 中 任 选 3 列 标 上 ,还 有 一 个 空白 列 . 设 选 定 表 6.3 

的 14 列 (D 表 区 组 ), 则 设计 的 意义 如 下 :每 一 行 读 A,B.C 所 
在 的 三 列 . 例 如 ,第 一 行为 (1,1,1). 这 表示 第 上 号 试验 是 ;4 ,B,C 
都 处 在 1 水 平 .第 二 行为 (1,2,2) ,表示 第 2 号 试验 为 ;4A 处 在 1 水 

平 ,也 ,C 都 处 在 2 水 平 .第 七 行为 (4,1,2), 表 示 A 处 在 4 水 平 ,总 
在 水 平 ,C 在 2 水 平 ,等 等 .区 组 划分 则 看 D 这 一 列 .同一 数字 
属于 一 个 区 组 .在 这 里 ,D 列 的 数字 1 在 第 1,4,5,8 行 , 故 第 1.4， 
3,8 号 试验 划 在 一 个 区 组 内 , 剩 下 的 第 2,3,6,7 号 试验 划 在 一 个 
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区 组 内 . 

这 样 -个 设计 必 能 达到 表 6.3 前 面 提 出 的 两 条 要 求 .第 1 条 

很 容易 证 明 ,第 2 条 不 能 在 此 细 证 了 .考虑 (3.2$) ,其 中 &=4,!= 

户 =d=2. 对 ipovcvydo 等 也 加 上 约束 条 件 (类 人 (3.15)): 

> 0 50co= 0 4 0 (5S.27) 

按 (5.25) 写 出 上 述 8 号 试验 的 方程 ， 

7 三 AT 十 al 十 琅 十 cl 十 ct 二 ell 

站 222 二 十 CI 二 02 十 Ca 十 da 十 el 

ri 三 ATaz+Dl+c+c2T+esll 

Y2221 二 大 十 aa+pbo+ca+cI+e22l 

Y3l21 三 ATQ3+O+cz+adi+esDl 

二 太 二 G3 二 02 十 ci 十 da 十 e32l2 

Ya4l22 三 人 TaQa4+DOl+caz 二 cda+ed4p22 

Ya 三 A++a4+ba+cl+adl+esll 

把 这 8 个 方程 相 加 ,各 Y 之 和 记 为 >, 了 ,各 e 之 和 记 为 2， e, 则 
由 (3$.27) 易 见 

立 3212 

>,Y=8k+>ye 

由 此 可 知 Y = >， YA 为 A 的 一 个 无 偏 估计 . 

把 第 1 列 为 1 处 的 那些 Y 相 加 ,得 ( 仍 用 (5.27) ) 
Yi 十 Yl222 二 2U 十 2a1 十 ellil 十 el222 

由 此 知 ,(Yii+ Yo)2-Y 为 ai 的 无 偏 估计. 顺 此 以 往 , 对 任 

何 cpicuyds 都 可 求 得 其 无 偏 估 计 . 例 如 ,要 求 c， 的 无 偏 估 计 ， 
只 须 把 c 所 在 那 列 数字 2 对 应 的 试验 值 相 加 ,用 (5.27) ,得 

立 b22 十 半 2221 十 Y3121 十 Y4l22 

= 4H 十 4c2 二 el22 十 e2221 十 e3l21 十 e4122 

于 是 得 到 (Yipz + Y2al + Yapl + yd) 人 -YY 是 c， 的 一 个 无 仿 
估计 . 

总 之 ,在 任何 一 个 正 交 表 中 , 某 因素 水 平 寺 的 效应 (例如 本 例 
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的 w) 的 估计 ,等 于 该 因素 水 平 ; 的 所 有 观察 值 的 算术 平均 , 减 去 

全 部 观察 值 的 算术 平均 . 

接着 就 是 计算 各 因素 的 平方 和 ,例如 SS .如 A 有 A& 个 水 平 ， 

其 各 水 平 的 效应 ai 的 估计 记 为 ……6( 其 计算 已 如 上 述 ), 又 

总 试验 次 数 为 ，, 则 

SS = 711(61+… 十 Qi) AR (5S.28 ) 

误差 平方 和 可 以 由 总 平方 和 SS = 、)(Y -YY) 减 去 各 因素 的 平 
方 和 求 得 .其 自由 度 等 于 ， -1 减 去 各 因素 的 自由 度 一 一 每 一 因 

素 的 白 由 度 等 于 其 水 平 数 减 去 1. 

例 $.4 设 表 6.3 中 各 次 试验 的 结果 如 该 表 右 边 一 列 所 示 ， 
我 们 来 作出 上 述 计算 . 

1. 首先 算出 全 部 试验 值 的 算术 平均 

Y= (134 + 220+ …+320)78 = 250 

及 总 平方 和 

SS =(134 - 250) + (220 - 250)2 + … + (320 -- 2S0): 
= 32832 

2. 估计 各 因素 4A,B,C 各 水 平 的 效应 及 区 组 (D) 效 应 

2ai=(134+220)/2--250= -73,2z;= 一 35 

CI 三 29,a4 一 79 

这 四 者 之 和 应 为 0, 这 可 以 作为 计算 是 否 有 错 的 一 个 验证 .又 

Di =-18,0 = 18;z1 =-17,2i = 17;d =-9,d =9 
3. 按 公 式 ($.28) 算 出 各 效应 及 区 组 平方 和 
SS =8(73- + 352 + 292 + 792) [4 = 27272 

SS =8(18- + 18) /2 = 2592,SSc = 2312 ,SSn 

其 自由 度 分 别 为 3,1,1,1. 误 差 平 方 和 为 
9S.。 = 32832 - 27272 - 2592 - 2312 - 648 = 8 

其 旧 由 度 为 (8-1)-3-1-1-1=1. 于 是 
AMSaA = SS4A/3 = 9090.67, MS6 = SSp,…,MS, = SS， 
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列 出 方差 分 析 表 ; 

  

  

  

项 日 SS 自由 度 AS 下 比 显著 性 

人 (配方 ) 27272 3 9090.7 1136.33 x 
( 温 度 ) 2592 1 2592 324 x 
C( 正 力 ) 2312 1 2312 289 x 
D( 区 组 ) 648 1 648 81 
误 “ 养 8 1 8 一 
总 “和 32832 7 一 一 

查 严 分 布 表 , 得 

F31(0.05) = 216, FI 1(0.05) = 161 

F3lt0.01) = 3$40, FI 1(0.01) = 405 

故 配方 这 个 因素 的 效应 达到 高 度 显 著 ,温度 和 压力 这 两 个 因素 则 
达到 显著 ,区 组 效应 未 达到 显著 . 

某 些 正 交 表 (不 是 所 有 的 ) 也 可 以 考虑 因素 间 的 交互 作用 .这 
时 , 表 头 的 安排 就 不 能 像 无 交互 作用 时 那么 自由 ,而 要 受到 某 种 规 
则 的 限制 ,具体 规则 由 一 个 与 该 正 交 表 配 套 的 “交互 作用 表 ” 给 出 . 

这 些 都 已 超出 本 书 范围 ,不 能 在 此 多 讲 了 、. 

附 录 

A.(2.22) 式 的 证 了 明 

注意 到 两 个 行 向 量 (2 维 ) 

， 1 1 和 = 人 二 寺 …… 寺 )， 

S。， SS  ，， 5 

都 是 单位 长 (注意 (2.16) 式 ) 且 正 交 ,可 以 补充 - 2 个 行 向 量 604， 
… ,6 使 方 阵 
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