
  

jb53, > 表示 求 和 范围 为 :, 六 为 非 负 整数 ,+ i< 福 和 一 4. 上 

式 中 之 和 为 二. 故 得 

E[XI(CXI -TDXCX -1)]=2(2-1)(a 一 2)(2 一 3) 记 1 访 5 

其 他 量 类 似 计算 ,最 后 经 过 整理 得 到 2Z 的 方差 (在 原 假 设 成 立 下 ) 

表达 式 为 

Var(Z) =2(R -1) 一 (R2+2& 一 2 十 pm 

其 极限 ( 当 ?2 一 co) 为 2(& 一 1), 即 X2 1 的 方差. 

20 . 方法 与 附录 A 中 讲 的 完全 一 样 , 考 奈 二 取 定 记 > 加 0, 考 

虑 简单 假设 检验 问题 : 

io: = zoiR:b = bi 

证 明 :(2.38) 式 定义 的 检验 p 是 此 问题 的 一 臻 最 优 检验 .证 明 这 

一 点 的 方法 , 按 附 录 4 ,只 是 归结 为 验证 :对 否定 域 中 的 任 一 点 到 

和 接受 域 中 的 任 一 点 !, 必 有 

jaG 一 力 )” _ La 一 万 1D 

0 ju 一 万 9) L jw 一 o) 一 

然后 注意 到 检验 y 与 加 无 关 , 且 p 作为 加 魏 加 o 的 检验 也 有 水 平 
a 冯 可 .: 

    

第 六 章 

1. 记 S” 一 >，(X 一 X),Si 一 > (Xi X ) 六 
i=1 三 ] 

2 (了 el(X 一 又 ) 

= Sai -2Sial + ai -22Y7ao + >》 Y; 
z=1] 

= (Sal -SUVS) +m(ao 一 交 ) 
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十 > Y3 一 2Y2 一 SiS- 
i=1 

由 此 立即 看 出 此 平方 和 之 最 小 值 在 wu= 立 = 8 和 al= Si/S2= 

处 达到 , 且 最 小 值 为 

> 1- > 了 一 2Y2 -SI/S- 

- (YY - 丈 )- S?7S: 
1 

一 2 -YY)2 -PS， 

即 (2.23) 式 ,这 个 证 明 不 仅 简 单 , 还 有 一 个 好 处 , 即 它 确 实 肯定 了 

达到 最 小 值 .用 偏 导数 方法 ,理论 上 还 有 一 个 验证 方程 组 (2.10)， 

(2.11) 的 解 确实 是 最 小 值 点 的 问题 . 

2.(a) 利 用 8 ,8 的 无 偏 性 ,因为 

0=Y-=p+pO-X)+e-(8+pCOX 一 克 )) 

二 (6 - Po) +(〈Bi - 8D(CX: -XXX)+ei 

且 忆 (ecj)=0, 即 得 开 (8)=0. 

(b) 这 是 因为 ,在 (2.10) 式 中 把 co,ai 分 别 换 成 其 解 8 ,8 ， 
得 到 6 +…+6=0,01+…+G, 之 间 既 然 有 这 样 一 个 函数 关系 ， 

它 不 可 能 是 相互 独立 的 . 

(c) 在 证 明 (2.21) 式 的 过 程 中 已 得 出 

0; 一 ei 一 z 一 三 211ei7S? (三 = 和 一 Xe = >yei]m) 
j=1 

又 由 (a) 有 已 (8 )=0(E(8)=0 也 直接 由 上 式 得 出 ) , 故 

Var(0i) = 下 (03) = 已 (e 一 2) 二 23S-34E(>)oe ) 
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-20S2E( ceo)- 22S- (> Eee ) (2) 

注意 到 下 (ei- e PE 2 2 ) 一 2F(e 5 )=a2+a2]z 一 

252[1 aa =(1 -lyo2 以 及 

寻 . 玫 放 

E( >726 一 王 好 一 73S ,EL 二 1.02， 

了 一 了 二 

BE(Y5 ze ) = > oo =0 

代入 (2) 趟 即 得 所 要 证 的 结果 ， 
注 : 由 这 个 结果 ,得 

E(> 5)= >)E()= > [1- 工 -(X -又 )P7]S2]a 
= 1 | 1=1 

一 (7 一 2)c5 

因而 得 到 > 63/(m - 2) 为 o2 的 无 仿 估 计 的 另 一 证 明 . 
(d) 与 (1) 式 类 似 写 出 8 的 表达 式 ,注意 Cov(8 ,8 ) = 下 

《6.0) ,把 两 式 相 乘 逐 项 求 均值 ,与 (c) 完 全 类 似 地 得 到 所 要 的 结 

果 . 

3. 考虑 线性 回归 模型 

立 三 ao+az+erao 三 aal= 王 间 一 4 (3) 

其 中 e 一 N0,o). 在 X=0 点 重复 观察 2 次 ,其 Y 值 记 为 Xi， 

…,Xn; 在 X= 工 点 重复 观察 关 次 ,其 Y 值 记 为 Yi,…，Y。 .这样 

按 模型 (3) ,Xi 一 Nao) YYyn 一 Nb,c) ,如题 
中 所 设 者 . 然 自 模型 (3) 观 之 ,估计 避 - a 相当 于 估计 回 妇 系数 ai ， 

检验 亦 然 . 而 此 处 的 平方 和 (2.9) 为 >) (X - ao)2+ > (号 -an 
一 QT1D)， 直接 得 出 C0: 041 的 最 小 二 乘 估计 为 和 和 Y 一 X. 后 者 如 

4 - “的 估计 . 残 大 平方 和 为 > (Xi 豆 )+ > (Y - 灾 ) -自由 
度 闷 +7-2. 又 此 处 之 S2(S: 即 (2。 16) 式 中 的 S: ) 为 (注意 自 变 
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量 值 中 ” 个 0 和 兽 个 1 其 平均 为 站 人 (十 7 

S2 一 10 一 72AL(7 十 xj)) 二 72 一 7 AN 十 7)) 

= 72L(7 十 了 7) 

由 此 , 按 (2.26) 式 求 ci=p 一 aa 的 区 间 估 计 , 所 得 结果 与 两 样本 : 

区 间 估 计 一 致 

4 将 平方 和 (Y - 0X) 按 第 1 题 的 方式 处 理 : > (Y; - 
if 二 1 

1 一 1 

5X)2 = Si -2Sonb+ >) 到 =(So8 一 So[So) 二 >，Y2 - 
i=1 i = 1 

Sa/S? ,此 处 Si = > X2 ,So = > XiYi .由 此 式 立 即 得 出 0 的 最 
i=1 fi 一 1 

小 二 乘 估计 为 

= SoyvSi = XU/X 

而 残 差 平 方 和 为 > Y? - Si/Si, 暂 记 为 尽 . 由 于 

Eva LEYD +WVar(Y) = 02X3 + 

玉 (Sfh) = (ESo) + Var(Sol) 

- (> 6x372+ 六 >x 和 = 62S6+o2Si 
二 1 盖 

得 到 

E(R)= > (02X2 +o2) - (02Si+oSi)7Si 
i=1 

= za2+pb2S1--pb2S8--o 扩 = (2 一 1)c* 

因而 证 明了 RL2z -1T) 是 c- 的 无 偏 估计 . 

(c) 只 须 作 一 个 正 交 变换 

21 Y1 
: | 一 4A|: 

        

Z YY 

其 中 A 为 正 交 方 阵 , 第 一 行 是 (Xi/So,……,X/So). 则 尺 =23+ 
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…+2Z2 ,其 中 DZ ,QZ 独立 同 分 布 且 有 公共 分 布 N(0,c-)， 

$. 若 clj=0, 则 因 &4 的 区 间 估 计 问 题 已 解决 了 ,c?2 当然 直接 
由 之 得 出 . 若 ci 夫 0, 把 cla +cz 表 为 cl(a+zo)(z=cavci), 即 
cl72(z). 因 2(z) 的 区 间 估 计 已 在 (2.27) 式 的 基础 上 求 得 , 故 问 

题 得 到 解决 . 

6.(a) 取 ;=1 来 讨论 , 因为 把 Xi,…，,X, 作 线性 变换 X?; = 

aX; + 5(a 尖 0) 不 影响 (Xi 一 ZX - X)? 之 值 , 不 妨 设 

X =0,XI=1. 这 时 ， 为 使 上 述 比值 最 天， 应 在 X2+…+X,= 一 1 

的 约束 下 , 使 X3 + 二 X2 达到 最 小 .但 易 知 后 者 的 最 小 值 在 

X= = 人 故 所 述 比值 不 能 

大 于 1 人 (1+ 了 )= 1 二, 等 号 当 且 仅 当 对 某 个 ,有 XI = …= 
Xi 1 一 Xi = 一 X 天 Xi. 

(b) 分 两 种 情况 : 若 又, 保持 有 界 , 则 因 S2 -> co ,就 有 (a - 
X)《LSi 一 0. 若 | X,|->oco , 则 注意 到 

(a-X,)2《S2 二 (a 一 X,)2/ > (X -XXX)72 < 坪 7 
i=1 

固定 7 , 令 2 一 co .因为 | X |- 一 co, 上 式 右 端 有 极限 1/wz . 因 六 

可 取得 任意 大 , 知 (a - X,)]LS2 的 极限 可 任意 小 , 故 只 能 为 0( 若 

1X | 既 不 有 界 也 不 随 xz~>oco 而 趋 于 无 穷 , 则 通过 抽取 子 序列 的 方 

法 去 讨论 ). 

(c) 先 给 出 一 个 预备 事实 :在 [0,1] 上 给 出 三 个 数 Z,cC 一 xz(0 

委 c 往 1) 及 ac, 记 IT=(z 一 a)+(c 一 工 一 a), 则 总 可 以 改变 z 之 

值 以 增 大 了, 使 xc- 都 仍 在 [0,1] 上 , 且 工 及 c- xz 中 至 少 有 一 
个 为 0 或 1. 如 z 和 c- 工 分 处 a 的 两 边 ,这 一 点 很 清楚 . 若 同 在 一 
边 ,例如 0<z 委 c- 2z 委 a, 则 didz=4z-2c 生 0( 因 二 和 妥 c - 工 ， 
2z<c). 故 让 二 下 降 能 增 大 蕊 让 二 降 为 0( 这 时 c< -> 升 为 c, 们 
在 [0,1] 上 ) 芭 可 . 
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现 证 明 本 题 , 不 失 普遍 性 可 设 区 间 [A ,B] 为 [0,1]. 证 明 分 三 

眉 :1 为 使 S3= > (Xi - 到 ) 最 大 , 诸 X; 中 至 多 只 能 有 一 个 非 
0 非 1. ,因为 , 基 有 两 个 ,例如 Xi,X;, 非 0 非 1 则 据 上 述 预 备 知 

识 , 可 以 在 不 改变 X3,…,X, 和 X 的 条 件 下 ,使 Xi,X2 中 至 少 有 

一 个 为 0 或 1, 而 (Xi 一 束 ) +(X; -六 ) 增 大 , 即 S: 增 大 .2" 现 

设 Xi X 中 ,有 70 个 为 0,ni 个 为 还 有 一 个 为 a,0 委 ca 委 

1. 证 明 : 总 可 以 把 a 改 为 0 或 1 以 增 大 S .此 时 

S"” 一 ao(o- ma rmill - 二 2 (< 
了 ， 谋 7 

注意 到 zo+ 21= 了 一 1, 易 算出 

d(S*)《Mda = 2(m -1)7rla + 口 

万 与 a 无 关 , 若 上 式 大 于 0, 则 把 a 增 至 1 可 增 大 S:; 若 上 式 不 大 

于 0, 则 把 a 减 至 0 可 以 增 大 S .总 之 ,a 可 改 为 0 或 1 以 增 大 
S .3" 以 上 两 步 证 明了 :为 使 S 最 大 ,全 部 X 必须 只 取 0,1 这 两 
个 值 , 设 有 xz0 个 0,z1 个 1. 则 

2 
S” = no(0- 世 】 十 nil1 一 瑟 = 7207217/72 

在 ?720 十 ?1 一 姑 的 约束 下 ,要 使 S- 最 大 ， 到 (0 和 ?1 之 差距 应 尽量 

小 ,如 2=27 ,应 取 20=72i= 三 : 苦 交 =27 廿 T, 则 ?0;71 中 应 有 

7.(a) 由 Bo= Y 易 得 出 已 (860)= 启 ,为 证 E(8)=p8, 暂 把 也 
行 地 列 方 阵 荆 -1LX 记 为 

      

Ca LpD | 
了 LIX 一 。。 ,。  ，。，  。.. 

    

Lp1 /22 机 Lo 

从 X 的 每 行 元 素 之 和 为 0, 可 推出 此 矩阵 每 行 元 素 之 和 为 0:2 + 

+ 四 =0=1,…，, 力 . 现 有 
_ 力 加 厂 

开 〈《Bi) = Er7)= > ,1200 十 人 1B > 712X 
1 i=1 1 
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据 上 述 ,8 之 系数 为 0, 而 序 之 系数 , 正 是 两 矩阵 上 人” X 和 X 之 

积 的 (1 ,) 元 , 因 革 -1XX = 雹 = 单位 阵 了 , 知 只 有 当 &=7 时 

此 系数 为 1,& 为 其 他 值 时 为 0. 故 证 明了 E(B ) = ,=1， 六. 

(b) 因 为 各 = 二 (人 遍 =Y 二 信和 罗 :由 
(Yi  ) 独 立 上 且 由 等 方差 , 易 知 

Cov(Bo,D) 一 2( 人 十 十 [7 一 0,y7 一 上 …… , 力 . 

(c) 与 (b) 相 似 ， 由 有 一 1 YY 十 *… 十 ZL 及 p， 一 有 Y 十 。。 十 

lz. 得 知 

Cov(B,B) 一 02(O0 十 “… 十 Lan 

右边 括号 内 之 量 是 矩阵 了 -1X 及 其 转 置 之 积 的 (z ,7 让 元 . 因 工 为 
对 称 方 阵 , 故 二 一 也 是 对 称 方 阵 , 即 (二 1) = 大 1. 故 ( 世 -1X)， 

(L X) =LTIXXZLI=LTILL II=L 1 因此 ,Cov( 启 , 房 )= 
co 人 LI 的 (i 放 元 , 当 ;i=7 时 ,得 到 B 的 方差 . 

8. 有 关 的 理论 考虑 在 题 中 已 说 了 . 现在 只 须 计 算 一 下 

rrvV7-2AM1-: 证 S2” = y(X 一 六 ) 并 注意 >, (X -XI) 
;=1 i=1 

(YY -77)=-》(X_- 部) ,有 
z=1 

厂 - COX- X)7/| /> Cr - 殊 )2 

V1-m (1- > (xc - 双 )YD/(S OP -2 

vv 2 (X - 斑 )Y7]S， 
| 

(2 (了 -2( 阅 OCX)Y)27/S2)12 . 
z 1 
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至 _ 3 7 172 

因为 5= { 袜 (YYP-( 六 CA- 台 )Y) 县 ) /7 2, 而 

了- 和 (X - 琉 )Y7S2 ,又 记 = 0. 故 即 有 

二 = (人 -8D/(5S 避 ) 
VT- 关 

再 用 (2.26), 即 证 得 所 要 的 结果 . 

9.(a) 令 QZ=Y -Xi=1 2，DZ1 2 独立 同 分 布 , 公 

共 分 布 为 N(8--a,2c). 而 五 0:0=a 成 为 一 个 检验 正 态 分 布 

N(g,oi)(ci=2c2,0=0-a) 中 均值 0=0 的 问题 ,可 用 一 样本 : 

/| 丈 1/ 让 并- 2 > me/ (9 
时 否定 五 0. 

注 : 这 个 模型 叫做 “成 对 比较 模型 ”, 意 即 Xi , Y; 这 一 对 可 以 

比较 ,但 当天) 时 ,Xi Y 无 法 比较 ,因为 轨 一 Xi 一 NGC 一 4+ 

中 -一心 ,2o) ,不 只 与 5- 4& 有 关 而 必 一 民 又 不 知道 .这 与 所 谓 - 成 

组 比较 ”不同 :在 成 组 比较 模型 中 是 di =…= 心 =0. 这 时 任意 的 

Xi ,Yi 都 可 比较 ,而 我 们 可 使 用 两 样本 上 检验 去 检验 厂 o, 它 有 

272 一 2 个 自由 度 . 而 检验 (4) 只 有 ?一 1 个 自由 度 , 所 损失 的 自由 

度 ,就 是 因为 有 了 赣 余 参数 di ，… ,qd，. 

(b) 可 以 把 Xi ，,X。 和 了 Yi，…，,Y， 分 别 视 为 一 个 两 水 平 因 

素 在 其 水 平 工 的 2 个 观察 值 和 水 平 2 的 ?2 个 观察 值 . di 为 区 组 效 

应 ,j=1,…，,2 ,而 a,b 则 分 别 是 这 两 个 水 平 的 效应 . 为 把 模型 写 

成 (5.13) 的 形式 ,可 令 Yi=X ,Yi= 切 汪 1723 而 

pp=cd+(e+p)Z2 (& = (di + cy)77z) 

al=a 一 (aea+p)2,a = 一 (a+p)A2 

六 = 过 1 

则 有 - 
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YY 三 太 十 G 十 太 二 er 二 1)257 三 工 :7 (S ) 

这 里 ey 三 1)237 二 工 7 全 体 独 立 同 分 布 并 有 公共 分 布 N(0， 

c“) .模型 (5) 符 合 所 要 求 的 约束 条 件 : 

ai+a=a 一 (a+p)2+p-(a+p)/2=0 

25 = >0 -7 ) = 0 

原 假设 :Ho:a=6 相应 于 检验 (5) 中 的 因子 效应 为 0, 即 al= ai2== 
0. 

《c) 就 模型 (5) 按 (5.23) 的 分 解 式 来 计算 SSa 和 SS,: 

SS9。 = 22 - 了 一 Yi 十 区) 

= 袜 ( 一 区 一 (和 二 了 )X2+( 训 十 立 )]272 

+ 六- 闻 - (+)]21 (总 十 问 )]2)2 

= [C6- 250)[2-(C- 芯 )/2]: 

+ (和 一天 )/2-(- 台 )72 

= 二 六 (六 (= 
自由 度 为 (2-1)(2 -1)=7 -1. 而 

SS, = 2 ( 玉 一 和 7)= 2[( 广 一 (总 + 到)]2)2 

自由 度 为 2~1=1. 故 Ho:aj=az=0, 即 = 的 严 检 验 为 ; 当 
和 有 [人 仁 写 (2 -An D]> 书 ia 
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时 否定 瑞 o, 即 当 
| 

Vi 人 >VRTTC) 
时 和 否定 司 . 由 于 已 -ay/2)= 忆 (ac)( 这 是 因为 , 按 定 义 , 若 

X 一 上 由 则 X 一 天，1), 这 个 检验 与 (a) 中 得 到 的 一 致 

10. 这 张 正 交 表 叫 Ls(2) 正 交 表 . 它 只 能 排 2 水 平 因 子 , 至 多 

7 个 ,试验 一 定做 8 次 ,不 能 多 也 不 能 少 . 

把 因子 4,B,C 分 别 排 在 第 1,2,4 列 头 上 ,区 组 也 视 为 一 个 

因子 D , 排 在 第 S 列 头 上 , 则 得 到 如 下 的 设计 : 

区 组 1:4AiBICi,A1B2Ci,A;BIC， ,ABC，， 

区 组 2:4A1B1iC, ,ABC ,ABC ,ABCI， 

其 中 例如 ,AB2C; 表示 因子 A 取水 平 1,B8 取水 平 2,C 取 

水 平 1, 余 类 推 . 

其 所 以 舍 掉 第 3 列 不 用 ,是 为 了 避免 某 些 组 合 做 两 次 (如 

AiBiCi1 等 ) ,而 某 些 组 全 (ABC 等 ) 则 不 出 现 , 按 上 述 设计 , 则 

8 种 可 能 的 组 合 各 出 现 了 一 次 . 

此 设计 4,B,C 及 区 组 各 占 一 自由 度 , 共 4 个 自由 度 .全 部 自 
由 度 为 8-1=7, 故 误差 平方 和 SS. 尚 有 三 个 自由 度 . 
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